MP 1 - Lycée Carnot

1. Polynomes

@ Mines-Télécom 2019

Soit (n,m) € (IN*)2. Démontrer que X" — 1 divise
X™ — 1si et seulement si n divise m.
Variante : montrerque X"\ —1 = (X" —1)A(X™—1).

@ Mines-Télécom 2019

Soit P € R[X] un polyndme de degré n > 2, scindé a
racines simples dans R[X].
1. Démontrer que P’ est scindé d racines simples dans
R[X].
2. Onnote a,...,an lesracinesde P et B1,...,Bn-1

1 n
celles de P’. On pose M = = a; et
" =1

n —

Comparer M et m.

@ Mines-Ponts 2018

Soit a, b et ¢ les trois racines complexes du polyndme
P=X3+X%2+1.
T+ ay + a’z =a*
Résoudre le systéme (S): ¢ = +by+b%z=0b* d'in-
{ :L’+cy+02z:c4
connue (z,y,z) € C3.

@ Mines-Télécom 2018

1. Soitm € IN*, P € Rap[X] et (a,b) € R? telque a < b.
On suppose que a et b sont racines d'ordre m de P.
Montrer que pour tout k € [1,m], P*) admet k ra-
cines distinctes dans Ja, b].

2. Soit n € IN*. On note Q. (X) = ((x2 —1)")™.
Quel est le degré de Q. 2 Monfrer que Q,, admet n
racines simples dans | — 1, 1].

@ CCINP 2017 Polynémes de Tchebychev

Soit (Tn)new la suite de polyndmes définie par
To(X) =1, Th(X) = X etf, pourtout n € N

Thio(X) = 2XTpy1(X) — Tn(X).

g TPE 2017 - Théoréme de GauB-Lucas

@ Centrale 2019

2021-2022
Préparation aux Oraux

1. Déterminer, pour tout n € IN, le degré et le coeffi- 3. Soit P € R[X] non constant. On note z1, ...,z ses
cient dominant de T,. racines. Montrer que les racines non réelles de P’
sont dans

2. Démontrer que pour tout § € R et toutn € IN,

Ty (cos(9)) = cos(nh). U {z € C,|z — Re(zr)| < |TIm(z)|}-
k=1

3. Pour tout n € IN, on note

En={PeR[X], (1-X?)P"—XP' +n’P=0}. Mines-Ponts

a) Soit n € N et P € R[X]. Démontrer que si 3 L, . . Xxn—1
P € E,, dlors P = 0 ou deg(P) = n. Décomposer en €léments simples la fraction X" 1"

b) Démontrer que pour toutn € N, T,, € E,,.

4. Démontrer que pour tout n € N, E,, = Vect(T,). 2. Algébre générale

Centrale - Polynomes de Tchebychev @ CCINP
(suiie) Soit n € IN*, (G, x) un groupe cyclique de cardinal n
et a un générateur de (G, ).

Décomposer en éléments simples la fraction Tin Soit r € N*, d = PGCD(n, r) et f : f : fr
1. Montrer que f est un morphisme de groupes.
Mines-Ponts 2017 2. Déterminer le noyau de f.
Soit P € R[X]. Démontrer que les deux propositions 3. Montrer que I'image de f est le sous-groupe de

(G, *) engendré par a?.
4. Soity € Im(f). Déterminer les solutions de I'équation
z" =y d'inconnue z € G.

(12) cane

Soit (G, ), (H, x) deux groupes et f un morphisme de
groupes de (G, ) vers (H, x).

suivantes sont équivalentes

(P1) Pourtoutxz € R, P(z) > 0.
(P2) llexiste (A, B) € R[X]? tel que P = A2 + B2.

Soitn € N*, P € C[X] de degré n et z1,...,2y, les
racines de P dans C. L'ensemble : 1. Soit x € G et n € IN*. On suppose que z est d'ordre
fini égal & n. Montrer que f(x) est d'ordre fini et que

son ordre divise n.

2. Déterminer tous les morphismes de groupes de
(z/7Z,+) vers (Z/13Z, +).

3. Déterminer tous les morphismes de groupes de
(z/3Z,+) vers (Z./12Z, +).

Cp = {Z AkzE avec (A1, ..., An) € (]R+)n tel que Z Ap =1
k=1 k=1
est appelé enveloppe convexe des racines de P.

Démontrer que toute racine complexe de P’ appar-
tient & Cp.

@ Mines-Télécom 2019

Pour tout (z,y) € N2, on note = v y le PPCM de z et
y. etz Ayle PGCD de z et y. Déterminer tous les couples

1. Déterminer tous les polyndmes P € R[X] tels que P’
(z,y) € N2 vérifiant

divise P.

2. Montrer que si P € R[X] est scindé, il en est de
méme de P’.

zVy+11(z Ay) = 203.
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m Mines-Télécom 2019

Par combien de 0 se termine |'écriture décimale de
I'entier naturel 20221 2

@ Mines-Télécom 2018

Résoudre le systéme

4 [11]
10 [11]

r+y

© {F

d'inconnue (z,y) € Z2.

m Mines-Ponts 2017

Déterminer I'ensemble des entiers relatifs n tels que
nl3 =n [42].

3. Algebre linéaire

CCINP 2021 (Marcelin)

K désigne R ou C, E est un K-espace vectoriel de
dimension n.

Soient f et g deux endomorphismes de E.

Montrer que les deux propositions suivantes sont équi-
valentes

(i) rg(f+9)=rgf+rgg.
(i) ImfnNimg= {0} et E=Kerf+Kerg.

m CCINP 2021 (Mailane)
Soit E un R-espace vectoriel de dimension n > 1, f
endomorphisme de E.

1. Soit f un projecteur, la condition «rg f = 1» est elle
nécessaire 2 Suffisante 2

2. Soit f telquerg f = 1 et tr f = 1. Montrer que f est
un projecteur.

3. Déterminer une base de L(E) formée de projec-
teurs.

CCINP - Mines-Télécom 2019

Soit E un C-espace vectoriel et p, ¢ des projecteurs de
E.

1. Montrer que les frois propositions suivantes sont équi-
valentes :

(P1) p+ q est un projecteur;
(P2) pog=0=gop;
(P3) Im(q) C Ker(p) et Im(p) C Ker(q).

2. On suppose que p + q est un projecteur. Démontrer
que

Ker(p+q) = Ker(p)nKer(q) et

m Mines-Télécom 2019

Soit (a,b) € C? et n € IN*. Calculer le déterminant de
taille n défini par :

a+b ab 0 0

) .

Dn=1] o 0
o T T ab
0 0 1 a+b

(21) ccinp 2019

1. Soitn € N et g, I'endomorphisme de R, 1 [ X] défini
par:

VP € Rp+1[X], gn(P) = P(X +1) — P(X).

Déterminer le noyau et I'image de gy,.

2. Soit g 'endomorphisme de R[X] vers R[X] défini
par:

VP € R[X], g(P) = P(X +1) — P(X).

Montrer que g est surjectif.

(22) ccinp 2018

Soit (a,m) € R2. Résoudre le systéme

3x + my + z
(S) (m —3)z -z

T + Yy + mz

([
|
—

d'inconnue (z,y,2) € R3 en discutant selon les valeurs
de m et a.

@ Mines-Télécom 2018

Soit (a,b) € R? et

M =

(SRS IS s
SR o
R oo
Q oo

Calculer M™ pour tout n € IN.
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(24) ccinp 2018

Soitn € N*, A € M, (C) fixée et

u_‘Mn(C) —  Mn(C)
X s X +(X)A

IM(p+q) = Im(p)+Im(q).

1. Montrer que u est une application linéaire.

2. Monfrer que wu est injective si et seulement si
fr(A) # 1.

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante
pour que u ne soit pas bijective.

4. Soit B € M, (C) fixée. Résoudre I'équation linéaire
u(X) = B d'inconnue X € M, (C).

@ Mines-Télécom 2018

Soit n € IN*. Pour tout k € [1,n], on note fx et gx les
fonctions de R vers R définies par :

Vz € R, fi(z) = cos(kz) et gk (x) = sin(kx).

Montrerque (f1, ..., fn, 91,
de I'espace vectoriel F(R, R).

., gn) €stune famille libre

m Mines-Télécom 2018

Soit § € R. Calculer, pour tout entier n > 2, le détermi-
nant de taille n défini par :

cos(6) 1 o ... ... 0
1 2cos(d) 1 :
An=] ° !
0
: . . . 1
0 ... 0 1 2cos(6)

Mines-Télécom 2018

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

Soit u et v deux endomorphismes de E tels que
u+v=idg etrg(u) + rg(v) < n.

Démontrer que E = Im(u)®Im(v) puis en déduire que
u et v sont des projecteurs.

(28) 1PE2018

Soit n € N* et A € M,,(C) telle que A3 = 0.
1. Montrer que I,, + A estinversible.

2. Soit B € GL,(C) telle que AB = BA. Démontrer
que A + B estinversible.



Montrer que 1 est valeur propre de A et calculer son
sous-espace propre.

Déterminer les autres valeurs propres de A et leurs
SOUs-espaces propres.

(36) TPE2019

0 z =z
SoitzeCetA=|1 0 =z]|.

m CCINP 2021 (Maximilien)

Soit f € £ (R3) tel que f2 #£0et f3=0.
1. Montrer qu'il existe une base a déterminer dans la-

quelle
0 1 0
Matg(f)=(0 0 1].
0 0 O

2. Soit B = ( ) . Calculer B™.

3. Soient (un), (vn), (wy) telles que ug = 0, vo = wog = 1
et pour toutn € IN,

1 1 0

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur
z pour que A soit diagonalisable dans M3(C).

CCINP 2019 soit dans M3(R) la matrice

3 -1 1
A= 2 0 2 .
1 -1 3

. Calculer A2 — 4A. En déduire un polyndme annu-
lateur et le polyndbme minimal de A. En déduire

@ Mines Telecom 2021 (Mariette) Ssoit

A € My, (C). Montrer que

1 frA=trA?=...=trA"
0

(=N
— = o

si ef seulement siSp A = {1}.

CCINP 2019 ]

Soitb € Retn € IN\ {0, 1}. On considere dans M, (R)

Un+1 = Un + Un

Unt+1 = Un + Wn

_ les matrices : I'unique valeur propre de A. La matrice A est-elle
Wnt+1 = Wn diagonalisable 2 Est-elle inversible 2

Exprimer ces suites en fonction de n. b, Looennnn 1 1 1 2. Soit n € N tel que n > 2. Déterminer le reste de la

1 e e SR : division euclidienne de X™ par (X — 2)2.

A=1|+-. et J= e . .
. . e Dot e T : el 3. Exprimer A™ en fonction de A, Is et n.
@ Mines-Ponts 2021 (Maximilien) e Tovernnn. 1 , . . )

Touinil 1 b 4. L'expression obtenue & la question 3) est-elle tou-

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie de jours vraie pourn =02n=12n=—12
dimension n et 7 = (fi);<;<, Une famille de dormes li- 1.
néaires.

Montrer que F est libre si et seulement si

7fp(500)) = ()\17 .

a) Exprimer A en fonction de I, et J.
b) Monfrerque P(X) = X2+(2*2b*”)x+(b*1)(n+b TPE 2019 soit E le R-espace vectoriel défini par
est un polyndbme annulateur de A.

V()\l,...7/\p) € ]Kp, Jxg € E, (f1($()),... E = {f S CO (]R+,R), f(.l‘) m} 0} .

a) Déterminer les valeurs propres et la dimension
des sous-espaces propres de A.

b) Calculer det(A).

(35) ccinp 2019

Soit n € N* et A, B deux matrices de M, (R) telles
que AB = BA.On pose M = (A B).

, . . Soit T'I'endomorphisme de E défini par :
4. Reéduction des endomorphismes

Vf € B, Vo€ Ry, T(f)(x) = f(z +1).

@ CCINP 2021 (Lucas)

1. Soient A, B € M, (R). Que pensez-vous de |'affir-
mation

Déterminer I'ensemble des valeurs propres de f.

1 1 1
CCINP 2019 smm:(o 0 1 )
0 -1

AB=0= A=00UB=0 0

Question bonus hors exercice : trouver une condi-

0 A
1. Dans cette question, on considére A comme ma-

tion supplémentaire @ AB = 0 pour que cela im-
plique A = 0.

2. (a) Soit A € My (R) telle que A(A — I,,)? = 0. Mon-

1.

Montrer que pour tout k € IN, A B = BA*. Calculer
MPF pour tout k € IN*.

tfrice de M3(R).
Calculer les valeurs propres de A et déterminer une

frer que tr A € IN. 2. Montrer que pour tfout P c R[X], base de chaque sous-espace propre de A.
. . . P(A) BP/'(A) La matrice A est-elle diagonalisable ¢ Déterminer le
(b) Déterminer A dansle casou trA = 0. P(M) = 0 PA) ) polyndme minimal de A.

3. Soit A € M, (R) tel que A(A — I,)2 = 0. A est-elle
toujours diagonalisable 2

@ Mines Telecom 2021 (Eléonore)

Soit n > 3. On pose A la matrice carrée de taille n

avec des 1 sur la premiére ligne, la premiére colonne et
la diagonale et des 0 ailleurs.

3. Soit Q un polyndme annulateur de A, scindé & ra-

cines simples.
Montrer que Q’(A) est une matrice inversible.

4. Montrer que si M est diagonalisable, alors A est dia-

gonalisable et B = 0.

5. Etablir la réciproque.
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2. Dans cette question, on considére A comme ma-
trice de M3(C).
Calculer les valeurs propres de A et déterminer une
base de chaque sous-espace propre de A.

La matrice A est-elle diagonalisable 2 Déterminer le
polynéme minimal de A.

3. Calculer A™ pour tout n € IN.



m Mines-Télécom 2019

2 1 1
SotA= (1 2 1| eMsm).
12

1

1. Exprimer A2 en fonction de A et I3.
2. Justifier que A est diagonalisable et diagonaliser A.

3. Soit A1 et Az les deux valeurs propres de A. On pose
B=A-)\lzetC=A— XaI;3.
Calculer BC, CB eft, pour tout n € N*, B™® et C™.

Exprimer, pour tfout n € IN*, A™ en fonction de B et
C, puis calculer A™.

(41) ccinp 2019

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f,
g deux endomorphismes de E.

1. Démontrer que si f est bijectif, alors fog et go f ont
méme polynéme caractéristique.

2. Démontrer quesi f, g sont bijectifs et f o g est diago-
nalisable, alors g o f est diagonalisable.

3. Démontrer que f o g et g o f ont les mémes valeurs
propres.

4. Donner deux matrices A, B de Mz(RR) non diago-
nalisables et telle que AB est diagonalisable.

m Mines-Télécom 2019

Soit n € I\ {0,1} et A € M,(R) telle que
A% + A+ 41, = 0.

1. Montrer que A n'admet aucune valeur propre
réelle.

2. Montrer que n est pair.
3. Déterminer tr(A) et det(A).

0
m CCINP 2019 soit A = (o )

1. La matrice A est-elle diagonalisable 2

[e=]
S O
O = O

2. On suppose qu'il existe une matrice B € Mj3(C)
telle que B2 = A.
Déterminer le polyndme caractéristique de B. En
déduire une contradiction. Conclure.
0 1
0 0].
0 O

(=N ]

3. Monftrer que A est semblable & (

(44) ccinp 2019

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 et
B = (e1,e2,e3) une base de E.

Soit f 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la

0 0 -12
base Best A = 1 0 4 |.
0 1 3
Pour tout vecteur =z € E, on pose

E(z) = Vect ({f*(z), k € N}).
1. Déterminer E(e1).

2. Calculerle polyndbme caractéristique de f et vérifier
que 2 est valeur propre de f.

3. Déterminer les valeurs propres de f et les sous-
espaces propres associés.

L'endomorphisme f est-il diagonalisable 2

4. Déterminer tous les vecteurs = de E fels que

CCINP 2019

Soit f un endomorphisme de R3 tel que f3 + f =0 et
I #0.

1. Soit A la matrice de f dans la base canonique de
R3.
Montrer que A est diagonalisable dans M3(C).

2. Déterminer le rang de f.

3. Montrer que R3 = Ker(f) @ Im(f).

4. En tilisant le lemme des noyaux, montrer que

R3 = Ker(f) @Ker (f2 +idg).
5. Montrer que Im(f) = Ker(f? +id).
6. Montrer qu'il existe une base de R3 dans laquelle la

0 0 0
maftrice de f est A = 0 0 -1 .
0o 1 0

(46) ccinp 2019

Soit a € R, b € Ry efc

X

1. La matrice A est-elle diagonalisable 2 Diagonaliser
A lorsque A est diagonalisable.

€ R4. On pose

o o

0 b
a 0]).
0 a

2. On suppose ¢ = 0. Calculer exp(A).

3. Onsuppose be # 0. Expliqguer comment on peut cal-
culer exp(A).
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CCINP 2019

Soit n € W \ {0,1}, E = Mup(R) et
r - E — R
M — ir(M).

1. a) Montrer que Im(ir) = R.
b) Déterminer dim (Ker(tr)).
c) Montrer que E = Ker(ir) @ Vect(Iy).

2. Montrer que I'endomorphisme f:

est diagonalisable.

3. Soit J € E telle que tr(J) = 0 et I'endomorphisme
| E — FE
9 M — M+tr(M)J.
Montrer que X2 — 2X + 1 est un polyndme annula-
teur de g. L'endomorphisme g est-il diagonalisable 2

m Mines-Télécom 2019

0 a a?
Soitac R*etA= | 1/a 0 a | € M3(R).
1/a®> 1/a 0

1. Montrer que A est diagonalisable sur R.
2. Calculer exp(A) sans chercher & diagonaliser A.

CCINP 2019 soit 4= (7 7).

1. a) Justifier que A est diagonalisable.

b) Déterminer les valeurs propres de A et une
base de M5 1(R) formée de vecteurs propres
de A.

2. Résoudre I'équation X2 + X =
X € M2(R).

3. Quelle solution de cette équation aurait pu étre
immédiatement obtenue a I'aide du théoréme de
Cayley-Hamilton 2

(50) ccine 2019

Soitn € N\ {0,1} et 4 € M (C).
On suppose que A™ = I,, et que (In, 4, ..., A"~1) est

une famille libre. Montrer que tr(A) = 0.
@ TPE - CCINP 2019
0 1 1 0 1 0
SoitA=(1 0 O)JetB=[1 0 1].
2 1 0 1 2 0

Montrer de deux maniéres différentes que A et B sont
semblables.

A d'inconnue

E — FE
M +— M+tr(M)I,



@ CCINP 2019 soit n € N* et A € M,(R) telle que

A3 = A+ I,.
1. Monfrer que A est diagonalisable dans M, (C).

2. Montrer que le polynéme X3 — X — 1 admet une
unique racine réelle \, puis que A > 0.

3. En déduire que det(A) > 0.

@ CCINP 2019 soitn € IN\ {0,1} et f I'application

définie sur M, (R) par VM € My (R), f(M) =M +2MT.
1. Vérifier que f est un endomorphisme de M., (R).

2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces
propres de f.

3. L'endomorphisme f est-il diagonalisable 2
4. Calculer tr(f) et det(f).

Mines-Télécom 2018

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 2 et
u un endomorphisme de E.

1. Démontrer que pour tout k € IN,
dim (Ker (uk+1)) < dim (Ker (u’“))+dim (Ker (u)) .

2. Dans la suite de cet exercice, on suppose que
u =0etrg(u) =n—1.
Démontrer que pour tfout k& €
dim (Ker (u¥)) = k.

3. Soit k € [1,n — 1] et F un sous-espace vectoriel de
E de dimension k. Démontrer que F = Ker (u*).

@ CCINP 2018 soit f I'application définie sur R[X]
par
x+1
VP € R[X], Va € R, f(P)(x) = / P(t) dt.

1. Monftrer que f est un endomorphisme de R[X].

2. Soit n € W. Pour tout P € R,[X], on pose
fu(P) = f(P).
a) Montrer que f, est un endomorphisme de
R, [X].
b) Calculer le déterminant de fy,.
c) L’'endomorphisme f,, est-il diagonalisable 2

CCINP 2018 Pour tout P € R[X], on pose

f(P)=(@2X +1)P— (X? - 1P

[1,n — 1],

1. Montrer que f est un endomorphisme de R[X].
2. Pour tout P € R2[X], on pose p(P) = f(P).

a) Monfrer que ¢ est un endomorphisme de
Reo[X].

b) Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique
de Rap [X}

3. a) Soit Q un vecteur propre de f. Montrer que
Q' # 0 et déterminer le degré de Q.

b) Déterminer les éléments propres de f.

CCINP 2018

11 1 1 6 1 1 1
) 11 1 1 1 16 1 1
SoifA= 1, 4 1 [eTB=|1 1 16 1
11 1 1 1 1 1 16

dans M4 (R).

1. Justifier que A est diagonalisable et diagonaliser A.

2. En déduire que B est diagonalisable et diagonaliser
B.

3. Donner deux polyndmes annulateurs de la matrice
B ainsi gue son polynéme minimal.

m CCINP - Mines-Télécom 2018

1 1

Soit A = (1 1

M? + M = A.

1. Monftrer que toute valeur propre de M prend au
plus quatre valeurs que I'on donnera.

) et M e My(R) telle que

2. a) Montrer que 0 ou —1 est valeur propre de M.
Indication : utiliser det(A).

b) Que peut-on en déduire pour le polyndme ca-
ractéristique de M 2

c) La matrice M est-elle diagonalisable 2

3. ) Justifier que A est diagonalisable et diagonali-
ser A.
b) Soit X € Ma(R) telle que X2 + X = A.
Montrer qu'il existe P € GLa(R) felle que
P~1AP et P~1X P sont diagonales.

c) Déterminer toutes les matrices X € Ma(R)
telles que X2 + X = A.

m Mines-Télécom 2018 Soitn € N* et N € M,,(C)

une matrice nilpotente d'indice de nilpotence p.
On suppose que eV est diagonalisable. Le but de
I'exercice est de démontrer que N = 0.
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1. Déterminer les valeurs propres de e et en déduire
que e =I,.
Indication : on pourra s'intéresser a une matrice
semblable a eV,

2. Déterminer le polyndme minimal de N.

3. En déduire que N = 0,,.

m Mines-Télécom 2018 soit £ = C°([0, +oc[,R)

I'espace vectoriel des fonctions continues de [0, +oo|
vers R.

Pour foute fonction f € E, on définit la fonction

P(f): Ry — R par @(f)(0) = f(0) et, pour tout z > 0,

o) = 1 [ s

1. Montrer que ® est un endomorphisme de E.
2. Déterminer les éléments propres de ®.

Mines-Télécom 2018 Soitn € IN* et A, B dans

M, (C). On suppose que B est nilpotente et AB = BA.

1. Démontrer que si A estinversible, alors A—1 B estune
matrice nilpotente.

2. Démontrer que det(A + B) = det(A).

3. Démontrer que A+ B et A ont méme polyndme ca-
ractéristique.

m CCINP 2018 soit n € IN*.

z1 Y1
: etY = :
T y'n
nulles de M, 1(C). On pose A = XYT.
a) Quelle estla taille de A2
b) Calculer A.
c) Calculer le rang de A.

1. Soit X = deux matrices non

d) Déterminer la dimension de Ker(A).
e) Exprimer tr(A) en fonction de X et Y.

2. Soit A € M, (C) une matrice de rang 1.

Montrer qu'il existe X et Y non nulles dans M, 1(C)
fellesque A = XY'T.

3. Soit A € M, (C) une matrice derang 1.
a) Quel est le spectre de A2

b) Montrer que A est diagonalisable si et seule-
ment si tr(A) # 0.



(63) PE2018

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2.
Soit f un endomorphisme de E admettant n valeurs
propres distinctes. Démontrer qu'il existe a € E tel que
(a, f(a), f?(a),..., f*"1(a)) est une base de E.

m CCINP 2018 soit n € N* et A € M, (C). On pose
A A
s- (3 4).
1. Calculer B™ pour tout m € IN.
2. Soit P € C[X]. Exprimer P(B) en fonction de A, P(A)

et P'(A).

3. Montrer que si B est diagonalisable, alors A I'est
aussi.

4. Monftrer que B est diagonalisable si et seulement si
A=0.

m CCINP 2018 Soit E un C-espace
vectoriel de dimension finie. Oon note
Z={f€L(E), Vg€ L(E), fog=go f}.

1. Soit f € Z.
a) Montrer que pour tout z € E, la famille (z, f(x))
est lige.

b) En déduire qu'il existe k € C tel que pour tout

z € E, f(z) = kzx.
2. Déterminer Z. Vérifier alors que Z est un sous-
espace vectoriel de L(E) et préciser sa dimension.

3. Soit f et g deux endomorphismes de E. On suppose
qu'ilexiste A € Ctelque fog—go f=\f.
Montrer que f et g ont un vecteur propre en com-
mun. On étudiera d'abord le cas A = 0.

m CCINP 2018 Soit n € N tel que n >

3, et
0. 1. 0,eennn.. 0
(ag,a1,...,an—1) € C". Soit J = 0
0 1
1 [0 RN 0
ap I Ap—1
an_la.... . . . :
et A= : a2 dans My, (C).
o "'~.,.a1
ay A2 cvvnnnnn Ap—1 “ag

1. Calculer J* pour tout k € [1,n].
2. Exprimer A en fonction des matrices de la famille
(Jk)ogkgn—r

3. Soit @ un polyndbme non nul de C[X] fel que
deg(Q) < n. Montrer que Q(J) # On.

4. Que peut-on en déduire sur le degré de w;, poly-
néme minimal de J 2

5. Déterminer ; et x ;.

6. Montrer que A est diagonalisable et donner les va-
leurs propres de A.

CCINP 2018

Soit f un endomorphisme de R3 tel que f3 + f =0 et
J#0.

1. Montrer que R3 = Ker(f) @ Im(f).
2. Montrer que Im(f) = Ker(f? +id).

3. Montrer que f n'est pas injectif. Indication : on
pourra raisonner par I'absurde.

4. Montrer qu'il existe a € R3 tel que (f(a), f2(a)) est
libre. En déduire que rg(f) = 2.

5. Montrer qu'il existe une base de R3 dans laquelle la

0 0 0
matrice de f est A = 0 0 -1
0o 1 0

(68) ccine 2018

Soit E un KK-espace vectoriel de dimension finie n > 2.
Soit p un projecteur de E distinct de I'endomorphisme
nul et deidg. On note @ I'endomorphisme de L£(E) défini
par:
Yu € L(E), ®(u) =uop—pou.
1. Soitu e L(E) telque u =uop—pou.
a) Monfrerque pou=0etu =wuop.

b) En  déduire que u? = 0 et
Im(u) C Ker(p) C Ker(u).

2. Justifier que ® n'est pas injectif et déterminer Ker(®).

3. Montrer que I'endomorphisme & est diagonalisable
et donner ses valeurs propres.

4. Montrer que L(E) = Ker(®) & Im(®).

CCINP 2018

/2 1/4  1/4
Soit M = (1/4 1/3 5/12).
1/4 5/12 1/3
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1. Monftrer que M est diagonalisable et donner ses élé-
ments propres.

2. Montrer que la suite (M™), o converge et détermi-
ner sa limite.

3. Onpose N = Iim M™ et on note u I'endomor-

n——+oo
phisme de R3 canoniquement associé a N.
Montrer que u est un projecteur et en donner les élé-
ments caractéristiques.

CCINP 2018

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2.

Soit f un endomorphisme de E tel que rg(f) = 1.

1. Montrer qu'il existe X € R tel que f2 = Af.

2. A-t-on nécessairement E = Im(f) & Ker(f) 2

3. Monftrer que les trois propositions suivantes sont équi-
valentes :
(P1) il existe ¢ € R* tel que cf est une projection;
(P2) fof#0;
(P3) E =Im(f)® Ker(f).

4. Onsuppose que f vérifie (P1). Montrer que f est dia-
gonalisable et tr(f) # 0.

1 0 -1 0 0
00 0 -3 0
CCINP 2018 soitmw =] 0 0 0 0 -6
00 0 1 o0
0o 0 0 3

1. Déterminer le polynbme caractéristique et le poly-
néme minimal de M.

2. Montrer qu'il existe A et B dans M5(R) telles que
M =A+B, A2 =A, B> =3Bet AB =05 = BA.
Indication on pourra procéder par analyse-
synthése.

3. Déterminer les rangs de A et B.

4. Soit n € IN*. Montrer que M™ est combinaison li-
néaire de A et B. Déterminer les coefficients de
cette combinaison linéaire.

CCINP 2018

Soitn € N\ {0,1} et (a,b) € C2. Pour tout € C, on

pose M(z) = € My (C)

et A(z) = det (M (z)) .
1. Montrer que A est une fonction polynomiale de de-
gré au plus égal a 1.
2. On suppose que a # b. Calculer A(z) pour tout
z € C.



3. Onsuppose a = b. Soit z € C. Montrer que M (x) est

on

Iflloc = sup |f(x)
z€([0,1]

1.

diagonalisable et calculer A(z).

CCINP 2018

On note E = C° ([0, 1], R). Pour toute fonction f € E,
note T'(f) I'application de [0, 1] vers R définie par

1—x
Vo € [0,1], T(f)(x) :/O £ dt.

Pour tfoute fonction f S E, on pose

Montrer que T est un endomorphisme de E.

2. Soit f € E. Montrer que T'(f) est dérivable et calcu-

ler T(f)' (z) pour tout z € [0, 1].

3. L'endomorphisme T est-il injectif 2 surjectif 2 Justifier

les réponses.

4. Montrer que pour toute fonction f € E,

IT(Hlloo < [1flloo-
Que peut-on en déduire pour les valeurs propres de
T?

5. Soit f € E un vecteur propre de T et X la valeur

propre qui lui est associée.
Montrer que f est solution de I'équation différen-

fielle " + % y = 0 et vérifie f(1) = 0, f(0) = 0.

6. Déterminer le spectre de T et donner le sous-

espace propre associé & chaque valeur propre.
On vérifiera que Sp(T) est une famille dénombrable
convergeant vers 0.

CCINP 2018

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2.
Soit f un endomorphisme de E de rang égal & 1. Mon-

trer que f est diagonalisable ou nilpotent.

CCINP 2018

On In

Soitn € N eTA:( I 0,

). On note K I'un des

deux corps R ou C.

1. Déterminer de trois manieres différentes les valeurs

propres de A dans K :

(a) en utilisant la définition d'une valeur propre et
d'un vecteur propre de A;

(b) en calculant le polyndme caractéristique de
A;

(c) en déterminant le polynéme minimal de A.

2. La matrice A est-elle frigonalisable dans Ma, (R) 2
3. Montrer que A est diagonalisable dans Ma, (C) et

sur

1.

déterminer une matrice P € GL2,(C) telle que
P~1AP est diagonale.

CCINP - Mines-Télécom 2018

Soitn € N\{0, 1}, E = R, [X] et ¢ I'application définie
E par

VP e E, o(P) = (X? - X)P(1) 4+ (X2 4+ X)P(-1).

Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

2. Déterminer Im(y) et Ker(y).
3. Déterminer les valeurs propres et sous-espaces

propres de .

4. L'endomorphisme ¢ est-il diagonalisable 2

1.

Mines-Télécom 2018

Soit n € N* et A € M, (R) vérifiant A3 + A2 + A = 0.

Montrer que la matrice A est diagonalisable dans
My (C). Est-elle diagonalisable dans M, (R) ¢

2. Démontrer que rg(A) est un entier pair.

3. Donner

un exemple de matrice non nulle
A € M3(R) telle que A3 + A2 + A = 0.

Mines-Télécom 2018

Soit E = ¢°([0, 1], R). Pour toute fonction f € E et

pour fout z € [0, 1], on pose

1
o(f)(z) :/0 min(e, £) £(t) dit.

1. Montrer que @ est un endomorphisme de E.
2. Déterminer les éléments propres de ®.

5.

Algebre bilinéaire

CCINP 2021 (Hugo)

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien avec E I'espace

vectoriel des fonctions continues sur [a, b] & valeur dans R,
b

a, bréels, et (,) le produit scalaire tel que (f, g) = / fg.

a
On admet I'existence d'une suite orthonormale

(Lo)nen € (Rn[X]))N de polynémes tels que pour tout
ke N, deg Ly = k.

Soit n € IN. On note F,, le sous espace vectoriel des

fonctions polynomiales engendré par Lo, ..., Lyn et Pp(f)
la projection orthogonale de f sur F,.
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. Exprimer P, (f) et ||P.(f)||? en fonction des Ly.

2. Montrer que que la suite (Hf— Pn(f)H2)ﬂ est dé-

croissante.

3. Montrer que la suite (Ly),, est totale dans E.

4. Donnez la limite de la suite (Hf - Pn(f)HQ) .

“+oo b 2
5. Montrez que ||f||?> = F@)Ly(t)dt) .
2 ([ romo )

Mines Telecom 2021 (Maryam)

Soit B une base orthonormale directe. Soit E un es-

pace vectoriel euclidien de dimension 2.
1. Décrire I'ensemble des isométries vectorielles.

Déterminer |'expression de la représentation matri-
cielle d'une isométrie dans R2.

2. Montrer que la représentation matricielle d'une iso-

métrie vectorielle directe ne dépend pas de la base
orthonormée choisie (& I'aide des regles de calcul
usuelles sur SO2(R)).

3. Trouver la nature et les éléments caractéristiques

de l'isométrie représentée matriciellement par
PR
T 5\3 —4)°

(81) ccine 2019

Soit (E, (, )) un espace euclidien de dimension n > 2.

Soit u un vecteur unitaire de E. Pour tout a € R* et tout
x € E,on pose fq(z) =z + alz,u)u.

1. Soit a € R*. Montrer que f, est un endomorphisme

symétrique de E.

2. a) Montrer qu'il existe un unique b € R* vérifiant

Vo € E, [|fo(@)] = ||

b) Monfrer que Ker(f, —idg) et Ker(f, +idg)
sont supplémentaires dans E.

3. Soit a € R*. Déterminer les valeurs propres et sous-

espaces propres de f,.
Déterminer une condition nécessaire et suffisante

sura € R* pour que f, soit bijectif.

(82) ccine 2019

Soit n € IN*. On note S, (R) I'ensemble des matrices

symétriques de My, (R). On pose

STH(R) = {M € S,(R), VX € M, 1(R), XTMX >0}.



. Soit M € Sn(R).
Montrer que M € 87 (R) si et seulement si toutes les
valeurs propres de M sont positives.

5 1 1
2. SoitA=(1 5 1].
1 1 5

a) Justifier que A est diagonalisable et diagonali-
ser A dans une base orthonormale de M3 1 (R).

b) Montrer que A € S5 (R).

c) Montfrer qu'il existe R ¢ Sf(R) felle que
R? = A.

3. Soit B € S3(R).

1.

a) Montrer que B2 € S5 (R).
b) Montrer que si AB = BA, alors (AB)? € S (R).

CCINP 2019

Soitn € N* et A € M, (R) telle que A% + AT = I,,.

Déterminer un polyndme annulateur de A de degré
4. Que peut-on en déduire pour A2

2. Démontrer que 0 et 1 ne sont pas valeurs propres de

A.

Indication : on pourra considérer XTAX ou X estun
vecteur de My, 1(R) bien choisi.

3. Montrer que A est une matrice symétrique. Que

peut-on dire de ses valeurs propres 2

4. Déterminer toutes les matrices M de M, (R) telles

<P’

1

que M2+ MT = I,.

CCINP 2019

Pour tout (P,Q) € R[X]?,

a= " Pwo dt.

on pose

. Montrer que (, ) est un produit scalaire sur R[X].

2. Déterminer une base orthonormée de R4 [X].

1
3. Onpose o = min {/ (t* —at - b)2 dt, (a,b) € ]RQ}.
0

Justifier I'existence de o et déterminer «, ainsi que
deux nombres réels a et b réalisant ce minimum, en
utilisant deux méthodes différentes :

— al'aide de la base orthonormée de R4 [X] trou-
vée a la question précédente;

— en cherchant a et b de telle sorte que
X2 — aX — b appartienne a Ry [X]+.

(85) ccinp 2019

Soit n € IN*. On note O, (R) I'ensemble des matrices
orthogonales de M, (R) et T;7 (R) I'ensemble des ma-
trices friangulaires supérieures de M, (R) dont tous les
coefficients diagonaux sont strictement positifs.

1. Montrer que O, (R) et T; (R) sont des sous-groupes
de (GL,(R), ).

2. Montrer que O, (R) N T, (R) = {I,}.

3. Monfrer que pour toute A € GL,(R), il existe un
unique (0, T) € O, (R) x T (R) fel que A = OT.
Indication : on pourra utiliser une base orthonormale
construite a I'aide du procédé de Schmidt.

(86) ccinp 2019

Soit n € IN* et U, V deux vecteurs de M, 1(R). On
pose M =1, +UVTett=1(UVT).

1. Montrer que M2 —(t+2)M+(t+1)I, = 0.Indication:
on pourra remarquer que VTU € R.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢
pour que M soit inversible.
Dans ce cas exprimer M~ en fonction de t, U, V
et I,.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢,
U et V pour que M soit diagonalisable.
Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces
propres de M.

Mines-Télécom 2019

Soit (E, (, )) un espace euclidien de dimension n > 2.

Soit a, b deux vecteurs de E et f I'endomorphisme de
E définiparVz € E, f(x) = (a,z)b.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur
a et b pour que f soit diagonalisable.

CCINP - Mines-Télécom 2019

Soit n € IN*. On munit R™ du produit scalaire cano-
nique (, ). Soit f un endomorphisme symétrique de R™
dont toutes les valeurs propres sont strictement positives.

1. Justifier qu'il existe une base orthonormale
B' = (u1,...,un) de R™ formée de vecteurs propres
de f.

— R

— (2, f(y)

R7L
(z,y)

2. Démontrer que I'application @ :

est un produit scalaire sur R™.

3. Démontrer qu'il existe un unique endomorphisme sy-
métrique g de R™ tel que g? = f et n’admettant
que des valeurs propres strictement positives.
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B = (e1,...

4. Justifier que g est bijectif et démontrer que

(97 (u1),...,97  (un)) est une base orthonormale
de R™ pour le produit scalaire ®.

m Mines-Télécom 2018

Soit E un espace euclidien de dimension n > 1. Soit

,en) Une base orthonormée de E.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E et p le projec-
n

teur orthogonal sur F. Démontrer que » _ [Ip(e:)|| est in-

=1

dépendant du choix de la base orthonormée B.

E.
1. Montrer que E = Ker(p) ® Im(p).
2. Onsuppose que p est un projecteur orthogonal. Dé-

parv(/.g) € B, a(f,9) = [

CCINP - Mines-Télécom 2018

Soit E un espace préhilbertien et p un projecteur de

monfrer que pour tout z € E, ||p(z)|] < ||z].

3. On suppose que pour tout z € E, ||p(z)|| < ||z|. Dé-

montrer que p est un projecteur orthogonal.

4. Dans cette question, E = R2, &1 = (1,0), e2 = (1, 1),

D = Vect(e1) et A = Vect(ez).
Soit p le projecteur sur A = Vect(es) parallélement
a D = Vect(eq).
a) Donner la matrice de p dans la base cano-
nique de R2.
b) Trouver z € E tel que ||p(z)|| > ||z||.

5. Soit u € L(R3) canoniquement associé &

L 5 —1 2
A== -1 5 2 |.
6 2 2 2

Démontrer que u est un projecteur orthogonal sur
un plan dont on donnera un vecteur normal.

(91) ccine 2018

Soit E = C%([-1,1], R) et ® I'application définie sur E2
1
f(z)g(z) de.

On note P (resp. I) le soug—espoce vectoriel de E des

fonctions paires (resp. impaires).

1. Monfrerque E =P @ I.

. Montrer que ® est un produit scalaire sur E.

2
3. Montrer que P+ =1.
4

. Soit ¥ la symétrie orthogonale de E par rapport a
P.
Soit f € E. On note f = U(f). Déterminer f(z) pour
foutz € [—-1,1].



m Mines-Télécom 2018

Soit (E, (, )) un espace euclidien de dimension n >

Soit a un vecteur unitaire de E. Pour tout a € ]R
on note f, I'endomorphisme de E défini par
Vz € E, fa(z) =2+ afa,z)a.

1. Montrer que pour tout (o, ) c RZ?,
fo Ofﬁ‘ = fa+ﬂ+a[f~

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante
sur a € R pour que f, soit bijectif.

3. Soit a € R. Déterminer les éléments propres de fo,.
Justifier de deux facons que f, est diagonalisable.

4. Déterminer une condition nécessaire et suffisante
SUr a pour que fq soit une symétrie.

(93) ccinp 2018

Soit n € IN*. Pour tout (A, B) € My(R)?2, on pose
(A, B) = 1r (ATB).

On note Sp(R) le sous-espace vectoriel de M, (R)
des matrices symétriques et A, (R) le sous-espace vec-
toriel de M, (R) des matrices antfisymétriques.

1. Monfrer que (, ) est un produit scalaire sur M, (R

2. Montrerque 8, (R) LA, (R) et My, (R) =

0 1 2
3. Calculer la distance de M = 2 0 1 a
-1 -1 0
S3(R).
4. Soit Hp, = {X € M, (R), tr(X) = 0}.
a) Montrer que H, est un sous-espace vectoriel
de M, (R) et calculer sa dimension.

1 1 1
b) Calculer la distance de J = ( 1 1 1 ) a
1 1 1

Hs.

c) Calculer la distance de I, & Hy,.

(94) 1pe2018

Dans R4 muni du produit scalaire canonique, on consi-
dere le sous-espace vectoriel :

F= ; ) ) € R47
{(J)1 r2, %3 134) {xl + 2x0 + 323 +4x4 =0

Déterminer la matrice dans la base canonique de R*
de la projection orthogonale sur F'.

r1+x2+23+24=0 }

6. Espaces vectoriels normés

m Mines Telecom 2021 (Marcelin) soit

E=C[X],P=Y axXFcE.
kEN
On définit la norme ||.|| par

VP ¢ B, |[P|| = sup|axl-
keN

Soit b € N, on définit I'application

f:|E — C
P — P(b)
1. Montrer que f est linéaire.
2. Etudier la continuité de f.

m Mines-Télécom 2019

Soit E = C([0,1],R) et ¢ € E. Pour toute fonction
f € E.onpose || fllec = SL[JDI] [f(@)| et No(f) = [[felloo-

z€[0

Démontrer que N, est une norme sur E si et seulement
si (1) (R*) est dense dans [0, 1].

. CCINP 2019

Soit f :] —1,1[— R? définie par Vvt €] — 1, 1],

(0,0) site]—1,0]
0= {in(2) () Seon

On note || . ||2 la norme euclidienne associée au pro-
duit scalaire canonique sur R2.

1. Montrer que f est dérivable sur] —1,1[.
2. Calculer ||f'(¢)||2 pour tout t €] — 1,1].

3. f(] —1,1[) est-il connexe pararcs? f' (] — 1, 1]) est-il
connexe par arcs 2

(98] ccinp 2019

Soit £2° = {(un)nen € RY, (un)new est bornée}.
Pour toute suite u € £°°, on pPose Noo (u) = SUP |un| ef
nelN

N(u) = sUp |unt1 — unl.
nelN

1. Monftrer que N, est une norme sur £°°.

2. Soit E le sous-espace vectoriel de ¢ défini par
E = {(un)nen € £, ug = 0}.
Montrer que N est une norme sur E. L'application
N est-elle une norme sur £° 2

Préparation aux Oraux - page 9

3. Comparer les normes Noo €t N sur E.
4. Soit F' = {(un)nen € E, Ip € N, Vn = p, un = 0}.

L'ensemble F est-il un fermé de E pour la norme
Noo 2 pour la norme N 2

m CCINP 2018 soitn € N\ {0,1} et
F={AeMy(C), A>=A}.
1. Démontrer que GL£,(C) est un ouvert dense de
My (C).
2. Démontrer que F est une partie fermée de M,,(C).
3. Démontrer que F n'est pas compact.
4. Démontrer que F est d'intérieur vide.

CCINP 2018

Soit (E, || . ||) un espace vectoriel normé et K un com-
pact non vide de E. Soit f : K — K une application
vérifiant V(z,y) € K2, @ #y = ||f(z) = fF)Il < = — yl|.

1. a) Montrer que f admet au plus un point fixe dans

K.
b) Montrer que f admet un unique point fixe dans
K, que I'on notera a.
Indication : on pourra étudier sur K la fonction
ezl f(@) -2
2. Soit (zn)nen UNe suite définie par zg € K et, pour
toutn € N, zn41 = f(zn).
Démontrer que (zn)neN CONVErge vers a.
Indication : on pourra étudier la suite (||zn,

(101 ccinp 2018

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé de dimension
finie et A un fermé non vide de E.

— alDnen

Soit f : A — A une application vérifiant 3k € {0, % [
Y(z,y) € A2,
If(=) = fI <k(lf(@) =2l +11f@) -

1. Montrer que f admet au plus un point fixe dans A.

2. Soit (zn)nen Une suite définie par zp € A etf, pour
tout n € N, 41 = f(zn). Montrer que pour tout
n € NN,

k n
lons1 = oall < (125 ) llex = 2oL

yll) -

3. Monfrer que la suite (zn),en CONverge.

4. Démontrer que f admet un unique point fixe dans
A.



m Mines-Télécom 2017

Soit E = C([0,1],R). Pour toute fonction f € E, on
pose :

1
lfllec = sup |f(z)| et N(f) = \/f(o)2 +/ f(t)? dt.
z€[0,1] 0

1. Montrer que N est une norme sur E.

2. Comparer les normes N et || . ||oo-

ENSEA 2017 soit £ =

P=>"a,X"dans E, ol n > deg(P), on pose :
k=0

n ) 1 d
[1Plle = kz::oak et L(P):/O P(t) dt.

On admet que || . ||2 est une norme sur E. Démontrer
que L est continue pour la norme || . ||z .

TPE 2017

On note ¢>°(C) I'espace vectoriel des suites com-
plexes bornées.

R[X]. Pour tout

Pour toute suite u = (un)nen appartenant & £°°(C),
on pose ||ulloc = SUP |un] .
nelN

Pour toute suite u = (un)nen appartenant a £°°(C),
on pose ®(u) = (un+1 — Un)neN-

1. Monfrer que || . ||oo €St une norme sur £°°(C).

2. Montrer que ® est un endomorphisme de ¢°°(C).

3. Montrer que I'application & est continue pour la

norme || . ||oo-

4. Onpose M = sup M
uee= @\ {0} [l

Justifier I'existence de M et calculer M.

7. Dérivation, fonctions convexes et inté-
gration sur un segment

CCINP 2021 (Clément)

Soit ¢ une fonction continue et convexe sur R, f une
fonction continue sur un segment [a, b].

1. Démontrer que

(i N0 o) < " (@) .

Indication : penser aux sommes de Riemann.
2. Montrerque In (1+ 1) < L.
3. (..)

CCINP 2019

2z dt
Pour tout z €]0, 4+o00[, on pose g(z) =

: VBHL

1. Montrer que g est de classe C! sur R et calculer
g'(z) pour fout = € R .

. Dresser le tableau de variation de g.

. Etudier le comportement de g en 0+.

. Etudier le comportement de g en +oo.

a N WON

. Tracer I'allure de la représentation graphique de g.

107 | ccINp 2019

Soit P € R[X] un polyndme de degré impair et f une
fonction de R vers R. On suppose que f est de classe C>

surR et que :
VneN, Vt € R, ‘f(m(t)‘ <|P@)).
1. Montrer gqu'il existe a € R tel que pour tout n € NN,
£ (a) =0.
2. En déduire que f est la fonction nulle sur R.
3. Ce résultat subsiste-t-il si P est de degré pair?

m Mines-Télécom 2018

Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que

/1 F(H)dt = 0.
0

1. Justifier I'existence de m = inf _f(z),
z€[0,1]
M = sup f(x)et montrer que mM < 0.
z€[0,1]

2. Montrer que f s'annule sur [0, 1].

1
3. Montrer que/ f(z)?dz < —mM.
0

Indication : on pourra considérer la fonction

g3 (M= () (f(z) — m).

Préparation aux Oraux - page 10

(109) ccinp 2018

Soit f la fonction de R vers R définie par f(0) = 1 et,

pour tout z € R*, f(z) = M
x
Pour tout n € IN* ef tout z € R, on pose
" sin(kx
Fo(z) = (k).
=k

1. Montrer que f est de classe C! sur R.

2. Soitn € IN*. Résoudre I'équation F),(z) = 0 d'incon-
nue z € R.

3. Pour tout n € IN*, on note
zp =min{z € Ry, F) (z) =0}.

Montrer que Fy, (zy) P Jo f(@)dt.

(110) ccne

2x dt
f:xi—)/ .
z 1+t4

2018 Soit la  fonction

1. Etudier la parité de f.
2. Déterminer lim  f(x).
Tr— 400
3. Montrer que f est de classe C! sur R et exprimer
f'(z) pour tout z € R.

4. Etudier le sens de variation de f sur R, puis tfracer
son graphe.

5. Donner un équivalent de f/(x) quand = tend vers
+o0, puis déterminer un équivalent de f(z) quand z
tend vers +oo.

(111) ccine 2017

Soit E = €°([0,1],R) et T I'application définie sur E
par

1
Vf e E,Vze€[0,1], T(f)(x) :/ min(z, t) f(t) d¢.
0
1. Démontrer que T est un endomorphisme de E.
2. Déterminer Ker(T') et démontrer que
Im(T) = {g € C*([0,1], R), 9(0) = ¢'(1) = 0}.

L'endomorphisme T est-il injectif 2 surjectif 2

3. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces
propres de &.



(112) tpe2017

Soif I unintervalle de R et f une fonction de I vers R.

1. Démontrer que si f est convexe sur I, alors pour tout
(a,b) € I?%, f est majorée sur [a, b] et atteint son maxi-
mum en a ou b.

2. Démontrer que les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

(C1) f estconvexe sur I.

(C2) Pour tout (a,b) € I% et tout A € R, la fonction
z — f(x) + Az est majorée sur [a,b] et atteint
son maximum en a ou b.

(113) 1pE2017

Soit f : R — R une solution sur R de I'équation diffé-
rentielle
y" + (2 - cos (t2)) y = 0.
1. Dans cefte question, on suppose que pour fout
teR, f(t) <O.
a) Montrer que f est convexe sur R.

b) On note C; le graphe de f. Soit a € R. Ecrire
I’équation de la tangente a C; au point d'abs-
cisse a. En déduire une contradiction.

2. Monftrer que I'équation f(t) = 0 admet au moins
une racine réelle.

8. Suites et séries numériques

CCINP 2021 (Matthieu)

On pose pour fout n € WN*, w, =

k=1
Vn = uUnp — INnN.
+oco
1. Montrer que R, = > — existe puis en trouver
k=n+1

un équivalent.

2. Trouver un équivalent de vy, 1 — vy, pUis en déduire
que (vn) converge vers une limite ~.

3. Trouver pour quelles valeurs de « la série de terme
général a, = a¥» converge.

@ Mines Telecom 2021 (Mariette)

Soit f € CL(R), f >0, f/ <0, f(0) = 1.
Soit (zn)n>0 € RN, telle que z9 € R et pour tout
entiern € N, zn41 = @n f(zn).

1. Etudier la suite (zn)n>1-

2. Etudier la série de terme général z,,.

TPE 2019

Soit z € C. Monfrer que

z n
(142)" ——
n n——+oo

z

117

Mines-Télécom 2019

Soit & € R¥ . Déterminer un équivalent de >~ In* (k).

k=2

m Mines-Télécom 2019

- L (="

Etudier la nature de la série Z _

Syt (=nn
CCINP 2019 soit (a,b) € (Ri)2 et (un)nen la
suite définie parug = 1 et, pour toutn € N, up411 = n—iz u
n

1. @) Vérifier que pour tout n € IN, u,, > 0.

b) Soit @« € R. Pour tout n € IN*, on pose
Tn = IN(N%uy).
Déterminer une valeur a pour que la série

> (@ny1 — zn) cOnverge.
n>1

2. Etudier la nature de la série >~ un.

n>0
CCINP 2019

Soit (un)nen la suite définie par up = 1 et, pour tout
n €N, upy1 = une ¥n.

1. Soit (zn)nen UNe suite réelle convergente. On pose
o 1 n—1
¢sa limite et, pour foutn € IN*, yp = = >~ ay.
" k=0

Démontrer que la suite (yn)n>1 converge vers £.

2. Montrer que la suite (un)nen CcONverge et calculer
sa limite.
1

. Un+1
la suite (vn)new CcOnverge vers 1.

1
— —. Monftrer que
Un

3. Soit, pourtoutn € N, v, =

4. En déduire un équivalent de un. La série » un
n=0
converge-t-elle 2

Préparation aux Oraux - page 11

@ Mines-Télécom 2018

Soit, pour toutn € N*, v, = > Vk —n.
k=1

1. Etudier sur R*_la fonction f : M
x

2. Montrer que pour tout = € [0, 1], |€® — 1 — x| < 222,

3. Déterminer lim v, puis donner un équivalent de
n——+oo

vn, quand n tend vers +oo.

@ Mines-Télécom 2018

Soit, pour tout entiern > 2, u, =1In (

(2n—1)n )
@en+1(n-1))"
-
Montrer que la série Z u, converge et calculer sa
n=2
somme.

@ Mines-Télécom 2018

Soit, pour foutn € IN /2n at
, n s Un = _
P n 1+ t3/2

Etudier la nature de la série >~ un.
n=0

Mines-Télécom 2017

Pour tout enfier n > 2, on pose S, =

NE

kIn(k) et

Eod
[
)

1
Up = —.

Sn

1. Déterminer un équivalent de S,,.

2. Etudier la nature de la série Z Un.
n=2



9. Suites et séries de fonctions m CCINP 2019 2. Etudier la convergence simple sur R de la suite de
fonctions (un)p>1.
@ CCINP 2021 (Jéhanne) Pour tout n € NN ef fout = € R, on pose 3. En étudiant la suite (un (27+17)) _ .. montrer que
fn(z) = n(z 1) (un)n>1 Ne converge pas uniformément sur R.

—+oo

1
On définit Z(t) = —.
(t) ; —
1. DonnerI'ensemble de définition de Z et son sens de

variation.
2. Calculer la limite de Z en +co.

1
3. Montfrerque Z(t) ~ ——.
4 ® t—1t t—1

4. Etudier la convexité de Z sur son ensemble de défi-
nition.

CCINP 2021 (Amaury)

Onpose pourtoutn € I, f, : & € R\{—1}

1— x2n+2

1
eTf:xGIR\{fl}Hm.

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonc-
tions (frn)nen-

2. Donnerlesintervalles surlesquels il y a convergence
uniforme.

1
/0 (Fu(z) — f(x)) da

1
ot en déduire lim / () dt.
n——+oo 0

3. Déterminer une majoration de

4. Proposer une autre méthode pour déterminer cette
limite.

n n
5. Montrer que fn 1 a — »_ 2% — Y " gL
k=0 k=0

(=D*

et ex-

6. Justifier a convergence de la série Z

k>0

pliguer comment calculer la somme avec les ques-
tions précédentes.

127 | Mines Telecom 2021 (Eléonore)

AfiAi + . nefz+z3
Pour fout n € N, on définit, surRT, fn, : z — R,

1. Etudier la convergence simple et la convergence
uniforme de la suite de fonctions (fn)nen-
1
2. On pose, pour toutn € N, u, = fn(t)dt. Etudier
0
la convergence de la suite (un)nen-
Autre question posée a I'oral : On note f la limite de
(fn)nen. Pour fout n € N, on pose g, = fn — f. Efudier
la convergence de la série Y gn.

1+2x

27(3n — 1)

1. Déterminer I'ensemble D de convergence simple
de la série de fonctions » ~ fn.
n=0
—+o0
2. Montrer que la fonction f = Z fn est continue sur
n=0
D.
3. La série de fonctions >~ fn converge-t-elle unifor-
n=0
mément sur D 2

CCINP 2019 Pourtoutn € N et toutt € R, on

—nt?
0se un(t) = °
P n SO
+oo
1. Justifier que f : t — > un(t) est définie et continue
n=0
sur R.

2. Monfrer que f(t) — 1.
t—+oo

3. Soit n € IN*. Etudier les variations de u!, sur R et en
déduire ||ul, |leo = sup |ul, (t)].
teR
4. Montrer que f est de classe C! sur R.

5. Etudier le sens de variation de la fonction f et don-
ner 'allure de sa représentation graphique.

6. Démontrer que la fonction g : t — f(t) — 1 est inté-
grable sur R-.

CCINP 2019

Pour tout n € IN* ef tout z € R, on pose
n x
un(z) = [ ] cos (271@) .
k=1

1. Soit z € R*. Montrer que pour tout n € IN*,

sin(x)
on

. xX
up () sin (2—"> =
En déduire qu'il existe N, € IN* tel que pour tout
n > Ng,
@) sin(z)
Un\T) = ————F—F——~ -
" 2nsin (&)

Préparation aux Oraux - page 12

4. Soit ¢ : [-1,1] — R la fonction définie par :

1
sin(z)

©(0) = 1et, pourtoutz € [—1,1]\{0}, p(z) = -
Justifier que ¢ est bornée sur [—1,1].

5. Soita € R7. Démontrer que (un),>1 CONverge uni-
formément sur [—1, 1].
Indication : on pourra utiliser la fonction .

(131) coine 2019

Pour tout n € IN et fout = € [0, 2], on pose
fn(x) =n2z(1 — )™ + Arcsin(z — 1).
1. Déterminer le domaine D de convergence simple

de la suite de fonctions (fn)nen-

2. Soit a €]0, 1[. Etudier la convergence uniforme sur
(o, 2 — a] de la suite de fonctions (fn)nen-

3. Etudier la convergence uniforme de (frn)nen Sur
[0, 1] par deux méthodes différentes :

e en étudiant les variations de f,, — f sur [0, 1], oU
f= lm fu;

n—-+oo

1
e en calculant Iim /fn(t)dt.
n—+oo Jq

@ CCINP 2019 Pour tout n € IN* et tout ¢ € [0,1],

1 n
on pose g (t) = et (1 - 7) .
n
1. Soit n € IN*.
t
a) Montrer que pour tout ¢ € [0, 1], |g;,(t)| < S
n

b) Montrer que pour fout ¢ € [0, 1],

n
o-(1-3)
n
2. Pour tout n € IN* ef tout z € [0,1], on pose
€T
hon () :/ gn (t) dt.
0

Etudier la convergence simple et la convergence
uniforme de la suite de fonctions (hx )y >1 sur [0, 1].

<

t
o



@ Mines-Télécom 2019

% Arctan(na)

n2

Soit la fonction f : z ——

n=1

1. Déterminer le domaine de définition D de la fonc-
fion f.

2. Etudier la continuité de f sur D.
3. Etudier la dérivabilité de f sur D.

Mines-Télécom 2019

+oo
Soita €] —1,1[ fixé et la fonction S : z — >
n=0

an

n+ax

1. Déterminer le domaine de définition de la fonction
S.

2. Calculer Iirﬂ S(z) puis déterminer un équivalent
r—r oo
de S au voisinage de +oo.
(, B) € R?  tel

« B 1
sw=2+ 5+, 9. ()

Mines-Télécom 2019 Soit (un).>o la suite de

fonctions de R vers R définies par

3. Déterminer que

re e

In(n)

Vn =2, Vo € R, up(z) =

1. Déterminer le domaine D de convergence simple

de la série de fonctions Z Un.
n=2

2. Etudierla convergence normale de la série de fonc-

tions Z up SUr D.
n=>2

3. Etudier la convergence uniforme de la série de
fonctions >~ uy, sur D.
n>=2

CCINP 2018

Soit,
fn(t) =

pour tout n € NN ef tout t €

(t2 _ 1)n+1
n-+1 '

[0,1],

1. Montrer que la série de fonctions Z fn converge
n=0
simplement sur [0, 1].

2. Etudier la convergence normale de » _ f, sur [0, 1].
n>0

3. Etudier la convergence uniforme de )~ f sur [0, 1].
n=>0
4. Donner le développement en série entiere de
“+o0
z — In(1 — z). En déduire Y fa(t) pour tout
n=0
t€[0,1].

1 (t2 _ 1)7L+1
5. Soit, pourtoutn € N, uy, = / EE—
0 n + 1

trer que la série > un, converge.
n=0

dt. Mon-

1 +oo
6. Colculer/ In (2 — t2) dt et en déduire Z Un.
0 n=0

137

Mines-Télécom 2018

Pour tout n € IN*, on note f, la fonction de [0, 1] vers
R définie par

1
fn(z) = {n
0

Etudier la convergence simple et la convergence uni-
forme de la série de fonctions >~ fn.

n>1
CCINP 2018

Soit, pour tout n € IN et tout z € [0, 7],

. } 1 1}
six € | ——, —

n+1 n
sinon

fn(x) = cos™(z) sin(x).
1. Etudier les convergences simple et uniforme de la
suite de fonctions (fn)nen Sur [0, 7.

2. Etudier les convergences simple, uniforme et nor-
male de la série de fonctions >~ fn sur [0, 7).

n>0
+oo
La fonction § = )~ f, est-elle définie sur [0, 7] 2 Est-
n=0

elle continue sur [0, 7] ¢

@ Mines-Télécom 2018

Soit (fn)n31 lasuite de fonctions de R?. vers R définies
par
1

Vn € N*, Vo € R, =
n z t fu(2) n+ nlz

Préparation aux Oraux - page 13

+oo
1. Montrer que lafonction f = > f, est de classe ¢
sur R7 . o
7.1_2

2. Démontrer que f(z) ™ oo Ba”
z—+o0o 0Ox

m Mines-Télécom 2018

—+o0
Soit la fonction f: o+ Y e~ V™,

n=0

1. Déterminer le domaine de définition Dy de la fonc-
tion f.

2. Montrer que f est de classe C*° sur Dy.

3. Déterminerun équivalent de f(x) quand z tend vers
ot.

Mines-Télécom 2018

Soit (fn)n31 lasuite de fonctions de R vers R définies
par

—1 n—1
Vn € N*, ¥z € R, Fula) = SN (1+3).
X n

1. Montrer que la série de fonctions » _ f, converge

n=1
simplement sur R7.
+oo

2. Déterminer |im n(T).

! zLO*’nz::lf (37)
10. Intégrales généralisées, conver-
gence dominée et intégrales a pa-

rametre

Mines-Télécom 2019

Soit a € R. Etudier la nature de I'intégrale

+oo
/ 2°1n (z + €°%) da.
0



(143) ccINP 2021 (Théo)

Soit f
périodique telle que/
0

Soit n €

+oo
vn—/

1.
2.

4.

5.

[0,4+c[— R une fonction continue -
f(z)dz =0.

N* et uy, / fx)e~*/"ds et
0
e %/" dg.

Justifier I'existence de u,, et vy,.

(144) ccine

Montrer qu'il existe (ax ) (k,n)enxn+ telle que pour
—+o0
toutn € N*, v, = unSn OU S, = Z Ak -
k=0
n
. Montrer que S,, ~ —.
™
Montrer que u,, —— 0.
n—-+oo
Etudier la limite de (vy).
Pour tout n € IN*, on pose [, / ot
n ' = —_— .
P " 0 (1+tH)"

1.
2.

Montrer que pour tout n € IN*, I, existe.

Montrer que la suite (In),>1 est décroissante et
converge.

. Soit n € IN*. Déterminer une relation de récurrence

entre I, et I, 41.

. Pour tout n € IN* ef tout t € [0,+00], On pose

1
n(t) = RETOR

Etudier la convergence simple de la suite de fonc-
tions (frn)nx>1 sur [0, +ool.

La suite de fonctions (fn)n>1 converge-t-elle unifor-
mément sur [0, +oo[ 2

. Calculer la limite de la suite (In),>1 en appliquant

le théoréme de convergence dominée.

CCINP 2019

Soit la fonction f : z — /
0

1.

oo sin(tx)e—t
t

dt.

Déterminer le domaine de définition D de la fonc-
tion f.

2. Démontrer que f est de classe C! sur D.

. Calculer explicitement f/(x) pour tout z € D.
. En déduire f(x) pour tout z € D.

(146 ccinp 2019

et

147

+oo  ppt1
S [T
0 er —1

1. Montrer que pour tout n € IN, S,, existe.
2. Soit

“+o0
4. Montrer que/
0

Soif les fonctions

f:x»—>(/oze‘t2dt)2

e—=2(1+t%)
X —
vem [ S

1. Montrer que f est de classe C! sur R et calculer f/(z)

pour tout z € R.

2. Montrer que g est de classe C! sur R et calculer ¢’ (z)

pour tout z € R.

3. Montrer que pour tout z € R, f/(z) + ¢'(z) = 0.
4. En déduire que pourtout z € R, f(z) = g —g(z).

+o0 2
5. Démontrer que/ e~ 1" dt converge et calculer
0

dt.

+oo 2
Loe
0

CCINP 2019
Soit p € IN. Pour tout n €

e "*dx.

N, on pose

(a,b) € N x IN*. On
+oo

I'(a,b) :/ z%e~ b dz.
0

a) Justifier I'existence de I'(a, b).
b) Calculer I'(a, b) sachant que pour tfout n € IN,

—+oo
Lo
0

pose

e tdt=n!

3. Montrer que pour tout n € IN*,

n

So=@+1!

k=1

kp+2 +Sn.
En déduire que (Sn)nen converge.

Zp+1 to0

etldz:(pﬂ)!z

kp+2°

Mines-Télécom 2019

Soit (a,b) € (R%)?.

Préparation aux Oraux - page 14

“+ o0
sous la forme Z un(t
n=0

a—1

t
. Soit t €]0,1]. Ecrire ——
1+4tb

2. Etudier la nature de la série Z/ lun ()| dt.

n=0

- . Loga—t i
3. Justifier I'existence de / —— dt et démontrer
0 1+tb

1 ta— 1
que/ Z
0

a+nb

(149) ccine 2018

1. Justifier, pour tout n € IN*, I'existence de

dz
(L+a3)n’

—+oo
=
0

2. Montrer que la suite (In,),>1 converge et détermi-

3. Lasérie Y (-

ner sa limite.

Ik converge-t-elle ¢ Si tel est le cas,
k>1

+oo
caleuler » " (~1)*,

@ Mines-Ponts 2018

1/2 _
1. Justifier I'existence de / M dt et montrer
0

2. En déduire la valeur de la somme S = Z

que

/1/2 In(1 — t) dt:/l n® o,
0 t 121 -1

+o0 1

Q"TLQ

@ Mines-Télécom 2018

1
Etudier la nature de In (1 + —2) dz et si elle
xX

converge, calculer cette infégrole.

Ly s +
@ Mines-Telecom 2018 soit 1 =/

1.

3x
2. Monfrer que la fonction g : = +— /
x

3. Déterminer

> sin3(xz)

0 z?

dz.

Justifier que I'intégrale I est convergente.

sin(®) dt est

de classe C! sur R?* et calculer sa dérivée.
lim z) et lim x).
lim__g(z) Mmg( )

4. En déduire la valeur de 1.



@ Mines-Télécom 2018 Pour tout n € N et tout
z €[0,1], on pose fn(z) =™ (1 — /).
1
1. Soitn € IN. Colculer/ fn(x)dz.
0

—+oo
2. En déduire )

n=0

TPE 2018

—+oo
Soit z €]1,4o0[. On pose T'(z) = / t*~le~tdt et
0

1
(m+1)(2n+3)

+oo
1
C(z) = —
n=1 n
“+ oo xz—1
Justifier I'existence de l'intégrale / p— dt et
o _

tx—l

“+oo
monfrerque/ il dt = I'(z)¢(x).
0

et —

@ CCINP 2021 (Pierre-Louis et Eléonore)

400 a—xt of t
Soit F(z) = / g Nty
0 t
1. Montrer que F est continue sur Ry .
2. Montrer que F est dérivable sur Ry .

3. Calculer F’ puis en déduire F.

CCINP 2018 soit f : Ry — R une fonction de

classe Cl. On suppose que les fonctions ¢ — t2f(t)? et
t — ()2 sont intégrables sur Ry.

1. Montrer que la fonctiont — tf(¢) f/(t) estintégrable
surR4.

2. Montrer que pour tout z € R4,
x x
ef@? = [ papdesz [ s
0 0

3. Montrer que la fonction ¢t +— f(t)? est intégrable sur
R, et que zf(z)? O
r—r oo

4. En déduire que

157 | ccinp 2018

1. Enoncer le théoréme de convergence dominée.

n t n
2. Caleuler lim / (1+ ,) ot gy
n—+oo Jo n

3. A I'cide du théoréme de caractérisation séquen-
tielle de la continuité et du théoréme de conver-
gence dominée, démontrer le théoreme de conti-
nuité d'une fonction définie par une intégrale a pa-
rametre.

@ Mines-Télécom 2018

Soit I = /E In (sin(t)) dt et J = /5 In (cos(t)) dt.
0 0

1. Justifier I'existence de I.

2. Montrer que I = J.

3. Monfrerque I +J =1 — et en déduire I.

7In(2)
2

@ Mines-Ponts 2021 (Patrick)

1
Soit f: x »—>/ th dt.
0

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Montrer que f est de classe C*°.

3. Déterminer I'allure du graphe de f.

m Mines-Ponts 2021 (Maximilien)

Soif 0 sit=0
it . .
OFf =3 2 in (%2) sit €]0,1]

1. L'intégrale de f’ converge-t-elle sur |0, 1] 2

(/()+00 f1)? dt)2 <4 (/;OO £ f(t)? dt) (/OJFOO ()2 dt) - 2. f’ est-elle intégrable sur]0,1] 2
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11. Séries entiéres

CCINP

. . L 1
Soit (dn)nen la suite définie pardp = 1, d1 = 5 et, pour

foutn >2:
1
n 0 ... 0
n+1 n+1
1 n—1
n—+1 n
dn: 0 0
2 1
3 3
. L
V3 o2

1. Calculer ds et ds.
2. Montrer que pour tout n > 2,

(n + 1)dn =ndp—1+dn_2.

3. Monfrer que pour tout n € IN*, |dy,| < 1.
Que peut-on en déduire sur le rayon de conver-
gence R de la série entiére >~ dnaz™ 2
n>0

+o0o
4.50it S : & — Y dnz""!. Montrer que pour fout

n=0

z€]—R,R|,
(1—-2)8"(x) — zS(z) = 1.
5. En déduire que pour

1—e™*
S(z) = T

tout =z €] — 1,1],

6. Déterminer d,, pour tout n € IN.

(162) ccne
+o0

Soit la fonction f : & +— > In(n)z™.

n=2

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série
entiére » " In(n)z".

nz2

2. Monfrer que pour toutz €] — R, R|,

(x —1)f(z) = iln (1 - %) ",



3. Soitz € [0,1[.
En remarquant que pour tout n > 2,

In( n ) = / ﬂ donner un encadrement
n—1 n—1
de (z — 1) f(x).

4. Déterminer un équivalent de fen R~.

(163) ccine

Soit la fonction f : z ——

Arcsin(z)
VI—22'
1. Donner I'ensemble de définition de f.

2. Montrer que f est solution sur]—1, 1{ d'une équation
différentielle linéaire d'ordre 1.

3. Déterminer le développement en série entiere de f
sur] —1,1].

4. En déduire le développement en série entiére de la
fonction g : « — Arcsin?(z) sur] — 1, 1.

Mines-Télécom 2018

1. Donner le développement en série entiere de la
fonction Arctan.

2. Exprimer, pour tout x € ]—g, 2 { tan(2z) en fonc-
tion de tan(z).
(—1)» («/7 1
2n+1

>2n+1

—+o0

3. Montrerque 7 =8
n=0

4. Soit N € IN. Donner une majoration de I'erreur com-
mise lorsqu’on approche = par la somme partielle :

(- (v2-1)"""
2n +1 '

N
Sy =8>

n=0

CCINP 2017

“+oo
. ) (1N .
Soit la fonction f : & — n;lsm (ﬁ) z".
1. Déterminer le rayon de convergence de la série en-
1
fiere > " sin (—) z".
n>1 \/ﬁ
2. Déterminer le domaine de définition D; de la fonc-
fion f.
3. Montrer que f est continue sur Dy.
4. Déterminer lim f(x).
r—1"

5. Démontrer que (1 — z) f(z) — 0.

z—1—
CCINP 2017

Soit n € N la suite
uo = u1 = 1 ef, pour fout entiern > 2,
Up = Up—1 + 2Up—2 + (_1)77,
1. Montrer que pour toutn € IN, u,, > 1.

2. Monfrer que (un)nen €st croissante puis que pour
toutn € N, u,, <4™.

3. Montrer que le rayon de convergence R de la série
entiére > una™ est strictement positif.
n=0

définie  par

400
4, Soit f:x — Zunzn
n=0
1
1
5. Exprimer, pour tout n € N, u,, en fonction de n.
Indication : on pourra décomposer en éléments
X2+ X+1

(1+X)2(1—2X)"

Calculer f(z) pour tout = €

simples la fraction rationnelle

167

Mines-Télécom 2017

1

Pour tout n € IN, on pose a, = / 2™ In(1 — z) dz.
0

1. Justifier, pour tout n € NN, I'existence de a,.

2. Monfrer que la suite (an)nen CcOnverge et calculer

sa limite. h
3. Montrer que la série >  an, diverge.
n>0
4. Montfrer que pour tfout n S N*,
1
1 - 1 =— .
(n+1)an —nan—1 ]

5. Déterminer le rayon de convergence R de la série
entiere Z anz™ pUis exprimer sa somme a I'aide
n=0
d'une intégrale.

(168] tpE2017
(_l)n n

—+oo
Soit la fonction f : _
frzw— 7;2 n(n—1) x

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série
. (=)™
entiere —— "
7§2 n(n—1)
2. Calculer f(x) pour tout z €] — R, R|.
3. Etudier f en R et —R (existence et valeur).
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12. Equations différentielles

m Mines Telecom 2021(Maryam)

1. Résoudre sur ]0, +oof, ty’ —y = —1.

2. Soit (z,y) €]0, +oo[xR. Exprimer r et § en fonction
de x et y en coordonnées polaires.

3. En posant z = rcosé et y = rcosf, montrer que
résoudre

1+I%(I,y)+yg(%y)—f@,y)=0 (E)

0y

avec g(r,0) = f(r cosf,rsin ) revient & résoudre

1s]
1 +r—g(r,9) —g(r,0) =0
or

4. Terminer la résolution de I'équation aux dérivées
partielles (E).

Mines-Ponts (Maximilien)

SoitAe Cet(E) y"”" —2xy +Ay=0.

1. Montrer que les solutions de (E) sont toutes déve-
loppables en série entiére.

2. Soit f solution de (FE) telle que f(z) =
avec k € IN*.

(a) Montrer que A € RT.

. R — 2
On pourra utiliser A = >\/ fOf@)e " dt

(b) Montrer que f est polynomiale.

CCINP 2019

Résoudre le systeme différentiel

o =x+2y—=z2
(S) ¢ =2zx+4y— 2z
Z/

=—x—2y—+ =z



CCINP 2019

Soit E = C*°(R,R) etu € E.Pourtoute fonction f € E,
onpose Ly (f) = f' + uf.

1. Montrer que L,, est un endomorphisme de E.
2. Calculer (L, o Ly) (f) pour foute fonction f € E.
3. Justifier que I'ensemble des fonctions de R vers R
solutions de I'équation différentielle
y”+2a:y'+(a:2+1)y:0

estinclus dans E.

4. Résoudre I'équation différentielle y”’ +2zy'+ (22 + 1) y

TPE 2019

Déterminer toutes les fonctions f de R vers R, deux
fois dérivables sur R, vérifiant

vz e R, f'(z) + f(—x) = =.

Mines-Télécom 2019

1. Déterminer les solutions sur R de I'équation différen-
tielle (E) : vy’ +y =e V=,
Indication : on pourra exprimer chaque solution de
(E) al'aide d'une intégrale.

2. Montrer qu'une seule des solutions de (E) admet
une limite finie en +co.

Exprimer cette solution & I'aide d'une intégrale et
donner sa limite en +oo.

Mines-Ponts 2019

Soit (a,b) € R?2 tel que a < b, et q : [a,b] — R une
fonction continue sur [a, b].

Soit f une solution non nulle sur [a, b] de I'équation dif-
férentielle (E) : y” + q(z)y = 0.

Démontrer que f admet un nombre fini de zéros sur
la, B].

CCINP 2018

Soit F'I'ensemble des fonctions f de R vers R vérifiant
(H1) f est deux fois dérivable sur R;
(H2) f nes’annule passur R;
(H3) pourtout (z,y) € R?, f(z+y)+ f(z—y) = 2f () f(y).

1. Soit f € F. Démontrer qu'il existe k € R tel que pour
toutz € R, f’(z) + kf(z) = 0.

2. Déterminer F.

=0.

177 ) ccinp 2018
mSn
Soit, pour tout n € N et tout z € R, un(z) = ——.
(3n)!
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série
1.3n
entiere .
Z (3n)!

n=0
oo
2. Montrerque S = _ ux, est solution d'une équation

n=0
différentielle de la forme y"” + ay’ + by = f(z), oV a,
b sont deux nombres réels et f est une fonction que
I'on précisera.

3. Résoudre (E) et en déduire S.

CCINP 2018 Résoudre I'équation différentielle

(E) : cos(z)y’ — sin(z)y = cos3(x) sur [0, g [ puis sur [0, 7).

CCINP 2017

Soit I'équation différentielle (E) : zy” + 2y’ + 2y = 0.

1. Résoudre (E) sur R . Indication : on pourra com-
mencer par rechercher toutes les solutions de (E)
développables en série entiére sur un voisinage de
0.

2. Résoudre (E) sur R.

CCINP 2017 soit I'équation différentielle

(B): 2%y +4zy’ + (2 — 2Py = 1.

1. Résoudre I'équation (E) sur RY et R* & I'aide du
changement de fonction z : = + z2y(z) oU y est
une fonction deux fois dérivable sur Ry (resp. R ).

2. Soit f une solution éventuelle de (E) sur R. Calculer

1(0).

3. Soit la fonction h : z +— ch) —1

-1 ..
3 définie sur R*.
X

a) Montrer que h se prolonge en une fonction
continue sur R, que I'on note d nouveau h.

b) Montrer que h est de classe C sur RR.
c) Montrer que h est solution de (E) sur R.

4. Déterminer toutes les solutions de (E) sur R.
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13. Calcul différentiel

TPE

— R
Soit la fonction f:

(R%)?

(,y) Y

1+2)A+y)(z+y)

Démontrer que f admet un maximum global sur R%.
et le déterminer.

(182 ccine

Soit f I'application de R? vers R définie par f(0,0) = 0

eTV(m,y)EIRQ\{(O,O)},f(:r,y):\/xfyTstin \/J:;T?ﬂ

1. Montrer que f est continue sur R2.

2. Soit 0 €] — 7, w]. On pose uy = (cos(d),sin(d)).
En discutant selon la valeur 6, étudier I'existence de
la dérivée de f en (0,0) selon ug.

3. Lafonction f admet-elle des dérivées partielles pre-
miéres en (0,0) @

4. Calculer g—f(x,y) pour tout (z,y) € R?\ {(0,0)}.
X

La fonction f admet-elle des dérivées partielles du
second ordre en (0,0) 2

(183) ccinp 2019

Soit n € IN*. On munit R™ du produit scalaire cano-
nique (, ).

Soit f un endomorphisme symétrique de R"™, dont
toutes les valeurs propres sont strictement positives.

Soit w un vercteur fixé de R™ et g I'application de R™
vers R définie par

vz € R", g(z) = = (f(x),z) — (u, z).

N | =

1. Montrer que pour tout h € R™, (f(h),h) > 0.

2. Monftrer que g est différentiable sur R® et détermi-
ner la différentielle de g en tout point de R™.

3. Monftrer que g admet sur R™ un unique point critique
aetquea= f~1(u).
4. Montrer que g admet un extremum global en a.

Indication : on pourra étudier le signe de I'applica-
tion h — g(a + h) — g(a).



(184) 1pE 2019

Soit f I'application de [0,1]2 vers R définie par
f(1,1) =0etV(z,y) € [0, 12\ {(1, 1)}, f(z,y) =

zy(l —=)(1 - y)_

TPE 2017

R2 — R

Soitlafonction f: (z,y) +— z* 4yt — 2 —y)2

1—2ay

1. Montrer que f est continue sur [0, 1]2.

2. Justifier que f admet un maximum sur [0, 1)2, puis dé-
ferminer ce maximum ainsi que tout point en lequel
il est atteint.

(185] CCINP 2019 soit £ (r.4) > 22 + (47— )™

Déterminer les extremums de f ainsi que tous les points
en lesquels ces extremums sont atteints.

CCINP 2019 soit f I'application de R, x R vers

R définie par
V(z,y) € R} x R, f(z,y) =2z (In*(z) +4?) .

1. Déterminer les points critiques de f.

2. Déterminer les extremums locaux de f. La fonction
f admet-elle des extremums globaux 2

3. Soit (a,b) € R} xRetSlasurface de R3 d'équation
z= f(z,y).
Donner I'équation du plan affine tangent & S au
point (a, b, f(a,b)).
Quelle est I'équation du plan affine tangent & S au
point (1,0, f(1,0)) 2

4. Exprimer la différentielle de f au point (1,1).

187 | ccinp 2018

Soit I'ouvert @ = {(r,0) e R? |r > 0etf €] — m, n[}.

Q — R?
(r,0) +—— (rcos(9),

1. Prouver que ¢ établit une bijection de Q sur un ou-
vert U de R? que I'on précisera.

On considere I'application ¢:

2. Soit f : U — R une fonction de classe C et F = foep.
Ainsi, pour tout (r,0) € Q, F(r,0) = f(x,y) ovu
x =rcos(d) ety =rsin(v).
Donner les dérivées partielles de F en fonction de

celles de f.
3. Déterminer toutes les fonctions f : U — R de classe
Cl vérifiant
of of z
v ) S U7 a_ ) a._ ) = T "
(z,y) e (@ y)+y8y(x Y) Nz

Déterminer les extremums locaux de la fonction f.

TPE 2017

2
Soit la fonction f : R

(z,y)

— R
—  xt+y® -3y —2.

Déterminer les extremums locaux et globaux de la
fonction f.

14. Probabilités

m CCINP 2021(Mariette) On considére un arbre

dont N représente le nombre de fleurs a chaque saison.
N + 1 suit une loi géométrique de parameétre p = 0,1.

La probabilité pour qu'une fleur devienne un fruit est
de 2/3 et la probabilité pour qu'un fruit parvienne a ma-
turation est de 3/4.

1. Calculer la probabilité d'avoir, & partir d'une fleur,
un fruit qui arrive & maturation.
Calculer P(N = n).

Combien de fleurs y a-t-il en moyenne chaque sai-
son sur I'arbre 2

+oo
n x
2. Montrer que 7; (k>x" =TT

k

3. Calculer P(M = k) oU M est le nombre de fruits ar-
rivés a maturation.

o
S@] Mines Telecom 2021 (Marcelin)

Soientn € N, a € N*.
On dispose de n urnes dans lesquelles sont réparties
na boules de maniére aléatoire et indépendante.
Yn

On définit Y,, le nombre d'urnes vides, et S,, = —
n

1. Calculer E(Y»), puis njmoo E(Y).

On pourra définir, pour tout i € [1,n], X; la variable
de Bernoulli qui vaut 1 si et seulement si I'urne nu-
méro i est vide.

2. Calculer E(Sy,) et V(Sn).
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m Mines Telecom 2021 (Amaury)
Soit, pourn € N*, p(n) = [{k € [1,n], k An =1}
N

On écrit la décomposition primaire de n:n = [ [ p{"
i=1
On tire aléatoirement k dans [[1, n].
On note A I'événement «le nombre tiré est premier
avec n» et, pour tout i entre 1 et N, A; I'événement «le
nombre tiré est divisible par p; ».

1. Donner un espace probabilisé décrivant I'expé-
rience.

2. Exprimer P(A) en fonction de p(n) et n.
1

Di
4. Montrer que la famille (A;)1<icn est une famille
d’'événements mutuellement indépendants.

3. Montrer que P(A4;) =

5. En déduire une expression de ¢(n) a I'aide de n et
des p;.

Mines-Télécom 2019

On lance 1000 fois un dé équilibré.
Montrer que la probabilité que la moyenne des lan-
cers soit supérieure ou égale a 4 est inférieure a 2%.

(194) ccine 2019

Soit X une variable aléatoire discrete sur un espace
probabilisé (2, A, P).
On suppose que X (2) C IN* et que pour fout n € IN*,
P(X >n) > 0.
On appelle taux de panne de X la suite (zn),>1 défi-
nie par
Vn € N*, z, = P(X =n|X > n).

1. Soit Y une variable aléatoire sur (2, A, P) telle que

1
Y(Q) C N* etvVn e N*, P(Y = = —
(@) n ==
a) Montrer que I'on définit bien ainsi une loi de pro-
babilité.
b) Calculer le taux de panne (yn)n>1 de Y.
2. Monfrer que pour tout n > 2,
n—1
P(X>n)=[] (1—a).
k=1
3. En déduire, pour tout n > 2, P(X = n) en fonction
dexi,...,Tn—1,Tn.

4. Déterminer toutes les lois de probabilités pour les-
quelles le taux de panne est constant.



(195) ccinp 2019

Soit p €]0, 1[. Soit (Xn),,, Une suite de variables aléa-
toires discrétes mutuellement indépendantes. On sup-
pose que pour fout n € IN*, X, suit la loi de Bernoulli B(p).
Pour tout n € IN*, on pose Y, = XnXn+1.

1. Soit n € IN*. Déterminer la loi de probabilité de Y.
En déduire E (Yx) et V (Yy).

2. Soit (i,§) € (N*)? tel que i # 5. Calculer Cov (Y3, Y;).
La suite (Yn),,, est-elle une suite de variables aléa-
toires mutuellement indépendantes @

3. Soit n € IN*. Déterminer |'espérance et la variance

de S, = Zn:Yk

k=1
S,
4. Pour tout n € IN*, on pose Z,, = —.
n
a

Montrer que pour tout

Mines-Télécom 2019 Soitz €] — 1, 1.

1. Monfrer que la famille
mable.

2. Pour tout n € IN*, on note d(n) le nombre de divi-
seurs de n dans IN.

(35’“)06’0601%2 est som-

+oo $k +o0
Démontrer que = d(n)z™.
PRI

CCINP 2019

1. Soit n € IN*. Une urne contfient n boules blanches
et n boules noires indiscernables les unes des autres.
On tire n boules simultanément.

a) Quel est le nombre de tirages possibles 2

b) Monftrer que <2nn> = zn: (Z)Q
k=0

2. Une puce se déplace sur une droite. Elle effec-
tue des sauts de méme amplitude, a intervalles
de temps successifs égaux. Elle se déplace dans
les deux sens avec la méme probabilité. Pour tout
n € IN*, on note ¢, la probabilité qu’elle se tfrouve a
I'origine O (sa position initiale) apres le n-ieme saut.

a) Calculer ca,—1 €t cay pour tout n € IN*.

b) Déterminer un équivalent de ca, ¢ I'cide de la
formule de Stirling.

En déduire |Iim cop.

n—-+oo

Interpréter ce résultat.

3. La puce se déplace désormais dans un plan. Elle ef-

fectue des sauts de méme amplitude, a intervalles
de temps successifs égaux. Elle se déplace dans les
quatre sens (gauche, droite, haut et bas) avec la
méme probabilité. Pour tout n € IN*, on note d,, la
probabilité qu’elle se trouve a I'origine O (sa posi-
tion initiale) apres le n-iéme saut.

a) Calculer day—1 €t da, pour tout n € IN*.

b) Déterminer un équivalent de da, .
En déduire Iim day,.
n—-+oo

Interpréter ce résultat.

CCINP 2019

Soit n € N tel que n > 2. Soit X, Y et Z trois vo-

riables aléatoires discrétes définies sur un espace proba-
bilisé (©2,.A4,P). On suppose que X, Y, Z sont mutuelle-

me
sur

nt indépendantes et suivent chacune la loi uniforme
[1,n].
. k—1
1. Montrerquessik € [2,n + 1], P(X+Y = k) = ——.
n

2. Montrer que sik € [n + 2,2n],

2n —k+1
P(X+Y =k) = 2 2F L

n

3. En utilisant la formule des probabilités totales, calcu-

lerP(X +Y = Z).

4. CalculerP(X +Y + Z =n).

CCINP 2021 (Patrick) soit X,v,Z trois va-

riables aléatoires mutuellement indépendantes suivant
une loi géométrique de méme parametre p €]0, 1].

1.

Déterminer P(X = Y). En déduire P(X < Y) puis
queP(X <Y)> 1.

2. Déterminerlaloide X + Y.

3. Calculer P(Z > n) pourn € IN*.

En déduire P(Z > X +Y).

m Mines-Télécom 2018

Soit (Xn)n>1 Une suite de variables aléatoires mu-

tuellement indépendantes sur un espace probabilisé

(Q’

A,P), telles que pour tout n € IN*, X,,(Q) = {-1,1}

et P(X, = —1) = P(X, = 1).

Yn

n
Pour tout n € IN* on pose S, = » X
k=1

1 n
= 5(1+Xn) et Zn=> Y.
k=1
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N

3. a) Soit

. Déterminer, pour tout n € IN*, la loi de Y.
. Déterminer, pour tout n € IN*, la loi de Z,,.
. Déterminer, pour tout n € IN*, la loi de Sy,.

. Soit (d,t) € R% x [1, +oo[. Déterminer la variance de
dSUJ .

(201] ccinp 2018

Soitn € N\ {0,1},p€]0,1[, g=1—pet (A, u) €]0,12.
On pose Q = [1,n + 1] et on note Py, P2 les deux ap-

plications définies sur Q par

e pourtoutk € [1,n], P1(k) = pg*~ 1 et P1(n+1) = \;

e Py(1) = 0, pourtout k € [2,n], Pa(k) = (k—1)p?q*—2
etPa(n+1)=p.

. Déterminer X et u pour que Py et P2 définissent une
loi de probabilité sur Q.

2. Soit (a,b) € (IN*)2. Une urne contient a boules

blanches et b boules noires. On effectue n firages
successifs avec remise. On note X et Y les variables
aléatoires respectivement égales au rang du pre-
mier tirage d'une boule blanche et au rang du
deuxieme tirage d'une boule blanche. Si aucune
boule blanche n'est tirée, X prend la valeur n + 1,
et si une seule boule blanche est tirée, Y prend la
valeur n + 1.

a) Déterminer les lois de probabilité de X et Y.
b) Calculer I'espérance de X.

202) ccine 2018

Soit p €10, 1[. Soit X et Y deux variables aléatoires in-

dépendantes sur un espace probabilisé (2, A, P) suivant
la loi géométrique de parameétre p.

OnposeT=min{X,Y}etZ=|X-Y]|.

1. Rappeler, pour tfout k € IN*, P(X = k), puis I'espé-

rance ef la variance de X.

2. a) Caleuler P(T > k) pour tout k € IN*.

b) Donner, pour tout k € IN*, une relation entre
P(T =Fk), P(T > k) et P(T >k +1).
c) En déduire la loi de T, la reconnaitre et donner
E(T).
1
d) Calculer E (—)
T
(k,n) € N* X
P(T =k)N(Z =n)).
b) Déterminer la loi de Z et calculer son espé-
rance.

IN. Calculer

4. Les variables aléatoires Z et T sont-elles indépen-

dantes?

5. Onpose U = max{X,Y}. Calculer E (%)
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Soit p €]0, 1[. Soit (U;);>1 une suite de variables aléa-
toires indépendantes définies sur un espace probabilisé
(2,A,P).

On suppose que pour tout i € IN*, U; suit la loi géomé-
trique de parameétre p.

Soit n € IN*. Déterminer la loi de probabilité de la va-

riable aléatoire T, = Z U;.

Indication : on pourro utiliser la fonction génératrice
de Ty.

(204) ccine 2018

Soit p €]0, 1[. Soit (X;);>1 une suite de variables aléa-
toires indépendantes sur un espace probabilisé (22, A, P)
suivant toutes la loi géométrique de parameétre p. Pour
foutn € IN*, on pose Y,, = mln X;.

1<ign
. Soit n € IN*.
a) Calculer P(Y;, > k) pour tout k € IN.
b) Déterminerlaloi de Y,,, la reconnditre puis don-
ner E(Y,) et V(Yn).
2. Soit Z une variable aléatoire définie sur (2, A,P) &
valeurs dans IN.
a) Montrer que Z admet une espérance si et
seulement si la série Z P(Z > k) converge.
k>0
b) Montrer que si Z admet une espérance, alors

—+oo
Z)=> P(Z>k).
k=0

c) Retrouver, pour tout n € IN*, I'espérance de
Yn.

(205] ccinp 2018

Soit n € IN* et A € RY. Soit X et YV deux
variables aléatoires sur un espace probabilisé
(Q,AP), & valeurs dans [1,n+1], et telles que

V(i,5) € [L,n+1]%, P(X =i,Y = ) =A(if1)(jfl).

1
1. Monfrerque A = —.

4’)1

2. Déterminer les lois de probabilité de X et Y.

3. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépen-
dantes?

4. Déterminer, & I'aide de la variable aléatoire
Z = X — 1, I'espérance et la variance de X.

5.0n note B = (bij)igi,j<nt1 OU, pour tout
(i,2j) € [1,n+1]2 b;; = P(Y = i|X = j). Calculer
B-.

6. Déterminer les valeurs propres de B. La matrice
B est-elle diagonalisable 2 Déterminer la dimension
de chaque sous-espace propre de B.

CCINP 2017

Soit X1,1,X1,2, X2,1, X2,2 quatre variables aléatoires
discrétes mutuellement indépendantes définies sur un es-
pace probabilisé (2, 7,P). On suppose que pour tout

1
(1,7) € {1,2}2, P(X;,;=1) = P(X;,;=-1) = > On
1 (Xin Xipe
V2 \X2,1 X2/
1. a) Calculer E (det(M)).

b) Justifier que les variables aléatoires det(M) et
— det(M) suivent la méme loi.

c) Calculer V (det(M)).

pose M =

Préparation aux Oraux - page 20

2. a) Calculerla probabilité pour que M soit une ma-
frice orthogonale.

b) Calculerla probabilité pour que M soit une ma-
frice inversible.

c) Calculerla probabilité pour que M soit une ma-
frice diagonalisable.
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Soit p €]0,1[ et r € IN*. Un secrétaire téléphone & r
clientes qui répondent avec une probabilité p. On sup-
pose que les appels sont mutuellement indépendants.
On note X le nombre d'appels nécessaires pour joindre
foutes les clientes.

Déterminer la loi de probabilité, I'espérance, la va-
riance et la fonction génératrice de X.

m Mines-Ponts 2021 (Patrick) Soit N € IN*. On

a un générateur aléatoire «idéaly» de nombres entiers
entre 1 et N2.

Soit X la variable aléatoire du moment ou I'on obtient,
pour la premiere fois, la deuxieme apparition d'un entier.

1. Déterminer la loi de X.

2. Quelle est la valeur de X la plus probable 2
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