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a, b et c sont les trois racines complexes de

P = X3 +X2 + 1 ∈ R[X]

On a donc
a3 + a2 + 1 = 0

a3 = −a2 − 1

De même,
b3 = −b2 − 1

c3 = −c2 − 1

a, b et c sont de plus distinctes. En effet, si P possédait une racine au moins
double, elle serait racine de

P ′ = 3X2 + 2X = 3X

(
X +

2

3

)
par caractérisation de l’ordre des racines d’un polynôme. Or

P (0) = 1 6= 0

P

(
−2

3

)
=

31

27
6= 0

donc P ne possède que des racines simples.
Soit (x, y, z) ∈ C3.

(x, y, z) solution de (S) ⇐⇒

 x+ ay + a2z = a4

x+ by + b2z = b4

x+ cy + c2z = c4

Or

a4 = a× a3

= a(−a2 − 1)

= −a3 − a

= a2 + 1− a
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donc
x+ ay + a2z = a4 ⇐⇒ x+ a(y + 1) + a2(z − 1) = 1

et de même pour b et c.
Ainsi,

(x, y, z) solution de (S) ⇐⇒

 x+ a(y + 1) + a2(z − 1) = 1
x+ b(y + 1) + b2(z − 1) = 1
x+ c(y + 1) + c2(z − 1) = 1

⇐⇒
L2←L2−L1
L3←L3−L1

 x+ a(y + 1) + a2(z − 1) = 1
(b− a)(y + 1) + (b2 − a2)(z − 1) = 1
(c− a)(y + 1) + (c2 − a2)(z − 1) = 1

⇐⇒

 x+ a(y + 1) + a2(z − 1) = 1
(b− a)(y + 1) + (b− a)(b+ a)(z − 1) = 0
(c− a)(y + 1) + (c− a)(c+ a)(z − 1) = 0

⇐⇒

 x+ a(y + 1) + a2(z − 1) = 1
y + 1 + (b+ a)(z − 1) = 0
y + 1 + (c+ a)(z − 1) = 0

⇐⇒
L3←L3−L2

 x+ a(y + 1) + a2(z − 1) = 1
y + 1 + (b+ a)(z − 1) = −1
(c− b)(z − 1) = 0

⇐⇒

 x+ a(y + 1) + a2(z − 1) = 1
y + 1 + (b+ a)(z − 1) = 0
z = 1

⇐⇒

 x+ a(y + 1) + a2(z − 1) = 1
y = −1
z = 1

⇐⇒

 x = 1
y = −1
z = 1

L’ensemble des solutions du système (S) est donc

{(1,−1, 1)}
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