Exercice 138

1. Convergence simple de (f,)nen :
— fn(0) = cos™(0)sin(0) =0 — 0
— fn(m) = cos™(m) sin(r) =0 — 0
— Siz €]0, 7], |cos(x)| < 1 donc |fn(z)| < |cos(x)|” x 1 — 0

et fn(x) = 0. p (
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Convergence uniforme de (f,)nen : i awe 2T ) 0, MMﬂﬁLnAsr
Soit n € N*, z € [0, 7]. ééw 2 (o) (’}"“‘ ol it de /Q/md‘av?wg , &MM/
On calcule ||fr, — 0llco = /|| /2|l (justifié par la suite). Ja t%,/ %Mﬁ apfr e

f2(z) = cos®™(z) sin?(z) = cos®™(z) — cos?"+2(z) Wi gm ”ém o /r_@, du /(7;\/&?0

f2 est dérivable sur [0, 7] et

(£2) (x) = —sin(z) [2ncos? (z) — (2n + 2) cos? 1 (x)]

n

Soit o €]0, 7 un extremum local de f2.
D’aprés la condition nécessaire d’extremum local, (£2)’ (z) = 0 donc avec sin(z) # 0,

2n cos?" () = (2n + 2) cos®™ T ()

Soit . = % et f2(z) =0,
soit x €]0, 7[\{ 5} et cos(x) # 0 donc
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cos?(x)
12(@) = cos(z) — cos?+2(x)
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On a donc
12l = max{f,%(o),f,%(w),fg (g) % (1 + i) }
n n /
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Donc [|f2||s — 0. . -

Montrons que ||f, — 0l|oc = /]2 par caractérisation séquentielle du sup : CQQﬁ Aevitk o toalren

On a M > 0 minorant de {|f2(z)|: z € [0,7]} et (z))x telle que |f2(zy)| — M. (P21 = I \\l
9 . o e i%v‘ 0 %”‘ 29,

On a donc f;(zx) — M puis par continuité de /, fn(xr) = VM.

De plus, VM est un minorant de {|f,(z)| : € [0,7]} par croissance de z — 2%, ¢, qu Viewk de Qo

Donc par caractérisation séquentielle du sup, || f, — 0lloo = /117200
Donc || fn — 0|looc — 0 par continuité de /- et (f,)nen converge uniformément.
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2. Convergence simple de Z fn sur [0,7] :

n%()
Vn €N, f,(0) = f(m) = 0 donc Z fn(0) et Z fn(m) convergent et leur somme vaut 0. /
n=>d

Si z €]0, [, |cos(z)| < 1 donc
Z cos"(x) sin(x) converge comme somme géométrique et
=0

sin(x)
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Donc Vz € [0, 7],

Z fn Z{S 1T
n>q

et S est bien définie sur [0,7].

S n’est pas continue car S(0) =0 et

sin(@) i 2 €]0, 7

1—cos(z)
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Convergence uniforme de Z fn sur [0,7] :

2
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S’il y avait convergence uniforme sur [0, 7], alors comme les f, sont continues sur [0, 7], on aurait la
continuité de S par théoréme de transfert. Ce n’est pas le cas donc par I’absurde, il n’y a pas convergence

uniforme. /
Convergence normale de Z fn sur [0,7] :

n=0
Il n’y a pas convergence uniforme sur [0, 7] donc pas convergence normale.
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