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chapitreXXXI
Arcs parametres

Extrait du programme officiel :
Les fonctions sont définies sur un intervalle T de R, & valeurs dans un espace normé de dimension finie E.

Contenus Capacités & commentaires
Arcs paramétrés
Arc paraméiré de classe ¢! & valeurs dans E. Paramétre régu- Interprétation géométrique de la dérivée : tangente en un point
lier. associé a un parametre régulier.
Exemples simples d'arcs paramétrés plans. Les étudiants doivent savoir déterminer la tangente et la nor-

male & un arc paramétré plan en un point associé a un para-
meftre régulier.

L'étude des points stationnaires, des courbes asymptotes et des
arcs définis par une équation polaire est hors programme.

La pratique du tracé des arcs paramétrés n'est pas un objec-
tif du programme. < | : réalisation de tracés a I'aide de I'outil

informatique.
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Dans ce chapitre, on désigne par K I'un des deux corps R ou C.
Soit I un intervalle de R d'intérieur non vide.
Soit (B, lllg) un K-espace vectoriel de dimension n =2.

1 Définition
Définition : Arc paramétré, support
On appelle arc paramétré de classe €' & valeurs dans E tout coupe (I, f) ouU I est un intervalle de R
d’intérieur non vide et f e €'(1,E).

L'ensemble I' = {f(1), r € I} est appelé support de |I'arc paramétré (I, f) (ou courbe).
On dit que (1, f) est un paramétrage de cette courbe.

Remarque

Représentation géométrique lorsque E=R2, f:reI— (x(1), y(1).

Exemples

E1— Pour re (0,27, f(1) = (cos(t),sin(). Le support de I'arc ([0,27], f) est le cercle unité.
E2— Pour teR, f(1) = (xo + at, yo + bt). Le support de I'arc (R, f) est la droite D = (xp, yo) + R(a, b).
E3— Une courbe d’équation cartésienne y=¢(x) oU ¢ est une fonction de classe ¢! sur un intervalle I de R est
. I — TR?
le support de I'arc (I, f) ou f:
r—  (6e®)

E4— Sia,ReR}, f:re R— (Rcost,Rsint, at) € R3, le support de I'arc est une hélice inscrite sur le cylindre d’axe (0z)
et de base le cercle de centre O et de rayon R.
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Remarques

R1 - Usuellement, on confond (abusivement) I'arc et son support.

R2 - Dans la pratique, on a souvent affaire a des courbes paramétrées qui sont des réunions d'arc paramétrés
(lorsque I'ensemble de définition est une réunion d'intervalles).
R3 - Interprétation cinématique
On peut a priori voir f(r), pour te I, de deux manieres différentes :
« Comme les coordonnées (x(1), y(1)) d'un point mobile M(r) du plan (point de vue affine);

« Comme les coordonnées (x(1), y(1)) d'un vecteur mobile OM(z) (point de vue vectoriel).
Alors, lorsque ces quantités existent, f/(r) représente la vitesse (plus exactement le vecteur vitesse), et f” (1)
représente I'accélération (plus exactement le vecteur accélération) du point mobile M(r) & I'instant te I.

Le support de T de I'arc est alors la frajectoire du point mobile M.

On parle de mouvement uniforme lorsque la vitesse est constante en norme, de mouvement rectiligne
lorsque la trajectoire est contenue dans une droite du plan.

2 Régularité
Définition
Soit (I, f) un arc paramétré. On dit que le point M de paramétre t est régulier lorsque f'(t) # 0. Dans

le cas contraire, M est dit singulier ou stationnaire.
L'arc est dit régulier lorsque tous ses points le sont.

Exemples

E1— Une courbe d'équation y = ¢(x) est réguliere.
g2 - Un cercle est régulier.

3 Etude locale, tangente

-~ -

Définition : demi-tangentes

Soit (I, f) un arc paramétré, M, = f(t) un point de parameétre t € I, et M(t) = f(r) un point de para-
metre ¢ distinct de My. On suppose qu’au voisinage (strict) de ry, f(1) # f(to).
On appelle demi-tangente a gauche (resp. demi-tangente a droite) & I'arc en My, lorsqu’elle existe,

la demi-droite passant par My ayant pour vecteur directeur la limite de MyM(t) lorsque ¢ tend

B

vers ty A gauche (resp. a droite).
On parle de tangente en M, lorsque les deux demi-droites sont contenues dans la méme droite.

Soit (I, f) un arc paramétré, My = f(ty) un point de parameétre t, € I régulier.
Il'y a une tangente en M, dirigée par f' ().

Démonstration

Soit h=t-1y #0.

Comme  f(t) - f(t)) = hf'ty) + o), |fO-f)| = |hf't)+om| = |hl|f (k) +0D)|, donc
1 1 1
————(f(0) - f(to) = ————(hf' (1) + o(h)) qui tend vers (h)———— f'(tp) lorsque h tend vers O,
[ro-rao] /0 7 = g oy M0+ o) @ R oS R
i.e. ttend vers g. O
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Remarques

R1— Pour un arc paramétré plan, avec le produit scalaire canonique, la droite passant par My = M(zy) et dont

f'(tp) est un vecteur normal est appelée normale & I'arc paramétré (I, f) en My.

xX—Xo X

On peut alors déterminer une équation de la tangente : = yp(x = x0) + x3(y — yo) C€ qui permet de

!
y=yo Yy
refrouver I'équation de la tangente dans le cas d'une courbe d’équation y = ¢(x).

X — X x)
0)~( 0) =0 soit x(x— x0) + y4(y = y0) = 0.

Equation de la normale : ( ;
Yo

Yy=JYo

R2 — Sile point est singulier (HP), deux possibilités :

4

« Si f est suffisamment réguliére et p est le plus petit entier tel que P (1y) #0g (s'il existe), alors une démons-
tration similaire avec f(1) - f(t) = h? fP) (1) + o (hP) permet de montrer qu'il y a une tangente, dirigée par
P (1)

-1

« On peut aussi chercher la limite du taux d'accroissement —i’((;) P
—Xp

lorsque r — 1y qui donne la pente de la

fangente (si elle existe).

Plan d’'étude d’'un arc paramétré plan

fg Méthode : Plan d’étude d'un arc paramétré plan

On étudie I'arc paramétré ¢t — f(1) = (x(r), y(1) € R2.

1.

Domaine de définition de f donc de x et y. En général une réunion d'intervalles.

. Réduction du domaine d’étude : effets géomeétrique de fransformations t— —t, t+— 7 t—t+T, t—T-t, efc.

. Tangente en des points parficuliers.

2
3. Etude de la classe ¢!, variations conjointes de x et y.
4
S

. Tracé.

Remarque : Branches infinies (hors-programme)

Les droites asymptotes horizontales se trouvent facilement : (x(z), y(1)) — (oo, yg) OU (x(1), y(£)) — (xg, +00).

Pour les droites obliques, c’est comme pour les courbes y = ¢(x) : % — a puis y(t) — ax(t) — b...

Exemples

E1l

" 2
— Folium de Descartes : x(t) = —— et y(H) = —.
v A 1+123 e 1+ 13
x,y sont de classe €1 sur R\ {-1.
Si t#0, on remarque que x(%] = y(0. Il suffit d’étudier sur 1 -1,1] puis une symétrie d'axe y = x donnera toute

la courbe.

1-283 t(2-13
On calcule pour te]l—1,11, x' (8 = 3 ()= ( 2)
(1+13) (1+13)
) ) t+ 12 t 1
na x(t —oo et y(r uis — =t —— -1 et enfin y(r 1= = -—doncla
© (o t—-1 & y® t—-1 too P x(1) t—-1 y(o)+x(1) 1+13 2—t+1 t—-1 3

. . . 1
droite d'équation y=x- 5 asymptote lorsque t — —1.

On trace le tableau de variations et la courbe :
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t -1 0 1732 1
x(1) + 1 + 0 - —=1/4
Va3

x(1) / 0 / \ 1/2

—0o0

+00 172
¥ o~ e Vo~

0

y(1) - 0 + #0 + 14
Infos|y=x-1/3 -~ ! A

E2- Courbe de Lissajous : x(1) = cos3r et y(1) =sin2r. x,y sont de classe €' sur R.
x(t+m) =—x(1) et y(t+m) = y(r) donc étude sur [-7, ] puis symétrie d’axe (0y).
x paire et y impaire, donc étude sur [0, %] puis symétrie d'axe (Ox).

On calcule pour t€ [0, 7]

X' (D)

-3sin3t et y/ (1) = 2cos2t.

On trace le tableau de variations et la courbe :

FOLIOM DE DESCARTES

COURBE DE LISSATOUS

10

y

t 0 /4 /3 /2 1 > 1
xM|0 - #0 - 0 + 3

T
x(t) \—ﬁ/z s 0

~. . -
T 1
.|

y(1) \\/5/2

. e . .
yo |0 + 0 — #0 - -2
Infos| - ! (3,-2) !

o5+

-0
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