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chapitreXXX
Calcul différentiel

Dans tout le chapitre, E et F désignent des R-espaces vecto-
riels normés de dimension finie nulle, 2 désigne un ouvert de E.

l Dérivées partielles

Dans cette partie, % est un ouvert non vide de R?, oU p e IN*.

1 Compléments sur la continvité des fonc-
tions de variable vectorielle

Lemme : « de partition »

Soit Aune partie de E, f: A—F, By, B, deux par-
ties de Atelles que ByuBy=A, a€ BinBy, (€F.

Si fipy (¥) ——— € et fip,(x) ==+ ¢, alors f(x) —— .

En particulier, si a€ A, f est continue en a.

2 Dérivées partielles
 est toujours un ouvert de R”.

Définition
Soit f:% — R une fonction, a = (a1,...,ap) € %,
je[1,p]. On appelle je application partielle de f en
al'application t— f(ay,...,aj_1,t,aj41,-..,ap).

Définition : Dérivées partielles

Soit f:% - R, a=(ay,...,ap) €%, j€[1,p]. On ap-
pelle je dérivée partielle de f en a, lorsqu’elle existe,
la dérivée de la je application partielle de fen a. On

0 L .
note d; f(a) = %(a) le nombre dérivé en ce point.
J

On appelle je dérivée partielle la fonction défi-

nie sur % par a— ﬁ(a).
Oxj

Définition : Extension aux fonctions a
valeurs vectorielles

Soit % ouvert de RP et f: % — R"™. On note
f=U1,-..,fn) : fi estlaie composante de f.

On dit que f admet des dérivées partielles en
a€ % sichacune des f; admet une dérivée partielle
en a.

On appelle alors dérivée partielle de f en a le

vecteur
0 0 0
A =Yg, 21 ).
6xj ax]' 6x]'

Définition : Matrice jacobienne

Soit % ouvert de R” et f: % — R"™. On note
f=0U1,-.-,fn). On appelle, lorsque existe, matrice ja-
cobienne de f en ala matrice

3 Fonctions de classe ¢!

Définition
Soit f:% — R". On dit que f est de classe ¢!
sur % lorsqu’en tout point de %, les dérivées par-
tielles de f existent, et que ces dérivées partielles
sont continues.
On note ¢! (#,R") I'ensemble de ces fonctions.

Propriété

On note f=(fi,..., fn). Alors f est de classe €' si
et seulement si chacune des f; I'est.

Propriété

Pour tout ne N, ¢ (%, R") est un R-espace vec-
toriel et €1 (%, R) est une R-algébre.

Théoréme : DL;

Soit f: — R de classe ¢! et ae . Pour tout
heRP telque a+he%,
f of

0
x1(a)+ +hp

f(a+h)=f(a)+h16— E(a)+hgo(h).

Corollaire

Une fonction de classe ¢! est continue.

Propriété : Regle de la chaine

Soient %,V deux ouverts respectifs de RP et R"
et ae%. Soient

U — ¥
f:

(x1,.--,xp) —  (filx1,..-, Xp),-.., fu(x1,..., Xp))

et
%4 — R
g
-0 yn) — g&1,--¥n)
deux fonctions de classe €. Alors gof = go(fi,..., fn)
est de classe €' et pour je[1,p],

d(gof) L 08 0/
(a) = ——— (f(a) (a)
ax]' kg‘l 6yk f 6x]'
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Cas particulier : important

Siy:R—R3 et f:R3 - R sont de classe €', en
notant, pour te R, y(r) = (x(1), y(1), z(1)),
f of of

o (1) = x' 0_ 52 Ien O
(foy) (1) =x'(0) ax (y@) +y' (0 dy (y(0) +2z () 32 (y ().

Corollaire

Soient %,V deux ouverts respectifs de RP et R"
et aeu. Soient f:% — vV et g: vV — R4 deux fonc-
fions de classe €. Alors go f est de classe €1 et pour
jell,pl et e[l q].

o(gyo o(go LA}
geoh -9 f)’(a):z 8¢

oge afk(
ax]' ax]' k=1 ayk

—a
ax]'

(f(a) )

En particulier,

Jgof (@ =Jg(f(@)](a).

4 Fonctions de classe ¢*
Définition : Dérivées partielles
d’ordre supérieur

Soit % ouvert de R”, f: % — R". On appelle déri-
vée partielle d’ordre k e IN*, une dérivée (%‘0 ou ¢ est
J
une dérivée partielle d'ordre k-1 de f. Les dérivées
partielles d'ordre k sont de la forme

) ( d ( a (af) ))
axik 6x,-k_1 6x,-2 axil

Gl

axik-"axil

noté :aik---ailfOL\J il,...,ikE[[l,pﬂ.

Définition
Soit ke IN*, % ouvert de RP, f:% — R". On dit
que f est de classe ¢ si toutes ses dérivées par-
tielles d’ordre k existent et sont continues.
On dit que f est de classe €° si elle est de classe
&k pour tout ke IN.

On note f=(fi,..., fn). ke Nu{+oo}. Alors f est de
classe €* si et seulement si chacune des f; I'est.

Théoréme : de Schwarz

Soit % ouvert de RP, f:% — RP de classe €>.
Alors, pour tout i, j € [1,p] tel que i # j,

0°f  0%f
axiaxj B ax]'()xi'

Soit k€ INU {+oo}.

(i Toute combinaison linéaire, toute composée,
tout produit, tout quotient de fonctions de
classe €* I'est encore.

(i) Si B:R™ xRY9 — R", bilinéaire, f:% — R™ et
g: % — RY de classe €% alors B(f,g) est de
classe €*.

(i) Toute fonction polynomiale ¢ n variables est de
classe € sur R".

(iv] Toute fonction rationnelle (quotient de fonc-
tions polynomiales) est de classe €*° sur son do-
maine de définition.

" Applications

% désigne toujours un ouvert de RP.

1 Exiremums
-~ Y

Définition : Extremum

Soit Aune partie de RP, ape A, f: A—R.

(i) On dit que f présente en ay un maximum (res-
pectivement minimum) local s’il existe r > 0 tel
que pour tout a € B(ag, ), f(a) < flay) (respecti-
vement f(a) > f(ap)).

(i) Ondit que f présente un maximum (respective-
ment minimum) global si cette inégalité est en
fait valable pour tout a€ A.

Définition : Vecteur gradient

Soit f:% — R admettant des dérivées partielles
en ae%.On appelle gradient de f en ale vecteur
of of

= orad =[[ 2L 9 p
Vf(a)=grad f(a) o (a),...,axp(a) e R”.

Lorsque Vf(a) =0, on dit que a est un point cri-
tique de f.

Propriété : Condition nécessaire
d’extremum local

Soit % ouvert (trés important!) de RP, a € %,
f:% — R admettant des dérivées partielles en a.

Si f présente un extremum local en a, alors a est
un point critique de f, c'est-a-dire que toutes les dé-
rivées partielles de f en a sont nulles.

La réciproque est fausse, et un confre-exemple
est appelé point selle ou point col.

g Méthode : Recherche d’'exiremum

(i) Soit f:2 — R admettant des dérivées partielles sur

% . Pour déterminer des extremums locaux de f on
cherche ses points critiques.
Puis, pour chaque point critique a, on étudie
fla+h)— f(a) pour h proche de 0. Comme a est un
point critique, les termes obtenus dans la différence
sont au moins d’ordre 2.
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(i) Si@ n'est pas un ouvert, on le décompose en son in-
térieur (ouvert) et son bord. Sur le bord, on étudie « &
la mainy, en général a I'aide d'un paramétrage du
bord.

(i) Si f: K - R oU K est un compact, on est assuré
de I'existence d'un minimum et d’'un maximum glo-
baux. On les cherche comme dans la méthode pré-
cédente.

2 Equations aux dérivées partielles

g Méthode

« Savoir résoudre les EDP fondamentales auxquelles
on se rameéne systématiquement :

of _ G 0 OF o=

ax 0 ox (x,y) = gx) ox =g
f 0 f

3z (x,»)=0 ] (x,»)=0

« Dansla pratique, ons'y raméne via un changement
de variables (u, v) = p(x,y), en écrivant f(x,y) = g(u, v)
et en remplacant soit (x,y) en fonction de (u, v), soit
(u,v) en fonction de (x, y).

» La changement de variable doit étre bijectif, entre
deux ouverts et suffisament régulier (classe ¢! ou €2
suivant I'ordre de I'équation.)

« S'iln'est pas donné, il doit étre affine ou polaire.

« Appliquer la regle de la chaine (ou utiliser des ma-
trices jacobiennes) pour exprimer les dérivées de f
en fonction de celle de g ou l'inverse, et simplifier
I'EDP.

l" Différentielle

1 Différentielle en un point

Rappel :si I estintervalle de R, f:I— F est dérivable en ae I
si et seulement si f admet un développement limité & I'ordre 1
en a si et seulement sion a un vecteur be F tel que

fla+h)=f(a)+hb+ o (h)
h—0R
(et, dans ce cas, b= f'(a).
Nous allons généraliser cette idée aux fonctions définies sur
une espace vectoriel normé de dimension finie E.

Définition : Application différen-
tiable en un point

Soit f définie surun ouvert % de E, & valeurs dans
F.Soit aun point de 2. On dit que f est différentiable
en a lorsqu'il existe une application linéaire ¢, de E
dans F telle que, au voisinage de 0g,

fla+h) =f@+lah)+ o (h)
h—0g

OU encore, au voisinage de a,
fx) =f(d)+£a(x—a)+x3a(x—a).

Lorsqu’elle existe, I'application ¢, est unique
et appelée différentielle de f au point a ou en-
core application linéaire tangente & f en a, notée
df(a)e £(E,F). On a donc

fla+h) =fla+df(@(h)+ o (h)
h—0g

Si f est différentiable en a, alors f est continue
en a.

2 Cas particuliers

Propriété : Cas d'une fonction d'une
variable réelle

Dans le cas d'une fonction f:I— F, f est déri-
vable en a si et seulement si elle est différentiable
en a.

Dans ce cas, df(a): h— hf'(a) et en particulier
fl@=df(@).

Propriété : Cas d'une fonction
constante

Si f:% < E — F est constante, elle est diffé-
rentiable en tout point de % et pour tout a € %,

df(a)=0gE p)-

Propriété : Cas d’une fonction
linéaire

Si f:% < E — F est la restriction & % d'une appli-
cation linéaire ¢ € Z(E, F), elle est différentiable en
tout pointde % et pour tout a€ %, d f(a) = ¢ (et donc
d f est constante).

3 Dérivée selon un vecteur, dérivées par-
tielles

Le fait de travailler sur un ouvert % assure, pour a point de
% et v vecteur de E, I'existence d'un 6§ > 0 (« distance de sé-
curité ») tel que pour tout t€]-6,6[, a+tve (on s'éloigne de
a dans la direction de v, cela permet de définir I'application
¢:t— f(a+tv) d'une variable réelle au voisinage de 0.

Définition
On dit que f:% c E — F est dérivable selon le

vecteur v e E au point a € %, lorsque ¢ : t — fla+ tv)
est dérivable en 0.

Onnote alors Dy f(a) = ¢'(0) = }m Jatre-j@ €

i F.
—0 t

Définition : Dérivées partielles

Soient # = (ey,...,ep) Une base de E, f: U cE—F,
ac, je[1,p].

On appelle je dérivée partielle de f en a, lors-
qu’elle existe, la dérivée de f selon le vecteur e; de
base ena:

of
ajf(ﬂ) = aj(ﬂ) =Dejf(a)€F.
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4 Llien entre différentielle et dérivées par-

tielles

Soit f:% — F, ac. Si f est différentiable en a,
alors f est dérivable en a selon tout vecteur ve E et
Dy f(a)=d f(a)(v).

Cas particulier

Soit f:% —F, ac U, B=(e1,...,ep) Une base de
of

E. On note v les dérivées partielles de f dans la
J
base 4.
Si f est différentiable en a, alors pour tout

jelL pl.

of
df(a)(ej) = De; f(a) = PR

J

Soit B = (e1,...,ep) une base de E, f:% —F, ac U
tel que f est différentiable en a.

p
Alors pour fout vecteur h= 3 hje; € E,

Jj=1
P 0
df@m =Y h,-a—f(u)
j=1 " 9%j
On note dx; : la forme linéaire je
h — hj
J

coordonnée dans %. Alors on a

p of
df(a)—jgla—xj(a)dxj.

5 Matrice jacobienne

Définition : Matrice jacobienne

Soit p = dimE, n = dimF, % ouvert de E et
f: E— F différentiable, 2 = (ey,...,ep) une base de E

n
et € =(e1,...,£p) Une base de F. Onnote f =) fie;.

i=1
On appelle matrice jacobienne de f
en a dans les bases #B et € la matrice
a g
Jf(a) = (a—ﬁ(a)) .
Y pelunlx[pl

Propriété : Matrice jacobienne et dif-

férentielle

Jf(a) =Matg « (d f(a)

\" Opérations sur les différentielles

1 Combinaisons linéaires

Soit % ouvert de E, f,g:% — F différentiables en
acUu, L, peRR.
Alors Af + ug est différentiable et

dAf+pg) (@) =Adf(a)+udgla.

2 Image par une application bilinéaire

Si E,FE,G espaces vectoriels normés de dimension
finie, B: Ex F — G une application bilinéaire, alors il
existe Ce R tel que pour tout xe Eet yeF,

1BGe g < Clxlloo [ Yoo

ouU les normes infinies sont prises dans des bases % et
¢ de E et F. L'équivalence des normes permet de
les remplacer par des normes quelconques (quitte
a changer C).

Soit % ouvert d’'un R-espace vectoriel normé de
dimension finie, E,F, G des R-espaces vectoriels nor-
més de dimension finie, f:% — E et g: % — F des
applications différentiables en a€ % et B:ExF — G
une fonction bilinéaire.

Alors ¢ : % — G définie par ¢ : x — B(f(x), g(x)) est
différentiable en a et

d¢(a): h— B(d f(a)(h),g(a) + B(f(a),dg(a)(h).

3 Composition

Propriété : Différentielle d'une com-
posée

Soit % ouvert de E, ¥ ouvert de F, f:u — v dif-
férentiable en a € % et g: ¥ — G différentiable en

b= f(a).
Alors go f est différentiable en a et

d(go fa)=dg(f(a)od f(a).

Propriété : Matrice jacobienne
d’'une composée

En munissant E, F et G de bases, on obtient

Jgof (@ =Jg(f(@) % Jf(@).
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Corollaire : Dérivée le long d'un arc

Soit % ouvertde E, f:% — F, I intervalle de R et
y:I1—% une application dérivable.

On suppose que f est différentiable en y(r) ou
tel. Alors foy est dérivable en t et

(fop) () =dfyG ).

En munissant E d'une base, on retrouve I'expression
vue avec la régle de la chaine

(fop)(t)= f Y, (t)ﬁ(y(m.
k=1 K 0

\'} Classe ¢!

Définition : Fonctions de classe €

f: — F est dite de classe ¢! lorsque f est diffé-
rentiable sur % et d f: % — £(E, F) est continue.

Toute combinaison linéaire, toute composée
d’applications de classe ¢! I'est encore.
Si B est bilinéaire et f,g sont €, B(f,g) I'est.

Soit f : % — F, d'applications coordonnées
(fi,-..,f) dans une base de F. f est de classe ¢!
si et seulement si toutes les f; le sont.

Théoréme : IMPORTANT - Caractéri-

sation avec les dérivées
partielles

f est de classe €' si et seulement si, dans une
base quelconque de E, toutes les dérivées partielles
de f existent et sont continues.

Soit fe €Y (%, F), y e €' (0,11,%), a=y(0) ef b=y(1).
Alors

1
fb) - fla)= fo df iy (1) dr.

Corollaire : Caractérisation des
fonctions constantes sur

un ouvert connexe par
arcs

Si fe€(u,F) et % est connexe par arcs, alors f
est constante si et seulementsid f=0.

VI Gradient et points critiques

Définition - Propriété : Gradient

Soit E un espace euclidien, % un ouvert de E,
f 2 — R une fonction différentiable. Alors pour
tout a e %, il existe un unique vecteur noté Vf(a) ou
g—rgaf(a) et appelé gradient de f en a tel que pour
tout he E, df(a)(h) = (Vf(a)|h).

Soit E un espace euclidien, % un ouvert de E,
f:% — R une fonction différentiable. Sil'on fixe une
base orthonormée de E, le coordonnées de Vf(a)
dans cette base sont

(ﬂ(a),.. i(u)).

0x1 " oxp

Définition : Point critique

Soit f: % — R différentiable.

On dit que a est un point critique de f lorsque
df(a)=0.

Si E est euclidien, cela équivaut & Vf(a) =0.

Propriété : Condition nécessaire
d’extremum local

Soit % ouvert (fres important) et f: % — R diffé-
rentiable en ae%.

Si f présente un extremum local en a, alors a est
un point critique de f, c'est-a-dire d f(a) =0.

V" Géomeétrie différentielle

-~ -

Définition : Vecteur tangent

Si A est une partie de E, ae€ A. Un vecteur ve E
est dit tangent & A en a lorsqu'’il existe £ >0 et un arc
y:1-¢,e[— A, dérivable en 0 tel que y(0) = a et y/(0) = v.

Définition : Ligne de niveau

Soit %2 unouvertde E, f: % — R, LeR.
On appelle ligne de niveau A pour f I'ensemble

Ay={ue, fw=M.

Si E est euclidien, f est différentiable et la ligne
de niveau Ay # @ (d'équation f(u) = 1), alors pour
tout ae Ay, Vf(a) est orthogonal a tout vecteur tan-
gentd Ay en a.
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Corollaire

Si f est différentiable sur I'ouvert % de R? & va-
leurs réelles, ¢ la courbe d'équation f(x,y) = A (dite
implicite), ag = (xo, yo) € % alors si Vf(a) #0, c’est un
vecteur normal a € en ay.

Soit % ouvert de R?, f:% — R différentiable.
Soit S <R3 la surface représentative de f, c'est-
a-dire

S:{(x,y,Z)elR3| (x,y)e%,z:f(x,y)}.

. UxR — R

Soit ¢ :

(x,,2) — z-f(xY)

L’ensemble des vecteurs tangents a S en
ap = (x0, Y0, 20) € S est un plan vectoriel P de vecteur
normal Ve(a), donc d’'équation Ve(a)- (x,y,z) = 0.

On appelle espace tangent a S en ay le sous-
espace affine ag+ P, d’équation Ve(ag) - (a— ag) =0
oU a=(x,y,2) € R3.
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