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chapitreXXX

Calcul difféerentiel

Extrait du programme officiel :

L'objectif de ce chapitre est de présenter les premiéres notions de calcul différentiel dans le cadre des espaces vectoriels normés
de dimension finie sur R. Ce chapitre fait intervenir  la fois des aspects intrinseques et calculatoires, permettant ainsi de développer

la compétence « Représenter .

La différentielle d'une application en un point est introduite & I'aide d'un développement limité. De nombreuses questions se
rameénent, via la paramétrisation de chemins, & des énoncés relatifs aux fonctions d'une variable réelle. En particulier, les dérivées

partielles fournissent un outil de calcul dans le cas ouU I'espace de départ est muni d'une base.
Les fonctions considérées dans ce chapitre sont définies sur un ouvert d'un R-espace vectoriel normé de dimension finie et a
valeurs dans un R-espace vectoriel normé de dimension finie. Le choix d'une base de I'espace d'arrivée permet de se ramener au

cas des fonctions a valeurs réelles.

Contenus

Capacités & commentaires

a) Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

Dérivée de I'application f au point a selon le vecteur v.

Dérivées partielles dans une base.

Notations D, f(a), Dy f.

Notations 2L (), 9, f(@.

Lorsqu'une base de E est fixée, I'identification entre f(x) et
f(x1,...,xn) est autorisée.

b) Différentielle

Application différentiable au point a.

Si f est différentiable en a, alors f est continue en a et dérivable
en a selon tout vecteur.

Différentielle de f en a, encore appelée application linéaire tan-
gente & f en a.
Relation d f(a)-v=Dy f(a).

Application différentiable sur un ouvert Q. Différentielle sur Q.

Cas particuliers : application constante, restriction a un ouvert
d'une application linéaire.

Lien entre différentielle et dérivées partielles.
Matrice de d f(a) dans un couple de bases. Matrice jacobienne
d'une application définie surun ouvert de R" & valeurs dans R™.

Cas des fonctions d'une variable : si Q est un intervalle ouvert de
R, la différentiabilité de f en a équivaut & la dérivabilité de f en
a;relation f'(a) =d f(a)-1.

Notation o(h). Développement limité a I'ordre 1.

Notations d f(a), d f(a) - v.

Notation d f.

c) Opérations sur les applications différentiables

Différentielle d'une combinaison linéaire d'applications différen-
tiables, de B(f,g) oU B est bilinéaire et f et g sont deux applica-
tions différentiables.

Différentielle d'une composée d'applications différentiables.

Dérivée le long d'un arc : si y est une application définie sur I'in-
tervalle I de R, dérivable en ¢, si f est différentiable en y(z), alors
Fe' @ =dfy) -y ®.

Dérivées partielles d'une composée d'applications différen-
tiables.

On utilise I'existence d'un réel positif C tel que, pour tout (u, v), on
ait [|B(u, v)| < Cllull lIv]l. Tout développement sur les applications
bilinéaires continues est hors programme.

Interprétation géométrique en termes de tangentes.
Cas particulier fondamental : y(¢) = x + th.
Dérivation de t— f(x1(D),..., xn(1)).

Regle de la chadine calcul des dérivées partielles de
U1ye-c s um) — fx1 W, ..., um)y- oo, Xp (U1, ..., Um)).

d) Cas des applications numériques
SiI'espace E est euclidien, gradient en a d'une application nu-

mérique différentiable en a. Expression du gradient en base or-
thonormée.

Point critique d'une application différentiable.

Le théoréme de représentation des formes linéaires dans un es-
pace euclidien est établi a ce stade.

Notation Vf(a).

Interprétation géométrique du gradient : si Vf(a) # 0, il est coli-
néaire et de méme sens que le vecteur unitaire selon lequel la
dérivée de f en a est maximale.
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Contenus

Condition nécessaire d'existence d'un extremum local.
Exemples de recherche d’extremums globaux.

Capacités & Commentaires

e) Vecteurs tangents a une partie d'un espace normé de dimension finie

Si X est une partie de E et x un point de X, un vecteur v de E
est tangent a X en x s'il existe € >0 et un arc y défini sur | —¢, e[
dérivable en 0 & valeurs dans X, tels que y(0) = x,y'(0) = v.

Cas oU E =R3 et oU X est le graphe d’une fonction f différen-
tiable sur un ouvert de R2.

Si f est une fonction & valeurs réelles définie et différentiable sur
un ouvert de I'espace euclidien E, si X est une ligne de niveau
de f, alors les vecteurs tangents a X au point x de X sont ortho-
gonaux au gradient de f en x.

Plan affine tangent & une surface d'équation z = f(x,y) : équa-
tion cartésienne.

Le théoréme des fonctions implicites est hors programme.
= PC : électrostatique.

f) Applications de classe ¢!
Une application f est dite de classe € sur un ouvert Q si elle est
différentiable sur Q et si d f est continue sur Q.

L'application f est de classe €' sur Q si et seulement si les dé-
rivées partielles relativement & une base de E existent en tout
point de Q et sont continues sur Q.

Opérations algébriques sur les applications de classe €.

Si f est une application de classe ¢! de Q dans F, si y est une
application de classe ¢! de [0,1] dans Q, si y(0) = a,y(1) = b, alors :

1
f(b)—f(a):fo dfiy()-y(ndt.

Si Q est connexe par arcs, caractérisation des fonctions
constantes sur Q.

Démonstration non exigible.

S PC : circulation d'un champ de vecteurs dérivant d'un poten-
fiel.

Démonstration pour Q convexe.

g) Applications de classe ¢*

Dérivées partielles d'ordre .

Une application est dite de classe €* sur un ouvert Q si ses déri-
vées partielles d'ordre k existent et sont continues sur Q.
Théoréme de Schwarz.

Opérations algébriques sur les applications de classe €*. Com-
position d'applications de classe €*.

Exemples d'équations aux dérivées partielles du premier et du
second ordre.

ok f

Notations ———— ,
(3le ...Ole

0j,---0j, f-
La notion de différentielle seconde est hors programme.
= PC : laplacien.

Démonstration non exigible.
Démonstrations non exigibles.

Les étudiants doivent étre capables d'utiliser un changement de
variables dans les deux cas suivants : fransformation affine, pas-
sage en coordonnées polaires. L'utilisation de tout autre chan-
gement de variables suppose une indication.

La notion de difféomorphisme étant hors programme, I'expres-
sion des solutions en fonction des variables initiales n'est pas un
attendu.

s PC : équation de la diffusion thermique, équation de propa-
gation.
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Plan du cours
XXX Calcul différentiel

I  Dérivées partielles 3
1 Compléments sur la continuité des fonctions de variable vectorielle . ... ... ... .. .... 3
2 Dérivées partielles . . . . e 4
3  Fonctionsde classe €1 . . . ... 6
4 Fonctions de Classe €K . . . . .. e 10
Il Applications 12
T EXIrEemMUMS . e e e e 12
2  Equations aux dérivées partielles . . . . . . oo 14
Il Différentielle 15
1 Différentielle en un point . . . .. 15
2 CaspartiCuliers . . . .. e e e 16
3 Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles . . . . . . ... e 17
4 Lien entre différentielle et dérivées partielles . . . . . .. ... 18
5 Mafricejacobienne . . . .. e 19
IV Opérations sur les différentielles 19
1T Combindisons INEAIres . . . . . . . e e e e e e e e e 19
2 Image parune application bilinéaire . . . . . . ... . 19
3 ComMPOSITION . . o e e e 21
V Classe ¢! 22
VI Gradient et points critiques 23
VIl Géométrie différentielle 24

Dans tout le chapitre, E et F désignent des R-espaces vectoriels normés de dimension finie nulle, 22 désigne un
ouvert de E.

| Dérivées partielles

Dans cette partie, % est un ouvert non vide de RP, oU pe IN*.

1 Compléments sur la continuité des fonctions de variable vectorielle

Remarque

Si f:(x1,...,xp) € RP — f(x1,...,xp) € F est une fonction de n variables, la continuité des applications partielles
xi = f(x1,...,xp) (les x; pour j # i étant fixés) ne garantit pas celle de f.

Exemple

Si (x,) # (0,0

X
frlny)—1{ P +y?
0 sinon
a des applications partielles x — f(x,00 = 0 et
y— f(0,y) = 0 continue en 0, mais est discontinue en
(0,0) car f(x,x)# 0.

Lemme : « de partition »

Soit A une partie de E, f: A— F, By, B, deux parties de A telles que BiUB, = A, a€ BynB,, {€F.
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Si fip, (x) — ! et fip,(x) — 0 alors f(x) — ¢
En particulier, si a€ A, f est confinue en a.

\——

Exemple
1+ x2)si
(+2)siny o Lo,
f:xy— y
1+x% sinon.

est contfinue sur R2.

2 Dérivées partielles
% est toujours un ouvert de RP.

Définition
Soit f:% — R une fonction, a = (ai,...,ap) €%, j€[1,p]. On appelle j¢ application partielle de f en a
I'application t— f(ay,...,aj-1,t,aj1,...,ap).

Remarque
Le domaine de définition d'une application partielle peut étre compliqué, mais c’est toujours un ouvert de R.

Définition : Dérivées partielles

Soit f:% =R, a=(ai,...,ap) €%, j€[1,p]. On appelle je dérivée partielle de f en a, lorsqu’elle existe,
of

la dérivée de la je application partielle de f en a. On note d; f(a) = F
J

(a) le nombre dérivé en ce point.

7 e 7 ° . 7 e . a
On appelle je dérivée partielle la fonction définie sur 2 par a— %(a).
J

Remarques

R1— Comme on en a déjd I'habitude, calculer la je dérivée partielle revient & fixer les coordonnées selon tous les
autres vecteurs de bases et dériver par rapport & la seule variable x;.

of  flar,..,aj-1,t,a541,...,an) - f(ay,...,an)
im 5
axj t—aj t—aj

of

R2— En général, p=2 ou 3. Si p=2, par exemple, on note plutdt f(x,y) que f(x1,x2). On notera alors volontiers 3

et % les deux dérivées partielles selon la PREMIERE ou la DEUXIEME variable. En mathématiques, on dérive

selon une position et non « par rapport & une variable », dont le nom n'importe pas.

Exemple
f:(yx) -—»xyz.
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Exemple

Dérivées partielles en tout point de

X yZ

fixyeR2—{ x2+y4
0 sinon

si (x,) # (0,0)

Les application partielles x — f(x,0) et y — f(0,y)
sont-elles contfinues en 02
f est-elle continue en (0,0) 2

Remarque

Et donc Al’exisfence de dérivées partielles n'implique pas la continuité |

Définition : Extension aux fonctions a valeurs vectorielles

Soit %« ouvert de R” et f: % — R". On note f=(fi,..., fu) : fi estla i® composante de f.

On dit que f admet des dérivées partielles en a e % si chacune des f; admet une dérivée partielle
en a.

On appelle alors dérivée partielle de f en ale vecteur

of . _(%h 0fn
ox; (a) = ox; (a),...,axj (@)].

Exemple
Dérivées partielles en tout point de

f:(r,0,¢) — (rsinfcos¢, rsinfsing, rcosh).

Définition : Matrice jacobienne

Soit % ouvert de R” et f:% — R". On note f = (f1,..., fn).- On appelle, lorsque existe, matrice jaco-
bienne de f en a la maftrice

of;
Jr(a) = (—f’_(a)

0x; ) 1<i<n

I<jsp

Remarques
R1- Ccefficient (i, j) : dérivée de f; par rapport a x;, dans I'ordre.

R2— Jp(a) € Mn,pR)
Doncssi f:RP — R, c’est une matrice ligne (le gradient Vf(a)).
Etsi f:R—1R", c’est une matrice colonne. En fait, J¢(a) = f'(a) si on confond n-uplet et vecteur colonne.

Exemples

E1- Matrice jacobienne du changement de variables en coordonnées polaires : f: (r,0) — (rcosf, rsin6).
E2 - Matrice jacobienne du changement de variables en coordonnées cylindriques : f: (r,0,z) — (rcos0,rsinb, z).
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E3— Matrice  jacobienne du changement de  variables en  coordonnées  sphériques
f:(r,0,¢)— (rsianos(b,rsinBsin([), rCOSH).

3 Fonctions de classe ¢!

-~ -

Définition

Soit f: — R"™. On dit que f est de classe €' sur  lorsqu’en tout point de %, les dérivées partielles
de f existent, et que ces dérivées partielles sont continues.
On note €' (%, R I'ensemble de ces fonctions.

Propriété

On note f=(fi,..., fn). Alors f est de classe €' si et seulement si chacune des f; I'est.

Propriété

Pour tout neN, €' (%,R") est un R-espace vectoriel et €' (%,R) est une R-algébre.

Remarques
R1— Il suffit donc de travailler sur les fonction f: % — R.

R2 - Onrappelle que I'on note, pour f:E—F, f(h) = \ o0 (h) lorsque
—VE

n|g= hlg),
l7lp=, o, hip)

aufrement dif lorsque
QI
Ikl h—0g

Cela revient aussi a écrire que
f) =lhlgeh)
ou
e(h)

0F.
h—og ©

Comme on fravaille en dimension finie, n'importe quelle norme convient.

Théoréme : DL,

Soit f: — R de classe €' et ae . Pour tout he RP tel que a+he %,
f f

0 (a)+-~+hp6 (@)+ o (h).
X1 Xp h—0

f(a+h)=f(a)+h16— 6_

Démonstration

Admis provisoirement. O

Corollaire
Une fonction de classe ' est continue.
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Exercice : CCINP 33

On pose : V (x,y) € R?\{(0,0)}, f(x,y) =

£(0,0)=0.

—_

Xy

et

- 0.75

- 0.50

; . ) ~0.25

. Démontrer que f est continue sur R-. L 0,00

—0.25

2 22 . —0.50
Démontrer que f admet des dérivées partielles

en tout point de R?.

f est-elle de classe C! sur R? ? Justifier.

715190 -1.00

. Par opérations sur les fonctions continues, f est continue sur I'ouvert R\ {(0,0)}.

On considére la norme euclidienne sur R? définie par Vv (x, yE RZ, ||(x, M2 =1/ x% + y2.
OnaV(x,y eR?, x| < lI(x, Y2 et [yl < l1(x, Y.

2
lxliyl (e p)ll2)

On en déduit que V (x, y) € R2\ {(0,0)}, ,¥) — £(0,0)]| = <
que ¥ (1) RO, 0. 17, ) = FO0.00 = 1o o S e i

= Il Pl ———0
Y (x,y)—(0,0)

On en déduit que f est continue en (0,0).
Ainsi f est continue sur R?.
Par opérations sur les fonctions admettant des dérivées partielles, f admet des dérivées partielles en tout

point de I'ouvert R2\{(0,0)}.
En (0,0) :

Pn})% (f(£,00- f(0,0)) =0, donc f admet une dérivée partielle en (0,0) par rapport & sa premiére variable et

of 0 oy
5,00 =0.

De méme, P"})% (f0,5-f0,0)=0.Donc f admet une dérivée partielle en (0,0) par rapport & sa seconde
variable et ﬂ(0,0) =0.

dy
of I

. ) ) 0 . .
D’aprés le cours, f est de classe C! sur R? si et seulement si I et 3 existent et sont confinues sur B2, Or,
X y

3

0
vy eR 10,0}, Lioy=—L
X e
of 1 _of 1 of
Onremarque que Vx>0, ax (x,x) = ok Donc, xlgg+ Ix (x,x) = —2\/2 # Fye (0,0).
On en déduit que % n’est pas continue en (0,0). Donc f n’est pas de classe C! sur k2.
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Exercice : CCINP 52
Soit @ € R. On considére I'application définie sur R?

4
Yy .
—_ , 0,0
par f(x,) =4 Zry2—xy si (x,y) #(0,0)

a si (x,y) =(0,0).
1. Prouver que : V(x,y) eR?, x>+ y2 —xy > %(x2 +32).
2. (a) Justifier que le domaine de définition de f
est bien R,
(b) Déterminer a pour que f soit continue sur
R2.
3. Dans cette question, on suppose que a =0.
of of
0

(a) Justifier l'existence de — et

sur
0x

R?\{(0,0)} et les calculer.

(b) Justifier I'existence de g(0,0) et of
0x oy

(0,0) et
donner leur valeur.

(c) f est-elle de classe ¢! sur R??

1. Soit (x,y) eR2. x2 +y%2 —xy— %(x2+y2) = %(x2+y2—2xy) = % (x—y)2 >0.
Donc %2+ y2 —xy> %(x2 +32).
2. (a) Soit (x,y) e R?.
D'aprés 1., x> +y?—xy=0=x*+)*=0=x=y=0.
Ainsi, f est définie sur R2.
(o) D’aprés les théorémes généraux, f est continue sur B2\ {(0,0)}.
2yt 2% +yH)?

D'apres 1., pour (x,y) # (0,0), 0 < f(x,y) < Z4y? < e

Ainsi, 0< f(x, ) <2x*+y%) — 0.
ooy Y (x,5)—(0,0)
Or: f est continue en (0,0) < f(x,y)( —  f(0,0)=a.

x,y)—(0,0)
Donc : f est continue en (0,0) < a =0.
Conclusion : f est continue sur R? < a =0.

3. (a) D'aprés les théorémes généraux, f est de classe €' sur R?\{(0,0)}.

of -yt@2x-y) of 2y° —3xy* +4x2)3
V(x, 1) €eR2\V{(0,0)}, =L (x, )= —2— P ot L(x,yy="2_ "L T
(x,y) eRZ\{(0,0)} 3 ) Z iy —ay? ay(x ) oty —ny?
(b) Pourtout x#0, f0= /0.0 =0 — 0, donc g(0,0) existe et g(0,0) =0.
x-0 x—0 0x 0x
Pour tout y #0, f0.9)=/0.0 =y — 0, donc g(0,0) existe et g(0,0) =0.
-0 y—0 oy o0y
0
(c) Iif f

X
Pour cela, il suffit de montrer qu’elles sont continues en (0,0).

V(x,y) eR2\ {(0,0)}' onnote r=4/x2+y2. Onadlors [x|<r ety <r.
De plus, (x,y) = (0,0) <= r — 0.

D'aprés 1. et I'inégalité triangulaire,

of of lytex-»|  rter+n

—(x,y)—-==(0,0)) <4 < =12r — 0.

’6x (x,») dx( )’ 2122 s r—

b 0 2y° -3xy*+4x%y3| _ 2r%+3r%+4r°

‘—f(x,y)——f(o,m‘<4| yodufedry|  arssridr o

ay oy (x2 +y2)2 rt r—0
aof _, of . . 5

Donc I et @ sont continues en (0,0) ef par suite sur R=.

Ainsi, f est de classe ¢! sur R?.
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Propriété : Regle de la chaine

Soient %,V deux ouverts respectifs de RP et R" et ae %. Soient

/4 — ¥

(xl)'--)xp) —_ (fl(xlru-)xp))”'rfn(xl)'-wxp))

174 — R
Weenyn) — &n,--¥n)

deux fonctions de classe €*. Alors go f =go(fi,..., fn) €st de classe €* et pour je[1,p],

0fk

0(go 2 @
%eoh, )—Z—g(f(a))—(a)

0x; k=19Yk

Démonstration

Admis provisoirement. |

Exercice : Changement de variable et gradient en polaire
Soit % = R?\{(0,0)}, V =]0,+oo[xR, fe €1 (% R),

v — R

(r,0) — f(rcos@,rsinf)

ii(0) = (cos0,sin0) et v(0) = ' (0).
1. Montrer que g est de classe ¢! sur V.

2. Si(r,0) € V, on note x =rcosf et y = rsinf. Exprimer les dérivées partielles de g en (r,0) en fonction des dérivées
partielles de f en (x, y).

f of

3. Exprimer le gradient (—(x y), (x y)| dans la base (ii(9), 7(9)) en fonction des dérivées partielles de g en (1,0).

1. Facile.

2. g—f(rﬂ):COSG%(x,y)+sin9%(x,y). et g—g(rﬁ):—rsin@%(x,y)+rcoseg(x,y).

2 o L x) = Erorior s s
S8 (ax(x,y), ay(x,y) = ar(r,9)bt(t9)+ rag(rﬁ)v(G).

Cas particulier : important

Siy:R—R3 et f:R3— R sont de classe €', en notant, pour te R, y(t) = (x(£), y(£), z(1)),

(foy)' (1) =x"(2) f()/(t))+y(t) f()/(t))+z (1) f(Y(t))

Corollaire

Soient %,V deux ouverts respectifs de RP et R" et ae %. Soient f:% —V et g: V — R4 deux fonctions
de classe €. Alors go f est de classe €' et pour je[1,p] et £€[1,q],

0(geo f) 0(gof)e 0ge 0fk
Fr (a) = o, ()—Z ayk(f(”” ox; (a)

k=1

En particulier,
Jgor(@) = Jg(f(@)]f(a).
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Exercice

Calculer les dérivées partielles de & : (x,y) — g(x + y,xy) par la régle de la chaine puis par les matrices jaco-
biennes.

Exercice
Calculer la dérivée de g: t— f(tay,...,tay) oU fe €' (R”,R) et a=(aj,...,an) e RP.

4 Fonctions de classe ¢*

Définition : Dérivées partielles d’ordre supérieur

Soit 2 ouvert de RP, f:% — R". On appelle derivée partielle d’ordre k€ IN*, une dérivee a—w ou ¢ est

2
une dérivée partielle d'ordre k-1 de f. Les dérivées partielles d'ordre k sont de la forme

(e e (o))
0x;, \0x;,_, 0x;, \0x;,

okf .
————=0;.-0;fOU i1,..., ik € [1,p].
0xj, ---0x;  * nf 00 h-oor ke [Lp]

noté

S -

Définition

Soit ke IN*, 2 ouvert de RP, f:% — R". On dit que f est de classe €* si toutes ses dérivées partielles
d’ordre k existent et sont continues.
On dit que f est de classe € si elle est de classe €¢* pour tout keIN.

On note f=(fi,..., fn), ke NU{+oo}. Alors f est de classe €* si et seulement si chacune des f; I'est.

Théoréme : de Schwarz

Soit a ouvert de R”, f:% — RP de classe €.
Alors, pour fout i,j€[1,p] tel que i #j,

?f ?f

axl‘ax]‘ - 6xj6x,- '

Démonstration

Non exigible. O
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Exercice : CCINP 57

1. Soit f une fonction de R? dans R.

(@)

(b)

2. On considére I'application définie sur R2 par

(a)
(b)

1. (a)

(b)

Donner, en utilisant des quantificateurs, la
définition de la continuité de f en (0,0).

Donner la définition de «f différentiable en
(0,0)n.

x2_y2
xy—— Si(x,y) #(0,0)
f(x’y): yx2+y2 Y

0 si(x, ) =(0,0)

Montrer que f est continue sur R?,

Montrer que f est de classe ¢! sur R

f est continue en (0,0) < Ve>0, Ja >0/ VY(x,y) €R?, I, NIl <a=|f(x,y)— f(0,0)] <e.
|- désigne une norme quelconque sur R? puisque toutes les normes sont équivalentes sur R? (espace
de dimension finie) .

f est différentiable en (0,0) < 3L e L, [®R2,R)/ au voisinage de (0,0), f(x,y) = £(0,0)+ L(x, y) + o(ll (x, p) .

Remarque : Comme R? est de dimension finie, si Le L®?,R) alors L € Ly (R?,R).

2. On notera |I.| la norme euclidienne usuelle sur R?.
Onremarque que V (x,y) e R?, x| < ll(x, »)ll et [yl < Il (%)

(Q)

(x,y) — x>+ y? et (x,y) — xy(x?—y?) sont continues sur R?\{(0,0)} et (x, y) — x>+ y? ne s’annule pas sur R\ {(0,0)}
donc, f est continue sur R2\{(0,0)}.
Continuité en (0,0) :

On q, en utilisant (*) et I'inégalité triangulaire, |f(x, y) — f(0,0)| = <IxLIyl < I, 112

xJ’ o y
Donc f est confinue en (0,0).

f est de classe €! sur R? si et seulement si % et % existent sur R% et sont continues sur R2.

f admet des dérivées partielles sur R?\{(0,0)} et elles sont continues sur R?\{(0,0)}.

of x5—4x3y2—xy4

K} 4 4 2.3_.5
f = 2YIAY =Yy OF
ay (x2+y2)2

De plus, V (x,y) € R? - {(0,0)}, == (x,

e plus, ¥V (x,y) € {(0,0)} ox (x,y) (x2+y2)2
Existence des dérivées partielles en (0,0) :
R*, flx, o) f(O 0) flx, 0) f(0 0)

(**)

Vxe =0, donc hm =0; donc 6f (0,0) existe et af £(0,0) =

«  fO,)-f(0, 0) . fON-f0,0 _ . of _f _
De méme, V yeR*, = 0, donc Jl,lil’}) 5= = 0; donc o7 (0,0) existe et o 0,0) =
Continuité des dérivées partielles en (0,0) :

D’aprés (*) et (**), V (x, y) € R2\{(0,0)},

of ’ 6l1(x, )I1° ‘ 6l (x, II°
= (x| < —— =6l(x, )l et | == (x,y)| < ——Z— =6l(x, p)I.
' Ix ,yf)u4 yf ”(]: PIE jf
Donc (x'yl)lm(0 a 3 (x,y)=0= 7 0,0) eT( yl)lm(0 9 3y (x,y)=0= 3y (0,0).
Donc % et % sont continues en (0,0).

Conclusion : g—f

L et % existent et sont continues sur R, donc f est de classe C! sur R?.
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Exercice

L'intérét de la fonction de I'exercice précédent (due a Péano) est d'étre un contre-exemple au théoréme de
Schwarz.
f *f

(0,0) et ——(0,0). Qu’en conclut-on?

lculer ——
Calcule 0x0y 0yox

On trouve, en calculant les applications partielles, ou en prenant directement les taux d’accroissements, -1 et

On en déduit que f n'est pas de classe €2.

Soit ke IN U {+o0}.

(i) Toute combinaison linéaire, toute composée, tout produit, tout quotient de fonctions de classe €*
I'est encore.

(i) Si B:R™ xR —R", bilinéaire, f:«% —R™ et g:% — R4 de classe €* alors B(f, g) est de classe €*.
(i) Toute fonction polynomiale a n variables est de classe € sur R™.

(iv) Toute fonction rationnelle (quotient de fonctions polynomiales) est de classe € sur son domaine
de définition.

Démonstration

Non exigible. O

Il Applications

% désigne toujours un ouvert de RP.

1 Extremums

Définition : Extremum
Soit Aune partie de R”, ape A, f: A—R.

(i) On dit que f présente en ay un maximum (respectivement minimum) local s'il existe r > 0 tel que
pour tout a€ B(ag, 1), f(a) < f(ag) (respectivement f(a) > f(ap)).

(i) On dit que f présente un maximum (respectivement minimum) global si cette inégalité est en fait
valable pour tout a e A.

Définition : Vecteur gradient

Soit f:% — R admettant des dérivées partielles en ae 2. On appelle gradient de f en a le vecteur

— orad — ﬂ ﬁ p
Vf(a) =grad f(a) = axl(a),...,axp(a) e R”.

Lorsque Vf(a) =0, on dit que a est un point critique de f.

Propriété : Condition nécessaire d’extremum local

Soit % ouvert (tres important!) de RP, ae %, f:% — R admettant des dérivées partielles en a.

Si f présente un extremum local en a, alors a est un point critique de f, c'est-a-dire que toutes les
dérivées partielles de f en a sont nulles.

La réciproque est fausse, et un contre-exemple est appelé point selle ou point col.

Calcul différentiel - page 12


https://mp1.prepa-carnot.fr

J. Larochette Version du é avril 2022

Démonstration

Il suffit d'appliquer, pour tout i, la propriété connue a la fonction numérique ¢~ f(as,...,,a;_1,t,aj+1,-..,an) QUi
admet un extfremum en a;. O

Exemple

frloy—x2—y?

présente un point selle en (0,0).
La surface porte le doux nom de paraboloide hy-

perbolique.

Le seul point critique est (0,0) et f(x,0) >0, f(0,y) <0.

fg Méthode : Recherche d’extremum

(i) Soit f:% — R admettant des dérivées partielles sur 2. Pour déterminer des exiremums locaux de f on cherche
ses points critiques.
Puis, pour chaque point critique a, on étudie f(a+ h) - f(a) pour h proche de 0. Comme a est un point critique,
les termes obtenus dans la différence sont au moins d'ordre 2.

(i) Si ¢ n'est pas un ouvert, on le décompose en son intérieur (ouvert) et son bord. Sur le bord, on étudie « & la
mainy, en général a I'aide d'un paramétrage du bord.

(i) Si f:K— TR oU K est un compact, on est assuré de I'existence d'un minimum et d'un maximum globaux. On
les cherche comme dans la méthode précédente.

Exercice

x4

Déterminer les extremums de
f:(x,y)EIszyz—x2+?. \ A

On trouve frois points critiques : (+1,0) et (0,0).
(0,0) est un point selle en regardant f(x,0) et £(0,y). W

2
(+1,0) : minimum global. f(1+h,k) = k> + h?(h+2)2.

&
\- 3
= R N )
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Exercice

Soit
f:xy GRZHx2+xy2

K:{(x,y)elR_zH x+y<1}

Montrer que f atteint un minimum et un maximum
sur K et trouver tous les points en lesquels ils sont at-
teints.

K est fermé borné en dimension finie donc com-
pact.

Donc f atteint un minimum et un maximum sur K.

Sur K, il n'y a qu’un point critique (0,0) ¢ K qui est
exclu d'emblée.

On parametre les trois cdtés du bord, et on trouve
que le maximum est 1 atteint en (1,0) , et le minimum
est 0 atteint en tout (0, 7).

2 Equations aux dérivées partielles
Exemples : fondamentaux

, 0 . . . =
E1- Résoudre é(x,y) =0dans €' (@, R) oU % =R? puis R2\{(0,0)} puis R\ B(0,1).

E2 - Résoudre g(x,y) = g(x) dans €' (R?,R) oU he €(R).

E3— Résoudre g(x,y) =g(y) dans €' (R?,R) oU he € (R).

. 02
E4 - Résoudre a—];(x, y) =0 dans €2 (R?,R).
X

. o f 2 (2
E5— Résoudre axay(x,y) =0 dans €° (R4, R).
g Méthode

« Savoir résoudre les EDP fondamentales auxquelles on se raméne systématiquement :
of _ of _ of _
o 0 ax (x,) =g ox (x,y) =81
’f ’f
@(x,y)—o axay(x,y)—O

« Dans la pratique, on s'y rameéne via un changement de variables (u, v) = ¢(x, y), en écrivant f(x,y) = g(u, v)
et en remplacant soit (x, y) en fonction de (u, v), soit (1, v) en fonction de (x, y).

« La changement de variable doit éire bijectif, entre deux ouverts et suffisament régulier (classe ¢! ou €2
suivant I'ordre de I'équation.)

« S'iln'est pas donné, il doit étre affine ou polaire.

o Appliquer la régle de la chaine (ou utiliser des matrices jacobiennes) pour exprimer les dérivées de f en
fonction de celle de g ou I'inverse, et simplifier I'EDP.

Exercice
2 of of 1(R2) & P .
Résoudre 2a(x, ¥ - G_y(x’ y) =0 sur ¢! (R?) a I'aide du changement de variable (u,v) = ¢(x,y) = (x+y,x+2y), en
vérifiant que ¢ est une bijection de R? sur R?.

La matrice du changement de variable est inversible.
Solutions : f: (x,y) — g(x+2y) oU ge € (R).
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Exercice

f of

Soient a,b e R. Résoudre ag—x(x, y)+ ba(x,y) =0 sur ¢! (R?) & I'aide du changement de variable affine.

Exercice : Résoudre I'équation des cordes vibrantes
sur €2 (R?).

Exercice
Soit 7 =]0, +oo[x ]—%, g[ et ¢ : 7 — R? défini par ¢(1,0) = (rcos B, rsind).
Déterminer un ouvert % de R? tel que ¢ soit une bijection de 7 sur 2.

Résoudre
g(x )—x%(x )=0
Yox oY dy V=
sur ¢, R).
% =R} xR.

Solutions : (x,y) — g (x? +y?) oU ge €' (RY).

Exercice
A I'aide du changement de variable (u,v) = (x, %) résoudre sur €2 (%) oU % =R xR,
0 f > f 2f
2 2
~ 9 ’ 2 » ~ 9 ) =
X 6x2(x )+ xyaxay(x y+y 6y2(x =0

Solutions : (x, ) »»xg(%) +h(£) oU g, he €*R}).

Il pifférentielle
1 Différentielle en un point

Rappel :si I estintervalle de R, f:1— F est dérivable en a«€ I si et seulement si f admet un développement limité &
I'ordre 1 en a si et seulement si on a un vecteur be F tel que

fla+h) =f(a+hb+ o (h)
h—0R

(et, dans ce cas, b= f'(a)).
Nous allons généraliser cette idée aux fonctions définies sur une espace vectoriel normé de dimension finie E.
-~ -

Définition : Application différentiable en un point

Soit f définie surun ouvert % de E, a valeurs dans F. Soit a un point de 2. On dit que f est différentiable
en a lorsqu'il existe une application linéaire ¢, de E dans F telle que, au voisinage de 0g,

fla+h)=fla)+,(h)+ o (h)
h—0g

OU encore, au voisinage de a,
fx) :f(a)+€a(x—a)+xga(x—a).

Lorsqu’elle existe, I'application ¢, est unique et appelée différentielle de f au point a ou encore
application linéaire tangente & f en a, notée d f(a) e Z(E,F). On a donc

fla+h)=fla)+df(@(h)+ o (h)
h—0g
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Remarques

e S E — Z(EF 2. TG :
R1 - Lorsque cela a du sens, on définit donc une application d f : appelee difféerentielle de f.
a — df(a
R2 - On note parfois d f(a)-h au lieu de d f(a)(h).

R3— L'unicité vient du

Si @ e L(E,F) est telle que ¢(h) = ho O(h), alors ¢ est I'application nulle.

Démonstration

@(h) = ||kl e(h) avec (h)

OF.
h—0g F

Alors pour tout xe E, te R}, to(x) = @(tx) = tl x|l e(tx) donc ¢(x) = || x| (tx) ﬁ0F~
Donc pour tout x€ E, ¢(x) =0F. O

Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

Démonstration

Par continuité de I'application linéaire en dimension finie (celle de E suffit) d f(a), en passant a la limite dans le
développement limité, fla+h) - f(a) 0f. O

h—0g

2 Cas particuliers

Propriété : Cas d'une fonction d’une variable réelle

Dans le cas d'une fonction f:1— F, f est dérivable en a si et seulement si elle est différentiable en
a.
Dans ce cas, df(a): h— hf'(a) et en particulier f'(a) =d f(a)(1).

Propriété : Cas d’'une fonction constante

Si f:u < E — F est constante, elle est différentiable en tout point de % et pour tout a € %,
df(a) =0¢k,p-

Propriété : Cas d’une fonction linéaire

Si f:% < E— F est la restriction & % d’'une application linéaire ¢ € Z(E, F), elle est différentiable en
fout point de % et pour tout ae %, d f(a) = ¢ (et donc d f est constante).

Exercice

AnR) —  Mp(R) A 8
Montrer que f: ) est differentiable en toute A€ ./, (R) et calculer d f(A).
— M

(A+ H)? = A2+ AH+ HA+ H? avec H — AH + HA linéaire et en choisissant une norme sous-multiplicative (elles
2]

TE 0 et H2 = o(H). Donc f est différentiable en A et

sont toutes équivalentes), 0 < |H?|| < IHI? donc
df(A):H— AH+ HA.
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Exercice

—_

Montrer que, si E est un espace euclidien f: est différentiable en toute ac E et calculer d f(a).

x —  lxI?

la+hl? = llal? + 2(alh) + |kI? avec h — 2(alh) linéaire et k]2 = o(k). Donc f est différentiable en a et
df(a): h— 2(alh).

Exercice

Montrer que, si E est un espace euclidien, ue £(E), f: est différentiable en toute a € E et

calculer d f(a).

Que se passe-t-il si, de plus, u est symétrique ?

(a+ hlu(a+ h) = (alu(a) + (hlu(a)) + (alu(h) + (hlu(h)) avec h— (hlu(a)) + (alu(h) linéaire et |(hlu(h)| < Al lu(h)| par
Cauchy-Schwarz (pour le norme euclidienne associée au produit scalaire) et comme |lu(h)l| — 0 par continuité,
(hlu(h)) =o(h).

Donc f est différentiable en a et d f(a) : h— (hlu(a)) + (alu(h)), ce qui devient 2(u(a)|h) si de plus u est symétrique.

3 Derivee selon un vecteur, dérivees partielles
Le fait de fravailler sur un ouvert % assure, pour a point de % et v vecteur de E, I'existence d'un § >0 (« distance
de sécurité ») tel que pour tout t€1-6,6[, a+tveu (on s'éloigne de a dans la direction de v, cela permet de définir
I'application ¢: t— f(a+ tv) d'une variable réelle au voisinage de 0.
Définition
On dit que f:% < E — F est dérivable selon le vecteur v e E au point ae %, lorsque ¢: t — f(a+ tv) est

dérivable en 0.
im fla+tv)— f(a) .

On note alors D, f(a) = ¢'(0) :lt ) ; F.

Exemple
La fonction f: (x,y) e R? — in/ 7 St (x,) #(0,0) et (0,0) sinon admet des dérivées selon tout vecteur en (0,0) et si
x=+y
2
v=(a,p) :Dyf((0,0)=0sia=0et % Sia#0.

Définition : Dérivées partielles

Soient # = (ey,...,ep) une base de E, f: % cE—F, ac ¥, je[1,p].
On appelle je dérivée partielle de f en a, lorsqu’elle existe, la dérivée de f selon le vecteur e; de
baseena:
of

0f(a)= a—xj(a) =Dejf(a)€F.

Remarques

R1— Les dérivées partielles vues pour les fonctions définies sur un ouvert de RP sont les dérivées partielles dans la
base canonique de RP.

Bien sOr la notion générale de dérivée partielle dépend de la base choisie. En ce sens, la notation De; f(a) est
la plus précise.
R2— Comme on en a déjd I'nabitude, calculer la je dérivée partielle revient & fixer les coordonnées selon tous les
autres vecteurs de bases et dériver par rapport & la seule variable x;. : en effet, en dérive
p:t— fla+re))=flarer+--+(aj+tej+---+anen)
en 0, ce quirevient aussi a dériver
tHf(alel+-~-+tej+~--+anen)

en aj.
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Exemple

Avec f:(x,y) e R? — ny 5 Si (x,) # (0,0) et (0,0) sinon, on voit que Aon peut avoir des dérivées partielles en
y

(0,0) sans avoir de dérivée selon certains vecteurs (v = (a, B) € R2, ici).

4 lien entre différentielle et dérivées partielles

Soit f:% —F, ac. Si f est différentiable en a, alors f est dérivable en a selon tout vecteur ve E et
Dy f(a) =d f(a)(v).

Démonstration

fla+tv)-f(a)
t

fla+tv)= fa)+d f(a)(tv) + tOO(t) donc ; Py d f(a)(v) parlinéarité de d f(a). O

Cas particulier
of

Soit f:% —F, ac %, %= (e,...,ep) une base de E. On note F les dérivées partielles de f dans la

3
base A.
Si f est différentiable en a, alors pour tout je[1,p],

of
d f(a)(ej) = D, f(a) = a—xj(a).

Soit B=(ey,...,ep) une base de E, f:% — F, ac % tel que f est différentiable en a.

p
Alors pour tout vecteur h=)_ hje;€E,

j=1
p af
d = L
f(a)(h) ;h, o) (@)
J
E — R o )
On notfe dx; : la forme linéaire j¢ coordonnée dans 2. Alors on a
h — h
P af
df(a) = ; a—xj(a)dxj.
J
Démonstration
C'estla linéarité de d f(a) :
P P P f
df@| Y hje; :Zh,-df(a)(e,-)zz TGl O
j=1 j=1 j=1

Remarque
Le DL, de f différentiable en a s'écrit alors

p af
fla+h) =f@+ ) hj=—(@+o(h).
j:1 0X;

]
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5 Matrice jacobienne

Définition : Matrice jacobienne
Soit p =dimE, n =dimF, % ouvert de E et f: E — F différentiable, % = (ey,...,e,) une base de E et

n
€ = (€1,...,€p) UNe base de F. On note f =) fie;.
i=1
On appelle matrice jacobienne de f en a dans les bases # et € la matrice

_(9fi
Jp@ == @ :
Xi i pel,n]x[1p]

Propriété : Matrice jacobienne et différentielle

Jy(a) =Matg, (d f (@)

Démonstration

P 4f
df(a(ej) = %(a) =) ZTZ(a)e,- permet bien de remplir la j¢ colonne de Jy(a). O
J i=19%4j

IV Opérations sur les différentielles

1 Combinaisons linéaires

Soit % ouvert de E, f,g:% — F différentiables en ae€, A, ueR.
Alors Af + ug est différentiable et

dAf +ug)(a) = Ad f(a)+pdg(a).

Démonstration
Il suffit de remarquer, par propriétés de la dérivation que J, 4 (@ = AJ ¢ (a) + pig(a) et de repasser aux applica-
tions linéaires.
Autre possibilité : on ajoute les DL; :

Af(a+h)+ugla+h) =Af(a)+ugla)+Ad f(a)(h)+pdg(a)(h) +o(h)

avec Ad f(a) +updg(a) linéaire, donc par unicité, Af + ug est différentiable et d(Af + ug) (@) = Ad f(a) + udg(a). O

Remarque
f—df est donc linéaire.

2 Image par une application bilinéaire

Lemme

Si E,F, G espaces vectoriels normés de dimension finie, B: E x F — G une application bilinéaire, alors il
existe C e R tel que pour tout xe E et y€eF,

1B, 1) ¢ < Clixlloo [ 7]

oU les normes infinies sont prises dans des bases % et € de E et F. L'équivalence des normes permet
de les remplacer par des normes quelconques (quitte a changer C).
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Démonstration

Soit B = (ey,...,en) Une base de E et € = (¢1,...,em) UNE base de F.

n m n m m
1BGe )| = B(ine,-,Zyjsj) =X Y wyiBenep| <X X |xl|yy|[Benen| <Cixloolyle
i=1 j=1 G i=1j=1 G i=1j=1 G
n m
avecC=) Y "B(e,-,s]-)“G- =
i=1j=1

Soit a ouvert d'un R-espace vectoriel normé de dimension finie, E,F,G des R-espaces vectoriels

normés de dimension finie, f:% — E et g:% — F des applications différentiables en ac % et B:ExF — G
une fonction bilinéaire.

Alors ¢ : % — G définie par ¢ : x— B(f(x),g(x)) est différentiable en a et

d¢(a): h— B(d f(a)(h),g(a)) + B(f(a),dg(a)(h)).

Remarque

Se générdlise a des applications multilinéaires.

Démonstration

1re tentative On peut voir le faire avec les dérivées selon les vecteurs. On sait, sous réserve d'existence, que
d¢(a)(h) = Dyp(a). Or

dla+th)—¢(a) _ B(f(a+th),gla+th))-B(f(a),g(a) _B fla+th) - f(a)
t t t

gla+th)-gla)
t

,gla+th)

+B(f(a),

—df(a)(h), gla+th — gla), w — dg(a)(h) et comme les applications bili-

néaires sont continues en dimension finie, on conclut directement.
En refait en fait la démonstration du résultat déjd connu pour les fonctions d'une seule variable.
Le probléme est que I'existence de dérivée selon tout vecteur ne garantit pas la différentiabilité...
2
On peut par exemple montrer que la fonction f: (x,y) — { y? flave= admet des dérivées selon tout vecteur
y  sinon
en (0,0) mais n'est pas continue , et encore moins différentiable (voir TD).

Bonne méthode On utilise les DLy : avec &1 (h) W 0etex(h) h—0> 0,

Comme L@+ -7@

¢pla+h)=B(fla+h),gla+n)=B(f@+df(@m+Ihle(h), ga+dga ) +I|hle(h)
=B(f(a), g@)+B(df(@h), g@)+B(f(@, dgla(h)+wh)

avec h— B(df(@(h),g@)+B(f(@), dg@ ) inéaire et

y(h) = |1kl B(f(@) +d f(@)(h), e2(h) + kIl B (e1(h), g(a) +dg(a)(h)+ | hll* B (e1(h), e2(h) +B(d f(a)(h), dg(a)(h))

donc

w(h) _

B(d f(a)(h), dg(a)(h)
T =B(f@+df(a)(h), e2(h)+B(e1(h), gla)+dg(@ )+ Ikl Ber(h), e2(h)+ s g )

Al

Les trois premiers termes tendent vers 0 lorsque h — 0 par continuité de I'application bilinéaire en dimension
finie.

Pour le dernier, on remarque que (x,y) — B(d f(a)(x),dg(a)(y)) est bilinéaire, donc on a d'apres le lemme un
réel C (on peut par exemple choisir la norme infinie pour k, car on est en dimension finie) tel que

“B(df(a)(h), dg(a)(h) “ _IBldf@m), dg@m)]| g _ ClhI?
Al G Al =kl

=Cllhl —0.
h—0

Donc w(h) = L2 0(h), ce qui permet d'obtenir toute la conclusion.
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3 Composition

Propriété : Différentielle d’'une composée

Soit % ouvert de E, ¥ ouvert de F, f:% — v différentiable en ae€ % et g: v — G différentiable en
b= f(a).
Alors go f est différentiable en a et

d(ge i@ =dg(f(a)od f(a).

Propriété : Matrice jacobienne d’'une composée

En munissant E, F et G de bases, on obtient

Jgo (@) = Jg(f(@) x Jf(@).

Remarque
D'ou la regle de la chaine.

Démonstration

Il suffit de composerles DL, : on écrit, avec €1 (h) o 0eter(k) Y 0, et pour simplifier la lecture , les applications
linéaires ¢ =d f(a) et v =dg(f(a),
fla+h) = fa)+ ) + Rl e (h)
et
gf(@+k) =g(f(@)+wk)+lklexk)
puis
g(f(a+m)=g|f@+ (@ +hle ()]
k
=g(f(a) +y (o) + I hller() + | (0 + I hll e1(h) || e2 (@(R) + | hll €1 ()
=gof(@+[yop](h)+{(h)

Rlle(h
avec {0 _ e,y + Lo IRIEA D]

Il i &2 (@) + Ikl 1().
@ @it @ Sremt [Meees en emersien iine; Ees semt Somfinies, eene il T== 0 ¢l J=5 0 P
2 () + Il 1 (1) —0.

e +iniam] _ o)

Enfin, Tl < +£1(h) et par continuité de I'application linéaire ¢, on a C e R tel que pour tout
h h h
h. || < Clkl donc W est borné et finalement % 5 c'est-a-dire {(h) = o (h).
Par unicité, on en déduit que go f est différentiable en a et d(go f)(@) =wop =dg(f(@)od f(a). O

Corollaire : Dérivée le long d'un arc

Soit % ouvert de E, f:% — F, I intervalle de R et y: I — % une application dérivable.
On suppose que f est différentiable en y(t) ou t€ I. Alors foy est dérivable en t et

(fop'(®=dfly(e)y' ().
En munissant E d'une base, on refrouve I'expression vue avec la régle de la chaine

P af
! _ !
(foy) () = kgyk(t)—axk ¥ ().
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V Classe ¢!

Définition : Fonctions de classe €

f:% — F est dite de classe €' lorsque f est différentiable sur % et d f: % — £(E, F) est continue.

Toute combinaison linéaire, toute composée d’applications de classe €' I'est encore.
Si B est bilinéaire et f,g sont €', B(f,g) I'est.

Soit f:u — F, d'applications coordonnées (fi,..., f,) dans une base de F. f est de classe €' si et
seulement si toutes les f; le sont.

Théoréme : IMPORTANT - Caractérisation avec les dérivées partielles

f est de classe ¢! si et seulement si, dans une base quelconque de E, toutes les dérivées partielles
de f existent et sont confinues.

Démonstration

Non exigible.

Soit fe € (U,F), ye€'([0,11,%), a=y(0) et b=y(1). Alors

1
fb)-f(a) = fo df iy ' (1) dr.

Démonstration

Onavuquedfy®) ' (1) = (foy) (1), c'est donc une simple application du théoreme fondamental de I'analyse.

O
Corollaire : Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert connexe par arcs
Si fe€ (%, F) et est connexe par arcs, alors f est constante si et seulement sid f = 0.
Démonstration

Le sens direct a déja été vu.
Pour le sens réciproque, seul le cas convexe est au programme. On suppose donc % convexe et d f =0.
Soient a,be %, on veut montrer que f(a) = f(b).
Mais on peut relier a et b par un segment inclus dans % par convexité : y: t€ [0,1] — ta+ (1 - t)b de classe €.

O

Alors, la propriété précédente donne f(b) - f(a) =0.
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VI Gradient et points critiques

-~ -

Définition - Propriété : Gradient

Soit E un espace euclidien, % un ouvert de E, f:% — R une fonction différentiable. Alors pour tout
ac, il existe un unique vecteur noté Vf(a) ou grad f(a) et appelé gradient de f en a tel que pour tout
heE, df(@h) = (Vf(@lh).

Démonstration

C’est le théoreme de représentation de Riesz : la forme linéaire d f(a) s'écrit x — (b-x) pour un certain vecteur
b... O

Remarques

R1— On comprend mieux la notation alternative d f(a)- h faisant penser & un produit scalaire. Le DL, de f différen-
tiable en a dans E euclidien se récrit

fla+h)=f@+ Vf@lh) +oh
——

produit scalaire

R2 - Dans R muni du produit scalaire canonique,

of of (L) (m
df@h) =m=—@+h=-@=|5% |-
22 2y H@)

On retrouve notre gradient habituel.
Exactementle méme raisonnement (expression du produit scalaire en base orthonormée) donne la propriété
suivante.

Soit E un espace euclidien, % un ouvert de E, f:% — R une fonction différentiable. SiI'on fixe une
base orthonormée de E, le coordonnées de V f(a) dans cette base sont
of of

a—xl(a)n--,a(ﬂ) .

Remarque : Interprétation géométrique

On suppose | différentiable en a et Vf(a) # 0.
Notons S la sphére unité de E pour la norme |-|l,. D'aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz

VheS, df@h) =(Vf@|h) <|(VF@|h)|<|Vf@]|,lhlz=|Vf@],.

V(@

Ivr@l,
Ainsi le vecteur Vf(a) donne la direction et le sens de plus forte variation de la fonction f.
C'est d la base d'algorithmes d'optimisation (descente de gradient), utilisé par exemple en Machine Learning

(apprentissage automatique : intelligence artificielle).

Or ce majorant est atteint pour hy =

-~ -

Définition : Point critique
Soit f:% — R différentiable.

On dit que a est un point critique de f lorsque d f(a) = 0.
Si E est euclidien, cela équivaut & Vf(a) =0.
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Propriété : Condition nécessaire d’exiremum local

Soit % ouvert (tres important) et f:% — R différentiable en ae€ %.
Si f présente un extremum local en a, alors a est un point critique de f, c’'est-a-dire d f(a) = 0.

Démonstration

Il suffit de revenir aux dérivées partielles. O

VIl Géométrie différentielle

Définition : Vecteur tangent

Si A est une partie de E, ae A. Un vecteur v e E est dit tangent d A en a lorsqu'il existe e >0 et un arc
v:1—¢,el— A, dérivable en 0 tel que y(0) = a et y'(0) = v.

Définition : Ligne de niveau
Soit % unouvertde E, f:% — R, LeR.

On appelle ligne de niveau A pour f I'ensemble
Ar={ue¥u, f(u=A.

Remarque

Pourune surface z = f(x, y). celarevient a prendre I'intersection de la surface avec le plan horizontal d’équation
z=A.

C'est ce que I'on voit apparditre sur une carte topographique avec des courbes d'une altitude fixée (appelées
aussi isoplethes d'altitude).

Si E est euclidien, f est différentiable et la ligne de niveau A, # @ (d'équation f(u) = A), alors pour
fout ae€ Ay, Vf(a) est orthogonal a tout vecteur tangent a A, en a.

Démonstration

Sivesttangent & Ay en a, onae>0ety:l—¢el— Ay dérivable en 0 tel que y(0) =a et y'(0) = v.
Alors pour tout rel—¢,el, f(y(#) = A et en dérivant (on peut) en 0, d f(y(0) (Y’ (0)) =d f(a) (v) = (Vf(@)|v) =0. O

Corollaire

Si f est différentiable sur I'ouvert % de R? a valeurs réelles, € la courbe d'équation f(x,y) = A (dite
implicite), ag = (x0, yo) € % alors si Vf(a) #0, c'est un vecteur normal & € en ay.

Remarque
D’ou I'équation de la tangente a € en (xg, yo) :

ﬂ(x )(x—x)+ﬂ(x )(y—=y0)=0
70 0, Y0 0 s 0, Yoy =Yo) =

Exercice

Retfrouver I'équation de la tangente en (xy, yy) @ une courbe donnée par une équation (explicite) y = f(x).
On pourra poser F(x,y) =y — f(x).
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Soit % ouvert de R?, f:% — R différentiable.
Soit ScR? la surface représentative de f, c'est-a-dire

S={(x,y,2eR®| (x,y) e%,z= f(x,p}.

. UxR — R
Soit ¢ :
(x,,2) — z-f(xY¥)
L’ensemble des vecteurs tangents a S en ag = (xo, yo, z0) € S €st un plan vectoriel P de vecteur normal
Vo(a), donc d’équation Ve(a) - (x,y,z) = 0.
On appelle espace tangent a S en ay le sous-espace affine ay+ P, d’équation Ve(ap) - (a— ag) =0 oU
a=(x,yz2¢€ R3.

Remarque

On retrouve, pour le plan tangent, une équation type « équation de la tangente » :

z—z —(x—x)ﬂ(x )+ (y— )ﬁ(x )
0= Oéxo 0, Y0 Y—Yo %0 0,)0)-
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