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Montrer que si a€ IN,n € IN\ {0, 1} tel que a" — 1 est premier, alors a =2 et n est premier.
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1. Soient a,n € IN*, a > 2. Montrer que si a” + 1 est premier, a est pair et n est une puissance de 2. On appelle
nombres de Fermat les nombres F,, = 22" + 1. IIs sont premiers pour n de 2 a 4, mais ne le sont pas pour n de 5

a 32 (contrairement a ce que conjectura Fermat).

2. Démonstration de 1734 d’Euler du fait que F5 n’est pas premier.

(a) Comparer 5% +2% et 1+5 x 27 (sans calculatrice!). 39
(b) En déduire que 5% x 228 =1 [641]. l-%_ =2 +4 <y lag 963 29%

(c) Conclure que 641 divise Fs. Pm

3. Montrer que pour tout n€ IN, F41 = (Fy — 1)2 +1 et en déduire que F, et Fy4) sont premiers entre eux. ﬁre PRy
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4. Pour ne€ NN, établir quq Fj+1 = H Fy + 2. En déduire que les F,, sont premiers entre eux deux a deux. Retrouver
k=0 A

le fait que le nombre de nombres prexniers est infini. \
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(8 En s’inspirant de la démonstration sur I'infinité des nombres premiers, montrer qu’il existe une infinité de nombres
premiers de la forme 4k —1°.
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Combien y a-t-il de zéros a la fin de 100!? De 1000!? De 2021!?
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Soit p = 5 un nombre premier. Montrer que 24 divise p* - 1.
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