MP 1 Lycée Carnot - Dijon
Fonctions vectorielles, equations differentielles

Exercices Banque CCINP

@ CCINP 31

1. Déterminer une primitive de « — cos* z.

2. Résoudre sur R I'équation différentielle : " + y = cos? x en utilisant la méthode de variation
des constantes.

Solution de 1 : CCINP 31

1. En linéarisant cos* z, on obtient cos* 2 = — (cos(4x) + 4 cos(2z) + 3).

co| =

1 . 1 . 3 s
Donc, z — 5 sin(4x) + 1 sin(2z) + 37 est une primitive de = — cos? .

2. Notons (E) I'équation différentielle y” +y = cos® z .
C'est une équation différentielle linéaire d'ordre 2 & coefficients constants.

Les solutions de I'équation homogene associée sont les fonctions y définies par: y(z) = A cos z+pusin x.
Par la méthode de variation des constantes,

on cherche une solution particuliére de (E) de la forme y,(x) = A(z) Cos z+pu(z) sinz avec A, p
N(z)cosz + p'(z)sinz =0 , {X(az) = —sinzcos® &

fonctions dérivables vérifiant : , ) ) 3
—N(x)sinz + u'(x) cosz = cos’ x

i (x) = cost x

1 .
Az) = 1 cos* x convient.

R . 1 . 1 . .
D’aprés la question 1., u(z) = 3 sin(4x) + 1 sin(2x) + %x convient.

On en déduit que la fonction y, définie par y,(z) = i cos® z+ <312 sin(4z) + i sin(2z) + 2m> sinz
est une solution particuliere de (E).
Finalement, les solutions de I'équation (E) sont les fonctions y définies par :

y(x) = Acosxz + psinz + y,(x), avec (A, u) € R?

@ CCINP 32 Soit I'équation différentielle : x(z — 1)y” + 32y’ +y = 0.

1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiere sur un
intervalle |—r,r[ de R, avec r > 0.
Déterminer la somme des séries entieres obtenues.

2. Est-ce que toutes les solutions de z(x — 1)y” + 32y’ + y = 0 sur |0; 1] sont les restrictions d'une
fonction développable en série entiere sur |—1,1[ 2
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Solution de 2 : CCINP 32

1. Soit Zanx" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme S. Pour tout

r€]-R,R|
+o0o “+o0o +0o0 “+o0o
S(z) = Z anz”, S'(x) = Znanl‘”_l et §"(z) = Zn(n —Dayz" 2 = Z (n + Dnay 1z
n=0 n=1 n=2 n=1
+oo
Donc z(z — 1)5"(x) + 325 (z) + S(x) = Y _ ((n + 1)%an — n(n + an 1) 2"
n=0

Par unicité des coefficients d'un développement en série entiere, la fonction S est solution
sur]—R, R[ de I'équation étudiée si, et seulement si, Vn € N, (n + 1)2a, — n(n + 1)ays1 = 0.
C'est-a-dire : Vn € N, nay41 = (n + 1)ay,.
Ce quirevient & :Vn € N, a,, = nay.
Le rayon de convergence de la série entiére Z na" étant égal & 1, on peut affirmer que les
fonctions développables en série entiere solutions de I'équation sont les fonctions :

a1

“+o00
d 1 o
E n— — = définies sur |1, 1[, avec R.
T — aq ne alxdm(l—x) (1—:5)2 ] s [ a) €

n=0

2. Notons (F) I'equation x(z — 1)y"” + 3zy’ +y = 0.
Prouvons que les solutions de (E) sur ]0; 1[ ne sont pas toutes développables en série entiere
a I'origine. Raisonnons par I'absurde.
Si toutes les solutions de (E) sur |0; 1] étaient développables en série entiere a I'origine alors,
d'apres 1., I'ensemble des solutions de (F) sur |0; 1] serait égal a la droite vectorielle Vect(f)

oU f est la fonction définie par V2 € ]0; 1[, f(z) = A=

Or, d’apres le cours, comme les fonctions z — z(z — 1), z — 3z et x — 1 sont continues
sur |0; 1[ et que la fonction z — z(x — 1) ne s’annule pas sur |0; 1], I'ensemble des solutions de
(E) sur ]0; 1] est un plan vectoriel.

D’ou I'absurdité.

@ CCINP 42 On considére les deux équations différentielles suivantes :

2xy — 3y =0 (H)

22y’ — 3y =V (E)
1. Résoudre I'équation (H) sur I'intervalle ]0, +oo].
2. Résoudre I'équation (E) sur I'intervalle 10, +oo].
3. L’équation (F) admet-elle des solutions sur I'intervalle [0, +oo[ @

Solution de 3 : CCINP 42
1. On trouve comme solution de I'équation homogene sur |0, +oo] la droite vectorielle engen-

drée par z — 5.
. 3 3
En effetf, une primitive de z — o7 SUr 10, 400 est 2 — 2 Inz.
X
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2. On utilise Io3 méthode de variation de la constante en cherchant une fonction k telle que
x — k(z)x?2 soit une solution de I'équation complete (E) sur |0, +o0l.

On arrive alors & 2k'(a:)xg = /z et on choisit k(z) = o
X

. . 1
Les solutions de (E) sur ]0, +oo[ sont donc les fonctions « — kx2 — 5\/:E avec k € R.

3. Sion cherche a prolonger les solutions de (E) sur [0, +o0l, alors le prolongement par continuité
ne pose pas de probleme en posant f(0) = 0.

f(z) = f(0) _ 11
r—0 ke 2\ a0 OO

Conclusion : I'ensemble des solutions de I'équation différentielle 22y’ — 3y = /x sur [0, +oo[ est
I'ensemble vide.

@ CCINP 74

1 0 2
1. On considére la matrice A = (0 1 O).

Par contre, aucun prolongement ne sera dérivable en 0 car

2 01
(a) Justifier sans calcul que A est diagonalisable.
(b) Déterminer les valeurs propres de A puis une base de vecteurs propres associés.

o =x+2z
2. On considere le systeme différentiel ¢ o =y , x,y, 2 désignant trois fonctions de la va-
2 =2x+z

riable t, dérivables sur R. En utilisant la question 1. et en le justifiant, résoudre ce systeme.

Solution de 4 : CCINP 74

1. (a) A estsymétrique réelle donc diagonalisable.

~1+X 0 —2
(b) Pa(X)=det(Xls—A)=| 0 —1+X 0
—2 0 —1+X

En développant parrapport ala premiere ligne, on obtient, apres factorisation: Py (X) = (X —1)(X-

0 1 1
On obtient cisément, £y = Vect ((1) ) ,E_1 =Vect (( 0 )) et E5 = Vect ((0)) .
0 -1 1

Onpose ¢ =(0,1,0), e5 = (1,0,—1) et ef = (1,0, 1).
Alors, € = (e, e, e5) est une base de vecteurs propres pour I'endomorphisme f canoni-
guement associé a la matrice A.
{ ' =x+ 22
2. Notons (S) le systeme ¢ ' =y

2 =2x+z
)
Posons X (t) = | y(t) | .

z(t)
Alors, (S) «— X' = AX.
On note P la matrice de passage de la base canonique e de R3 d la base ¢’.

0 1 1
D'apres1.,P=(1 0 O0].
0 -1 1
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1 0 O

Et,sionpose D= |0 —1 0], alors A=PDP L.
0O 0 3

Donc (S) « P~!X' = DP~1X.

1(t)
On pose alors X; = P71X et X;(t) = (yi(t)) .
Zl(t)

.’I)l = X
Ainsi, par linéarité de la dérivation, (S) <= X| =DX; << vy, = —-un
21 = 3z
On résout alors chacune des trois équations différentielles d'ordre 1 qui constituent ce sys-
teme.
r1(t) = ael
Ontrouve { y(t) = be~t avec (a,b,c) € R
z(t) = ce’t
Enfin, on détermine z,y, z en utilisant la relation X = PX;.
z(t) = be !4 ce’
On obtient : ¢ y(t) = aet avec (a,b,c) € R3.
2(t) = —be 4 ce’t

@ CCINP 75 On considére la matrice A = <_11 _34>

1. Démontrer que A n'est pas diagonalisable.
2. On note f I'endomorphisme de R? canoniguement associé a A.
Trouver une base (v1,v2) de R? dans laquelle la matrice de f est de la forme (g i)

On donnera explicitement les valeurs de a, b et c.
¥ =—z—4y

3. En déduire la résolution du systeme différentiel { ,
y =z+3y

Solution de 5: CCINP 75

1. On obtient le polynéme caractéristique x4(X) = (X — 1), donc SpA = {1}.
Si A était diagonalisable, alors A serait semblable & Iy, donc égale a Is.
Ce n'est visiblement pas le cas et donc A n’est pas diagonalisable.
2. xa(X) eétant scindé, A est trigonalisable. F;(A) = Vect <<_21>>
Pourv, = (2,—1) et vy = (—1,0) (choisi de sorte que f(vs) = v2 +v1) ON obtient une base (vy, v2)

dans laquelle la matrice de festT = ( é 1 >

3.0naA=PTrPlavecP= _21 _01

X a
Posons X = ( ) ety =P 1X = (b)
Yy
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Le systeme différentiel étudié équivaut a I'équation X’ = AX qui équivaut encore , grce a
la linéarité de la dérivation, a I'équation Y’ =TY.
ad=a-+

b/

a(t) = \e' + utet
b(t) = pe

Cela nous amene a résoudre le systeme { de solution générale

2(t) = ((2A — p) + 2pt) €'

Enfin, parlarelation X = PY on obtientla solution générale du systeme initial : .
y(t) = (~A - pt)e
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Autres exercices vus en cours

@ Calculer I'exponentielle de A = G _41> puis de B = ((1) —11>

Solution de 6 :
On peut déterminer exp A soit en diagonalisant, soit en cherchant le polyndme annulateur pour
frouver les puissances de A.
En effet, On vérifie que A = PDP~! avec D = <_02 g) et P = <_11 le)
1/e 244 —de?+4e?
_ -1 _ =
Alorsexp A = P(exp D)P~" = 3 (—e2 Led 4e24 e
Deuxieme méthode P = (X +2)(X +3) est ala fois le polyndme caractéristique et le polynéme
minimal de A, et en est un polyndme annulateur. Division euclidienne : X* = P x Qi + Ry oU

Ry = a, X + by, se frouve en évaluant en —2 et 3, avec A* = Ry(A) = ap A + by Io.
+oo 4k

En remplacant dans la définition de exp A = Z K on retrouve I'expression.
k=0

) apres calculs.

Onremarque que B =1, + N oU N = <0

0 0 ) nilpotente d’indice 2.

Comme elles commutent, exp B = exp loexp N = (3 g) (I+N) = <§ —ee>.

Résoudre y* = y en utilisant le lemme de décomposition des noyaux.

B Soit @ : J — M, 1(K) une solution d’'une équation homogene
X' =A@t)X (H)
oUu A : J— M,(K) est continue sur I'intervalle J. Montrer I'équivalence :
dedJ @t)=(0) = VteJ &(t)=(0)

(et donc, pourinsister, 3t € J @(t) = (0) = Vte J &(t) =(0)).

@ SoitTunréel >0, A : R — M,(R)et B : R — M, 1(R) confinues et T-périodiques. Montrer

qu’une solution @ sur R de I'équation
X'=A(t)X + B(t)

est T périodique si et seulement si elle vérifie ®(T) = ®(0)
Indication : on remarquera que ® est T-périodique si et seulementsi® =V ou ¥ : t+— ®(t+T).

m On souhaite déterminer un un systeme fondamental de solutions du systéme

{x’(t) — ta(t) - y(t)
y(t) =a(t) +ty(t)
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. Chercher un systeme dont sonf solutions les fonctions u : ¢ +— e*tQ/Qx(t) etv : t— e*tQ/Qy(t).
et conclure.

Retrouver le résultat en posant z(t) = x(t) + iy(t).

2+ = to — y + 2t

Résoudre le systeme dlfferen’rlel{ E+1)y = a + ty — 1

Dans des problemes d’écrit...

RE,

. Soit a une fonction continue sur R, paire, a valeurs réelles. Montrer qu’une solution f de I'équa-
tion

y" +a(z)y =0
est impaire si et seulement si elle vérifie f(0) = 0.

2. Soit a, b deux fonctions T-périodiques continues a valeurs réelles. Montrer qu’une solution f
de I'équation
v +a(x)y’ +alx)y =0

est T-périodique si et seulement si f(0) = f(T) et f/(0) = f(T).

Solution de 12 : Dans des problemes d’écrit...

1. Une implication est évidente. Pour I'autre, f est paire si et seulement f = —foo f: x = f(—x).
Or f est solution si et seulement si —f I'est. Il suffit alors d'utiliser I'unicité d'une solution au
probléme de Cauchy avec ¢ty =0, yo = 0 et y, = f/(0)

2. Utiliser le théoreme d’unicité, appliqué a f et 2 — f(z 4+ T) ou ¢ est une solution.

@ Déterminer, en utilisant le wronskien, un systéme fondamental de solutions de y” + w?y = 0
ouU w > 0.

Solution de 13:
x +— Ccos(wx) et z — sin(wz) sont solutions, leur wronskien vaut w # 0.

Si f et g sont deux solutions de (L) et si f(xzg) = g(xo), alors on ne peut rien conclure en
général.
Montrer que néanmoins, deux solutions linéairement indépendantes de (H) ne peuvent s’an-
nuler en un méme point .

Solutionde 14 :
Leur wronskien serait nul en z.

@ EDL, newtoniennes Montrer que le wronskien de deux solutions de I'équation (dite newto-

nienne)
y" +q(x)y =0
vérifie une équation différentielle linéaire particulierement simple.
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Solution de 15 : EDL, newtoniennes
w’ = 0, difficile de faire plus simple, et on retrouve le résultat de I'exercice 12.

m Oral Mines Soient a et b continues et 1-périodiques, et soit y solution de ¢ +ay’ + by = 0 telle
que y(0) = y(1) = 0. Montrer que y s’annule en tout k € Z.

Solution de 16 : Oral Mines
Soit z : t — y(t + 1). Alors z est solution, et w(y, z) est nul en 0. Donc (y, z) est liée. Siy = 0iln'y a
rien & faire. Sinon, il existe « tel que z = ay. On conclut alors par récurrence sur k pour obtenir le
résultat si k € IN, puis par récurrence sur —k pour obtenir le résultat sik € Z~.

Résoudre sur R} (H) 2%y —3zy —5y =0

Solutionde 17 :
Equation d'Euler, la recherche de solutions de la forme = — z* conduit aux solutions = — =1 et
x — 2%, le wronskien permet de voir qu'il s’agit bien d'un systéme fondamental de solutions.

Résoudre sur |1, +oo[ (H) (1 —a?)y” +2zy’ — 2y =0.

Solution de 18 :
On cherche des solutions polynomiales, le terme de plus haut degré nous dit que celui-ci est 1 ou
2.
On cherche alors les solution x — ax? + bz + c.
On trouve foutes les solutions : x + a(z? + 1) + bz qui forment bien un plan vectoriel.

Trouver les solutions DSE de I'équation (H) 2zy” +y' —y = 0.

Terminer la résolution sur R, en posant t = v/2x.

Solution de 19 :

On cherche les solutions DSE, on obtient pour tout n € IN, (2n + 1)(n + 1)ap4+1 = ay. SOit ag = 0 et |l
s'agit de la fonction nulle.

Soit ag # 0 et d’Alembert nous donne un rayon de convergence +oo.

On exprime ensuite la solution f(z) = agch (v2z) siz > 0 et agcos (v —2z) siz < 0.

Cela donne une droite de solution engendrée par z — ch (\/E) sur R .

Il faut frouver une solution indépendante. La variation de la constante donne des calculs pé-
nibles. On peut deviner un sh (v2z)...

Effectuons le changement de variable : on pose z(t) = z (vV2z) = y(z) = y (t*/2), et on a bien 2
deux fois dérivables sur RY, si et seulement si y I'est.

Puis, pour tout ¢t > 0, 2/(t) = ty (t*/2), 2" (t) = %y (t?/2) + ¥ (t*/2) donc notre équation est
équivalente & 2" = z d'oU z, d'oU nos solutions = — Ach (v2z) + psh (v2z).

[ —
Résoudre le systéme différentiel {m/ Y

Yy =2x—-y

Solution de 20 :
A= G :1> de valeurs propres +i, de vecteurs propres <1 i i>'

R . Cos sin
On trouve un systeme fondamental de solutions < . ) et ( . >
COs+sin — COs+sin
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Révisions de MPSI

21

o A ODM=

EDL, Résoudre en précisant les éventuelles solutions définies sur R

(1+22)y +ay =222 +1 7. ty —y =/t

y +y=te +sint 8. y + 2zy = 226"

y —In(z)y = a” 9. (L4+1)%" + (1+ 1)y =2
2y + 2ty = 1—it2 10. (2?2 + 1)y +ay=1
(cost)y' + (sint)y = cos3 ¢ M. P +1)% +2t(P+ 1)y =1
Yy + 20y = v 12. ch(z)y — sh(z)y = sh®(xz)

Solution de 21 : EDL,

.Surli =R*oul, =RY, t—

SurR:z—z+ A
. X X
V1+ 22
2t — 1 sint — cost
.SUrR :t+— et + et

2

. SUrRf iz 2% + \z%e™®

Arctant + A\

t2
Pas de solution sur R.
.Sur I, = —g +l<:7r,g +I<:7r[ avec k € Z, t — (sint + \g) cost avec A, € K.

Solutions sur R : ¢ — (sint + \) cost.

.SUrR, z — (A +e")e ™’

7. SUFI1 =R* ou I, :Ri,ti—) )\kt*2s/|t|

Pas de solution sur R.

8. SUrR. z — (22 4+ \)e™ "

10.

11.
12.

. Surly =] — oo, —1[ et Iy =]1, +ool, t = IN*(1 4+ t) 4+ A, + e IN(1 + 1).

Aucune solution sur R.
In(z + V1 +2%) + A
Vit
Arctant + A
t2+1
SUrR, 1+ ch?+xch.

SurR, z —

SurR, t —

EDL, Donner les solutions réelles ou complexes de

y'+y' —2y=_8sint 3. ¢y +y=sin(t)

y(ﬂ-) - O /! /

y(m) =1 4. y' + 4y + 5y = ch(2z)cosz
.y =2y +y=chz 5. 9"+ 2y + 2y =2t —sint
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Solution de 22 : EDL,

—

4 12 1
.t ——COSt — —sint — et~ 4+ Ze2(m=1)
5 5 * 5
22+ Az + B ez

2.z~ 1 e’ + 3 avec A, B € K.

. 1 cos2t
3. tn—>Asmt+Bcost+§+

; ; 1 1
Ou, dans C, t — Ae'lt + Be " + 5+ Cos 2t avec A, B € C.

avec A, B € K.

T+ B

. 2CO0s sin
4. v — <A CcoSz + sin :z:> e 2 4 Me% avec A, B € K.

80

. 2 1 .
5.t— (Acost+Bsmt)e—t+t—1+5cost— 5smtovec A, B e K.

@ Déterminer I'ensemble des fonctions f dérivables sur R telles que Vz € R, f/(z) = 2f(—x)+x.
(On pourra remarquer qu’alors f est deux fois dérivable...)

Solution de 23 :

. 2z — 1 2 — 1
x +— A(cos(2z) +sin(2zx)) + x4 :)\C()s(Qx_%>+ x4 )

En utilisant la décomposition en parties paire/impaire, déterminer les applications f deux
fois dérivables telles que Vo € R, f"(z) + f(—z) = x + CcOS .

Solution de 24 :

cosz +zsinx
2 Asho + Bcosy — ¢ + —oo@ T #sine

2

Sujets d’écrits

@ CCP 2016 On considére I'équation différentielle (E) 2%y + (2% — 2)y’ + 2y = 0.

Existe-1-il des solutions non nulles de I'équation (E) développables en série entiere sur un intervalle
|—rr[(r>0)deR?

Solution de 25 : CCP 2016

Supposons que I'equation différentielle (E) possede une solution développable en série entiere
+o0
sur| —r;r[ (avec r > 0), notée y : = — Zanx". En dérivant deux fois cette série entiére terme &

n=0

terme sur son intervalle ouvert de convergence, on obtient pour tout z €] — r;r| :

+o0 +o0 +o0 +o0 400
(2% — 2)y/ (z) = (2% — 2) Z napz" ! = Z napz" ™t — Z napx" = Z(n —Day_12" — Z napx"”,
n=1 n=0 n=0 n=1 n=0
ainsi que
+oo +o0 +o00
22y (z) = 2* Zn(n — Daya™ 2 = Zn(n — Dayz" = Zn(n — Dayz™.
n=2 n=2 n=0
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En sommant ces développements en série entiere, il vient, pour tout z €] — r; 7 :

+oo +00 +0oo +oo
22y (z) + (2% — o)y (z) + 2y(z) = Z n(n — Daza™ + Z(n —Dap—12" — Z napx" + Z 2a,2"
n=0 n=1 n=0 n=0
+0o0
= Z (n* = 2n +2)a, + (n — 1)an—1) 2" + 2ao.
n=1

Puisque y est solution de (E), on obtient par unicité du développement en série entiere les relations

2&0 =0

Yn>1, (n?—2n+2)a, +(n—1a,_1=0"
ayg — 0
Yn>1, a, =
qui enfraine la nullité de la suite (a,)new PAr une récurrence immediate.
En conclusion, on a montré qu'une telle solution est nécessairement la fonction nulle.
IIn'existe donc pas de solution non nulle de (E) qui soit développable en série entiere au voisinage
de 0.

Puisque n? —2n +2 =1+ (n — 1)? # 0, ces relations se réécrivent , ce

1-—n
TH(n-1)2 dn—1

m CCP 2014 « et b étant deux fonctions contfinues sur R, on note I'équation différentielle :

(E): 2% +a(x)y +bz)y=0

On note S* I'espace vectoriel des solutions de (E) sur I'intervalle T =]0,i[ et S~ I'espace vectoriel
des solutions de (E) sur I'intervalle J =] — oo, 0].

L'objectif de cet exercice est d’étudier la dimension de I'espace vectoriel S des fonctions y
de classe C2 sur R vérifiant (E) sur R tout entier.

1. Donner la dimension des espaces St et 5.

2. On note ¢ I'application linéaire de S vers ST x S~ définie par ¢o(f) = (f1, f7) oU fr désigne la
restriction de f a I'intervalle I et f; désigne la restriction de f a I'intervalle J.
Donner le noyau de I'application ¢ et en déduire que dim S < 4.

3. Dans cette question, on considére a(x) = x et b(xz) =0, d'oU (E): 2%y + 2y = 0.
Determiner ST et S—.
Determiner ensuite S et donner sans détails la dimension de S .

4. Dans cette question (E):  22y” — 6y’ + 12y = 0.
Déterminer deux solutions sur I de cette équation de la forme z +— z¢ (o réel).
En déduire ST puis S—.
Determiner S et donner la dimension de S.

5. Donner un exemple d'équation différentielle du type (E):  2%y” + a(x)y’ + b(z)y = 0 tel que
dim S = 0 (on détaillera).
On pourra, par exemple, s'inspirer de la question précédente.

Solution de 26 : CCP 2014

1. Sur I'intervalle |0, +oo[ I'équation (E) se réécrit sous forme résolue y” + @y’ + (—?y =0.
x X
Les fonctions x +— @ etz — (7332) sont continues sur I et I'équation est linéaire homogene
X X

d'ordre 2.
Donc par théoréme, S+ est de dimension 2 et de méme, S~ est de dimension 2.
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2. Soit f € Ker(yp). Alors f est nulle sur les intervalles I et J donc sur R*.
Par continuité de f en 0, f(0) = 0.
Donc f = 0 ce qui montre que Ker(y) = {0}.
¢ étant une application linéaire injective, elle définit un isomorphisme de S sur Jm(p).
Or Jm(y) est un sev de Sy x Sy qui est un ev de dimension 2 + 2 = 4.
Donc Jm(p) est un ev de dimension finie et dim(Jm(y)) < 4.
Etant isomorphe & Jm(y), S est aussi de méme dimension finie ce qui donne dim(S) < 4.

3. °

Soit Iy € {I, J} (I'un des deux intervalles...)

Sur Iy, I'équation est équivalente a y” + Ey, = 0 soit au systeme { & ;L

La premiere équation, linéaire, homogene, d’ordre 1 a immediatement pour ensemble
. " . . K
solution sur I'intervalle Iy la droite vectorielle {z — —, K € R}.
T

Ainsi, y est solution de (E) ssi3K € R,y = — ssi (K, L) € R?,y = KIn(|z|) + L.
T

Conclusion :surl'intervalle I oul'intervalle J, I'ensemble solution est Vect(z +— 1,z — In(|z|)}

Yz >0, f(x) =k |n($) + ko
Vo <0, f(z) = ksIn(|z|) + ka
f étant continue en 0 donc bornée au voisinage de 0, on obtient k; = k3 = 0.
La continuité a gauche et a droite en 0 impose alors ky = f(0) = ky.

Donc f est une fonction constante.

Soit f € S. Alors il existe (ki1, ko, k3, k4) € R* tel que {

Réciproguement, il est immédiat de vérifier que les fonctions constantes sont éléments
de f.
Conclusion : S = Vect(z — 1) et dim(S) = 1.

Notons f, la fonction définie sur I par f,(z) = x.

Alors £, est solution de (E) ssivVz > 0, 22a(a—1)z% 2 —6raz® 1 +122% = 0ssiVz > 0,2%x (a®—Ta+12) =0
4 et 3 sont solutions de I'équation o? — Ta + 12 donc les fonctions z — 22 et z — z* sont
éléments de ST.

La famille (z +— 23,2 — z*) est une famille libre & 2 éléments (vérification immédiate et
laissée au soin du lecteur) d'éléments de ST et ST est de dimension 2.
Donc c'est une base de S+ et ST = Vect(z — 23,z +— 2%).

On vérifie immédiatement par le calcul que = — 2 et 2 — z* définissent deux fonc-
tions sur J solutions de (FE). Elles forment également une famille libre & 2 éléments et
dim(S™) = 2.
Donc S~ = Vect(z +— 23,z — x%).

- 3 x>
On vérifie que § = {1‘ — { Z;z:g I Ziii 2: i z 8 (K1, ky) € ]R4}.
Soit f € S. D'aprés ce qui précéde, pour vérifier que S appartient a I'ensemble proposé,
il suffit de vérifier que f(0) = 0...
On sait qu'il existe k1,k; € R tel que Vo > 0, f(x) = k123 + koxt. La continuité de f en 0
donc & droite en 0 donne immédiatement £(0) = limg k12 + kez* = 0.
Soit f dans I'ensemble proposé.
Alors il existe ki, .., ks € R vérifiant ce qu'il faut...
On vérifie que f est de classe C? sur R :
Soit @ > 0. Au voisinage de «, f coincide avec la fonction z — ki2? + kezt. Donc f est
deux fois dérivable en a, f'(a) = 3ki2? + 4koa3 et f"(a) = 6k1x + 12koa?.
De méme, pour o < 0, f coincide au voisinage de a avec z +— ksz3 + kyx* donc f est
deux fois dérivable en a et f/(a) = 3ksx? + 4ky2?, /(o) = 6kgz + 12ky22.
Ainsi, f est deux fois dérivable sur R* et sa dérivée seconde f” est clairement continue
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en tout point de R*.

Donc f est de classe C? sur R*.

De plus, f est clairement continue a droite et & gauche en 0 donc contfinue en 0 ainsi
qu’en tout point de R*.

Donc f est continue sur R, de classe C? sur R*.

Il ne reste qu’a verifier que f/(z) et f”(x) admettent une méme limite finie en 0 & droite
et & gauche pour assurer, d'apres le théoreme de prolongement de la classe, que f est
de classe C? sur R.

D’apres les expressions précédemment évoquées pour f” et f/, ces limites existent et
valent 0.

Conclusion : f est de classe C? sur R.

Les expressions déterminées plus haut pour f' et f” assurent immédiatement que f est
solution de (E).

e Conclusion : on a bien I'égalité souhaitée et S est clairement de dimension 4.
5. e Considérons I'équation (E) : z2y" + 4zy’ + 2.

Alors x - etr— = sont deux solutions de (E) (vérification immeédiate) sur I et sur J.
Cette famille de fonctions est clairement libre. Donc comme précédemment, St et S—

sont engendrés par ces deux fonctions.

e Soit f € S une solution de (E) sur R.

S k k k k
Alors il existe ki, ko, ks, ks € R tel que Yz > 0, f(z) = ;1 + ;; etVz <0, f(z) = ;3 + m%
Alors Va > 0,22 f(z) — k1x = ko donc la continuité de f en 0 a droite donne par passage
alalimite en 0" : 0 = k.
Donc Vz > 0, f(z) = ;1 d'ou Vz > 0,z x f(x) = k1 ce qui, par passage a la limite en 0
donne 0 = k;.
De méme, la continuité de f a gauche en 0 donne k3 = k4 = 0.
Donc f = 0 ce qui démontre que S est I'espace vectoriel nul.

CCP 2013 On considére le systéeme différentiel de fonctions inconnues z,y et de variable

teR:
¥ = z—y
y = z+3y °
N . 1 -1 ~ L. .
1. On considere la matrice A = ( 1 3 ) Calculer le polyndme caractéristique de la matrice

A et en déduire que la matrice B = A — 21, est nilpotente.

En utilisant sans démonstration I'égalité et = e*e!4-212) valable pour tout réel t, donner

I'expression de la matrice e,

2. Enutilisant ce quiprécede, ou al'aide de toute autre méthode, tfrouverla solution du systeme
différentiel vérifiant { 2(0) =1 .
y(0) = 2
Solution de 27 : CCP 2013

LxaX)=1-X)B-X)+1=X2-4X+4= (X —2)2
D'apres le théoreme de Caley Hamilton (ou par vérification immédiate), (A — 215)? = 0 donc
A — 21, est nilpotente.
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Soitt € R.
tA _ 2t tB _ 2t no_ 2t n| _ 2t
et =eeP =¢ kgon!(tB) =e (Iz—i—tB—i—EQn!B)—e (Io+tB).
= n=

En effet, B2 =0 donc Vn > 2, B" = 0.

2. En notant X = < ‘; ) le systeme et les conditions initiales se réécrit matriciellement sous la

X' =AX
X(0)="(1,2)
Par théoreme de cours, ce probleme de Cauchy linéaire a coefficients constants admet une

forme équivalence suivante : {

unigue solution : la fonction définie sur R par V¢ € R, Xo(t) = et4 ( ; >

Simplifions cette derniere expression. Soit t € R.

A(8) - (3) - ((3) n(2) - (253

Conclusion : I'unique couple solution est le couple (t +— e2/(1 — 3t);t — e2/(2 + 3t)).

Mines 2011

1. On pose j = exp(2ir/3).Que vaut j* + 2+ 12

Onnote M,, ,(C) I'espace vectoriel des matrices & n lignes et p colonnes sur € et on considere
la matrice A de My 4(C) suivante :

o O O
oS = O
o= O O

-1

2. Proposer une matrice inversible U et une matrice diagonale D de My 4(C) tellesque U~LAU = D.
La méthode choisie pour les obtenir doit étre expliquée.

3. En déduire les solutions X : I — M, 1(C) de I’équation différentielle X' = AX.

4. Déterminer I'ensemble des solutions y : I — C de I'équation différentielle y® + ¢’ +y = 0 et
préciser parmi ces solutions celles qui sont a valeurs dans RR.

/

Yy
On pourra considérer le vecteur Y = ( 5// ) .

y®

Solution de 28 : Mines 2011

L1424+t =1+j+P=0.
2.0naysa = X4+ X241, daprés 1., j et —j sont des racines et comme x4 est a coefficients
réels, j et —j sont aussi des racines , Ainsi x4 = (X —j) (X +]j) (X —j) (X +]>.
x4 étant scindé & racines simples , donc A est diagonalisable.
X = <§> € Ker (A — jI,) siet seulement si f z jz doncKer (A —jl;) = Vect { (j) }
t —r—z = |t !
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1
A étant une matrice réelle, Ker (A — ]I4> = Vect { <i ) }
1

1 1
De méme, Ker (A +jI;) = Vect { ( ? ) } et Ker (A +jl4) = Vect { ( *J.J > }
—1 -1

111 1 j 000

Aansiv=| !V | onavtav = 0] 0 0 conviennent.
| I J 00 )] 0
11 -1 -1 000 —

. Les solutions du systéeme X’ = AX sont de la forme :

1 B 1 ) 1 . 1:
X:tr—>aejt<}>+5elt<}>+,¥eJt(?)_i_(sen(j])

. Siyestsolutionde y® + " +y=0,alorsY = [ % ) est solution du systéme Y’ = AY , donc

< < e

1

<

de la forme précédente , en particulier il existe (a, 3,7v,0) € C* tel que

Q

Vte T, y(t) = ael + gelt +ye it 4 gt

Réciproguement : toute fonction de le forme ci-dessus est solution.

Notons ¢, la fonction définie par ¢y : t — eM . Ona <goj, P 5, go_J:) est libre, donc une solution
estavaleursréelles <= y=y <= pg=aeti=7.

Donc les solutions & valeurs réelles sont de la forme y () = ael + aelt + ve it 4 ie—j’*.

Ce qui peut s’écrire sous la forme

y(t) = Ae—% COsS (?t) + Be_% sin <\g§t> + C’eé CcOs (\ft> + De% sin (?t)

OuU A, B,C et D sont desréels .
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2x
m CCP 2009 On considére I'équation différentielle 2y’ + y = . (E
q WY = e (E)

1. Résoudre (F) sur chacun des infervalles | — 1,0[ et ]0, 1].

2. En déduire que (E) admet une unique solution sur | — 1, 1].
Solution de 29 : CCP 2009

1. I :] -1, 0[ et IQ]O, 1[.

. . . 2z . . . 9
f estsolutionsiet seulement pourtout x € Iy, (id x f)(z) = Vi qui se primitive en Arcsin (z2) +Cy.

Arcsin (z2) + Cj,
- )

2. Raccord de solution, si on a une solution sur | — 1, 1], elle est dérivable sur | — 1,1[ et on a
Arcsin (z2) + Cy,

Les solutions sur I, sont les z +—

C1,Cy € Rtelles quesix € Iy, f(x) = . Par continuité, les limites en 0 doivent
étre finies, donc C; = Cy = 0.

Arcsin (z?)

Réciproquement, = — est bien dérivable sur | — 1,1] et solution sur cet intervalle

de (FE), c'estlaseule.

@ Centrale 2008 ) désigne un réel fixé, ¢ une fonction de classe C!, 2r-périodique paire de

R dans R. et on considere I'équation différentielle d'inconnue y : (E\) "+ (A —q)y = 0.

1. Enoncer précisément le théoréme de Cauchy-Lipschitz adapté & I'équation (E,) et exploiter
I'unicité pour prouver g'une solution y de (E)) est impaire si et seulement si y(0) = 0.

2. Prouver, parexemple al'aide du wronskien, que (E,) ne peut admetire une base de solutions
de méme parité.

3. En déduire la dimension d’'un sous-espace propre de Q : y € F5 — —y” +qy oU E, est'espace
des fonctions de classe C2, 2r-périodiques de R dans R.

Solution de 30 : Centrale 2008

1. L'équation étant linéaire (et ses ceoefficients des fonctions continues définies sur R), le théo-
reme de Cauchy-Lipschitz s’énonce :
Pour tout u, v € R, il existe une unique solution y définie sur R vérifiant y(0) = u et /(0) = v.
Soit maintenant y une solution vérifiant y(0) = 0. Posons z(x) = y(—z). Alors 2’ (x) = y"(—x) eft,
par parité de ¢ :

Z(2) + (A= q(2)z(x) = ' (—2) + (A = g(=2))y(-z) = 0.

Donc z est solution de (E)) ef, puisque z(0) = 0 = y(0), 2/(0) = —/(0), I'unicité dans le théo-
reme de Cauchy-Lipschitz atteste de I'égalité z = —y, c'est-A-dire que y est impaire. La réci-
proque est facile.

2. Soient y et z deux solutions. Leur wronskien vaut w = yz’ — /2. Si y et z sont foutes deux paires,
on a y'(0) = 2/(0) = 0. Si elles sont toutes deux impaires, y(0) = z(0) = 0. Dans les deux cas,
w(0) = 0, ce qui prouve que (y, z) n'est pas une base de solutions.

3. Soit alors A une valeur propre de Q. L'espace propre correspondant est égal & E; N S, (ou
Sg, estl'espace des solutions de E)). Il est non réduit a {0} par définition. On sait de plus que
dim Sg, = 2 et on vient de voir que Sg, ne peut étre contenu dans E,. Donc dim(E>NSg, ) = 1.
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@ CCP 2005 Pour n entier naturel non nul, on considére I'équation différentielle linéaire :

(En) ay' —ny=0.

1. Donnerl’espace vectoriel des solutions de I'équation (E,,) sur chacun desintervalles I =]—oo, 0]
et J =]0, +o0|.

2. Dans le cas ou n = 1, déterminer uniguement par des considérations graphiques, |'espace
vectoriel des solutions de (E;) sur R. Quelle est la dimension de cet espace vectoriel ¢

3. Dans le cas ou n > 2, déterminer avec soin I'espace vectoriel des solutions de (E,,) sur R.
Quelle est la dimension de cet espace vectoriel 2

Solution de 31 : CCP 2005

1. Onobtient sans mal que sur I I'espace des solutions est Vect(z € I — x™) etsur J, Vect(x € J — z™).

2. Dansle casoun =1, une solution y de (E;) sur R est aussi solution de (E;) sur I et surJ, donc
sa courbe est reunion de deux demi-droites, et comme dérivable en 0, sa courbe est donc
une droite.

En conclusion : I'espace des solutions de (E;) sur R est de dimension 1, engendrée par la
fonction z — .
n

3. Supposonsn > 1,soit f une solution de (E,,) sur R, alorsil existe (a, 3) € R? tel que f(z) = { gi” : i E 5

En évaluant I'équation en 0, on tire f(0) = 0.

azr™ —0

La continuité en 0 n'impose aucune condition sur a et 3, la dérivabilité non plus car =az" !
z—0
" —0
e’rﬂ =Baz" ' —— 0carn> 1.
x z—0+

az™ siz <0

B sz >0 bien dérivable

Réciproguement : toute fonction f définie sur R par f(x) = {

sur R et solution de I'équation différentielle.
Conclusion : I'ensemble des solutions de (E,,) est un espace vectoriel de dimension 2, engen-
" siz >0 {0 Siz >0

etg,: xz—

dré par les fonctions hy, : z — { 0 siz<O0 o Sz <0

Autres exercices
. 0 1 .
@ Soit A = (_1 O)' Exprimer de deux facons exp(rA).

Soit A € M, (C). Montrer que det (e) = 4. Que dire de Sp (e4) 2
m Soit A € M, (R). On note R[A] I'ensemble des polyndmes en A.

1. Montrer que R[A] est une partie fermée de M, (R).
2. En déduire e4 € R[A].
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3 -2

3. Soit A= <4 _3

). Calculer e” et déterminer un polynéme P tel que e = P(A).

. . oo L "'=3x —y+ cost
@ Résoudre le systeme différentiel v royTE en posantu =y — x.
Yy =x+y+2sint

Solution de 35 :
Poser u = x — y. On trouve alors u(t) = Ae? +sint. puis ¢ = 2y + A\e? + 3sint.

. 3cost+6sint 3cost+sint
D'oU y(t) = (Mt + p)e? — + etz(t) = (At + pu+Ne? — %
, . i | =—y+ et
Résoudre le systeme differentiel < .
Yy =x+¢e"

Solution de 36 :

Systeme fondamental de solutions du systeme homogene : (iﬁ\s> et (;ZI?)

—t
Puis solution évidente t — (eo )

3 2 =2
Onconsidére(H):X’AXoOA(l 0 1).

1. Résoudre H et en déduire exp(tA).
2. Retrouver exp(tA) par un calcul direct.

Solution de 37 :

Pour 1 : trigonaliser.
Pour 2 : Ecrire A = I3 + N avec N nilpotente.

x' =2t —y +tCost

m On considere le systeme différentiel ,
y =x+ 2ty +tsint

1. Résoudre le systtme homogéne en posant u(t) = z(t)e~ " et v(t) = y(t)e .
2. Résoudre le systeme.
3. Retrouver les solutions en posant z = x + iy.

Solution de 38 :

. Cost

z(t) = (acost — bsint) e’ — ——-
Pour 2 : variation des constantes. L, sint
y(t) = (asint + bcost)el” — -

Résoudre I'équation y” +y = tan?t.

Solution de 39 :
Méthode de variation des constantes.

Fonctions vectorielles, équations différentielles - page 18



Résoudre I'equation (2z + 1)y” + (4z — 2)y’ — 8y = 0 sachant qu’elle admet une solution de
la forme z — e%*,

Solution de 40 :

a = —2, puis variation de la constante, on trouve une autre solution = — 422 + 1 : on peut aussi
chercher directement une solution polynomiale...

Résoudre I'équation (1 + z2)y” + 2y’ — 4y = —3x en commencant par chercher des solutions
polynomiales.
Solution de 41 :
Polynéme : z + c(22% + 1).
Puis variation de la constante ¢(z)(2z% + 1) : xvx2 + 1.
Au final : x = o + (222 + 1) + dova? + 1.

Résoudre I'équation 4xy” + 2y’ — y = 0 en déterminant les solutions développable en série
entiere.

Solution de 42 :

x +— agChy/zsiz > 0etaycos/—zx sinon.
On « devine » d'autres solutions en = — ch y/x sur R% et x — cos+/—z sur R*.
Raccord : les seules solutions sur R sont les solutions DSE trouvées ci-dessus.

Résoudre I'équation 22y + 4z’ — (22 — 2)y = e* en effectuant le changement de fonction
inconnue z(z) = 2%y(z).

Solution de 43 :

On frouve 2" (z) — z(z) = €*
. e e’ e ”
Puis = — A— B——.
y(@) 2z + 22 + 22

Résoudre I'équation xy” — ' — 423y = 0 sur )0, +o0o[ en effectuant le changement variable

t =22,

m Sur E = C*(R, K), on considere I'endomorphisme D : f +— f'.
1. Si f,g € E, rappeler la formule de Leibniz exprimant D™ (fg) en fonction des dériveées succes-
sives de f et de g.
2. Six € K, on pose ey : t — e, Montrer que ey D™ (e_,f) = (D — Xidg)™ (f).
3. En déduire Ker (D — Xidg)™.

n
4. Soit P = ZakX’“ € K[X]. En utilisant le lemme de décomposition des noyaux, montrer que
k=0
les solutions de a,y(™ + - - - + agy = 0 sont exactement les combinaisons linéaires de fonctions
de la forme t — tFeM ol X est une racine de P et k est un entier naturel inférieur ou égal a la
multiplicité de A en tant que racine de P.
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