MP 1 Lycée Carnot - Dijon
Fonctions vectorielles, équations différentielles

Exercices Banque CCINP

@ CCINP 31 @ CCINP 42
@ CCINP 32 @ CCINP 74

Autres exercices vus en cours

@ CCINP 75

@ Calculer I'exponentielle de A = (? _41> puis de B = (é 711>

Résoudre ) = y en utilisant le lemme de décomposition des noyaux.

8 Soit @ : J — M, 1(K) une solution d’une équation homogéne
X' = AX (H)
oU A : J— M,(K) est continue sur I'intervalle J. Montrer I'équivalence :
et dt)=(0) = VieJ &(t)=/(0)

(et donc, pourinsister, 3t € J  ®(t) = (0) == Vte J ®&(t) = (0)).

@ SoitTunréel >0, A : R — My(R)etB : R — M,;(R) continues et T-périodiques.

Montrer qu'une solution @ sur R de I'équation
X'=A(t)X + B(t)

est T périodique si et seulement si elle vérifie &(T") = &(0)

Indication : on remarquera que @ est T-périodique siet seulementsi® = ¥V oU ¥ : ¢+ O(t+T).

m On souhaite déterminer un un systeme fondamental de solutions du systeme

{x’(t) =ta(t) — y(t)
y(t) =a(t) +ty(t)

1. Chercher un systeme dont sonf solutions les fonctions u : ¢ e‘tz/zx(t) etv:t— e“z/zy(t)‘

et conclure.
2. Retrouver le résultat en posant z(t) = z(t) + iy(t).

P+ = to — y + 2t

@ Résoudre le systeme dm‘erenhel{ (2 + 1)y o4ty — 1
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@ Dans des problémes d'écrit...

1. Soit a une fonction continue sur R, paire, a valeurs réelles. Montrer qu'une solution f de
I'équation
v +a(z)y=0
est impaire si et seulement si elle vérifie f(0) = 0.

2. Soit a, b deux fonctions T-périodiques continues & valeurs réelles. Montrer qu’une solution
f de I'équation
Y +a(x)y +alz)y=0

est T-périodique si et seulement si £(0) = f(T) et f/(0) = f(T).

@ Déterminer, en utilisant le wronskien, un systéme fondamental de solutions de y” +w?y = 0

oUw > 0.

Si f et g sont deux solutions de (L) et si f(xzg) = g(xo). alors on ne peut rien conclure en

général.
Montrer que néanmoins, deux solutions linéairement indépendantes de (H) ne peuvent s'an-
nuler en un méme point .

@ EDL, newtoniennes Montrer que le wronskien de deux solutions de I'équation (dite new-

tonienne)
¥’ +aq(x)y=0
vérifie une équation différentielle linéaire particulierement simple.

m Oral Mines Soient a et b continues et 1-périodiques, et soit y solution de y” + ay’ + by =0

telle que y(0) = y(1) = 0. Montrer que y s’annule en tout k € Z.

Résoudre sur R} (H) x2y” —3xzy —5y =0

Résoudre sur]l, +oo[ (H) (1 —2?)y" + 2y’ — 2y =0.

Trouver les solutions DSE de I'équation (H) 2zy” +y —y = 0.

Terminer la résolution sur R en posant ¢ = v/2z.

, N ez . =x—y
Résoudre le systeme différentiel

Yy =2x—vy
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Révisions de MPSI

@ EDL; Résoudre en précisant les éventuelles solutions définies sur R

1. (1+2%)y + 2y =222 +1 7.ty —y = /|t]

2.y +y=tet +sint 8. o + 2zy = 206"

3. ¢ —In@y =" 9. (1+ )% + (1 + )y =2

4. 1%y + 2ty = i1 10. (22 + 1)y +ay=1

5. (cost)y + (sint)y = cos3t M. (+1D)% +22+1)y=1
6. y + 2zy = ev~2 12. ch(a)y’ — sh(z)y = sh3(x)

@ EDL, Donner les solutions réelles ou complexes de

3.y +y =sin’(t)

Yy +y — 2y =8sint
y(m) =0
y'(m) =1 4. y' + 4y + 5y = ch(2z) cosx

2.y -2y +y=cha 5. y" +2y +2y =2t —sint

@ Déterminer|’ensemble des fonctions f dérivablessurRtellesque vz € R, f'(z) = 2f(—z)+z.

(On pourra remarquer qu'alors f est deux fois dérivable...)

En utilisant la décomposition en parties paire/impaire, déterminer les applications f deux

fois dérivables telles que Vz € R, f”(z) + f(—z) =2 + cosz.

Sujets d’écrits

@ CCP 2016 On considére I'équation différentielle (E) :  22y” + (2% — 2)y’ + 2y = 0.

Existe-t-il des solutions non nulles de I'équation (E) développables en série entiére sur un inter-
valle] —r,r[ (r>0)deR?

m CCP 2014 a et b étant deux fonctions continues sur R, on note I'équation différentielle :

(B): 2% +a(z)y +bx)y=0

On note ST I'espace vectoriel des solutions de (E) sur I'intervalle I =]0,i[ et S~ I'espace vectoriel
des solutions de (E) sur I'intervalle J =] — o0, 0].
L'objectif de cet exercice est d'étudier la dimension de I'espace vectoriel S des fonctions y
de classe C? sur R vérifiant (E) sur R tout entier.
1. Donner la dimension des espaces St et S—.
2. On note ¢ I'application linéaire de S vers ST x S~ définie par ¢(f) = (f1, f7) oU fr désigne
la restriction de f & l'intervalle I et f; désigne la restriction de f & I'intervalle J.
Donner le noyau de I'application ¢ et en déduire que dim S < 4.
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3. Dans cette question, on considére a(z) = = et b(z) =0, d'o0 (E) : 2%y’ +xy’ = 0.
Determiner S* et S—.
Determiner ensuite S et donner sans détails la dimension de S .
4. Dans cette question (E):  2?y"” — 6xy’ + 12y = 0.
Déterminer deux solutions sur I de cette équation de la forme z +— 2 (a réel).
En déduire S puis S~.
Determiner S et donner la dimension de S.
5. Donner un exemple d'équation différentielle du type (E) :  22y" + a(z)y’ + b(z)y = 0 tel
que dim S = 0 (on détaillera).
On pourra, par exemple, s'inspirer de la question précédente.

CCP 2013 On considére le systéme différentiel de fonctions inconnues z, y et de variable

teR:
2 = z—vy
o= z+3y
1 -1 ~ .
13 ) Calculer le polynébme caracteéristique de la mo-
trice A et en déduire que la matrice B = A — 21, est nilpotente.
En utilisant sans démonstration I'égallité et = ¢*e4-22), valable pour tout réel ¢, donner
I'expression de la matrice et4.

1. On considére la matrice A = (

2. En utilisant ce qui précéede, ou a I'aide de toute autre méthode, trouver la solution du
z(0) = 1
y(0) = 2°

systéme différentiel vérifiant {

Mines 2011

1. On pose j = exp(2ir/3).Que vaut 1 +2+12

On note M,, ,(C) I'espace vectoriel des matrices & n lignes et p colonnes sur C et on consi-
dere la matrice A de My 4(C) suivante :

01 0 0
0 0 1 0
A=10o 0 0 1
10 -1 0

2. Proposer une matrice inversible U et une matrice diagonale D de My 4(C) telles que U AU = D

La méthode choisie pour les obtenir doit étre expliquée.
3. En déduire les solutions X : I — M, ;(C) de I'équation différentielle X’ = AX.

4. Déterminer I'ensemble des solutions y : I — C de I'équation différentielle ) + ¢ +y =0
et préciser parmi ces solutions celles qui sont & valeurs dans R.
Y

y
On pourra considérer le vecteur Y = < G > .

y®
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2x

m CCP 2009 On considére I'équation différentielle zy’ +y = Wit
— X

(B)

1. Résoudre (E) sur chacun des intervalles | — 1,0[ et 0, 1[.
2. En déduire que (E) admet une unique solution sur | — 1, 1].

@ Centrale 2008 )\ désigne un réel fixé, ¢ une fonction de classe C!, 2r-périodique paire de
R dans R. et on considere I'équation différentielle d'inconnue y : (Ey) y” + (A —¢)y = 0.

1. Enoncer précisément le théoréme de Cauchy-Lipschitz adapté & I'équation (E,) et exploi-
ter I'unicité pour prouver g'une solution y de (E)) est impaire si et seulement si y(0) = 0.

2. Prouver, par exemple & I'aide du wronskien, que (E)) ne peut admettre une base de solu-
fions de méme parité.

3. En déduire la dimension d'un sous-espace propre de Q : y € Ey — —y” + qy oU E; est
I'espace des fonctions de classe C?, 2n-périodiques de R dans R.

@ CCP 2005 Pour n entier naturel non nul, on considere I'équation différentielle linéaire :

(Bn) 2y —ny=0.

1. Donnerl'espace vectoriel des solutions de I'équation (E,,) sur chacun desintervalles I =]—oo, 0

et J =0, +ool.

2. Dansle cas ou n = 1, déterminer uniquement par des considérations graphiques, I'espace
vectoriel des solutions de (E;) sur R. Quelle est la dimension de cet espace vectoriel ¢

3. Dans le cas ou n > 2, déterminer avec soin I'espace vectoriel des solutions de (E,) sur R.
Quelle est la dimension de cet espace vectoriel 2

Autres exercices
. 0 1 .
@ Soit A = (71 0). Exprimer de deux fagons exp(wA).

Soit A € M,(C). Montrer que det (e?) = 4. Que dire de Sp (e*) 2

Soit A € M,,(R). On note R[A] I'ensemble des polynbmes en A.

1. Montrer que R[4] est une partie fermée de M, (R).
2. En déduire e? € R[A].
3 -2

3. Soit A = <4 _3

). Calculer e et déterminer un polyndme P tel que e4 = P(A).

R Y
@ Résoudre le systeme différentiel {“L/ 3% —y + cost

. en posantu =1y — z.
Yy =x+y+2sint
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/— —t
Résoudre le systéme différentiel {x, e

y:z—ke’t

3 2 =2

Onconsidere (H) : X' =AXouA=|—-1 0 1 |.
1 1 0

1. Résoudre H et en déduire exp(tA).
2. Retrouver exp(tA) par un calcul direct.

s . el ! = 2tx —y+tcost
On considére le systeme différentiel {I oy

Yy =x+ 2ty +tsint

1. Résoudre le systéme homogéne en posant u(t) = z(t)e~* et v(t) = y(t)e .
2. Résoudre le systéme.
3. Refrouver les solutions en posant z = z + iy.

Résoudre I'équation y” + y = tan?¢.

Résoudre I'équation (22 + 1)y” + (4z — 2)y’' — 8y = 0 sachant qu’elle admet une solution de
la forme z — e®*.

m Résoudre I'équation (1+z?)y" +xy' —4y = —3xz en commencant par chercher des solutions
polynomiales.

m Résoudre I'équation 4zy” + 2y —y = 0 en déterminant les solutions développable en série
entiere.

m Résoudre I'équation z%y” + 4zy’ — (22 — 2)y = e® en effectuant le changement de fonction
inconnue z(z) = 2%y(z).

m Résoudre I'équation zy” — y' — 4a3y = 0 sur ]0, +oo en effectuant le changement variable

t= a2

Sur E = C*(R, K), on considére I'endomorphisme D : f — f'.

1. Si f,g € E, rappeler la formule de Leibniz exprimant D™ (fg) en fonction des dérivées suc-
cessives de f et de g.

2. SiA €K, on pose ey : t = M. Montrer que ey D™ (e_f) = (D — Xidg)™ (f).

3. En déduire Ker (D — Aidg)™.

4. Soit P = Z ap X" e K[X]. En ufilisant le lemme de décomposition des noyaux, montrer que

k=0

les solutions de a,y™ +- - -+agy = 0 sont exactement les combinaisons linéaires de fonctions
de la forme t — tkFe? o0 X est une racine de P et k est un entier naturel inférieur ou égal
la multiplicité de A en tant que racine de P.
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