MP 1 Lycée Carnot - Dijon
Endomorphismes d’un espace euclidien

Exercices vus en cours

@ On considere deux réels a et b tels que a < b.

On note w est une fonction continue strictement positive intégrable sur [a, b]. Munissons C([a, b], R)
b

du produit scalaire (f|g) = / w(t)f(t)g(t) dt

Montrer que la famille (¢ N t"),en €St tofale.
Plus généralement, montrer que toute famille (e,,),ew de fonctions polynémes vérifiant, pour
tout n, deg(e,,) = n, est totale.

Solutionde 1:
La clé est ici le theoreme de Weierstrass. On commence par comparer la norme ||.|| associée au
produit scalaire et la norme N, de la convergence uniforme : notant E = C([a, b], R),

VieE  |fll kN

[ b
avec k = / w. 'y a par théoreme de Weierstrass une suite (P,,) d'éléments de Vect ((en)nen)

qui converge vers f pour N,. A fortiori il y a convergence pour ||.||.

@ Egalité de Bessel-Parseval Si (¢, ),cn st orthonormale dans I'espace préhilbertienréel (B, (.)),
+00 too
montrerque vz € E, > (en, ) < ||z||” puis que (en)new st fotale sietseulement sive € B, > (en,z)* = ||z

Solution de 2 : Egalité de Bessel-Parseval
L'inégalité a été vue (inégalité de Bessel). L'équivalence vient de la simple remarque suivante
(voir chapitre sur la projection orthogonale sur un sev de dimension finie) :

n

lz = pa(@)I* = |21 = llpa(2)|* = ll]|* = ) (ex]2)?

k=0

et de la proposition précédente.

@ Si (en)nen est totale, si ' = Vect(e,)nen, montrer que F+ = {0g}.

Solution de 3 :
Il suffit de dire que, si x € F+, alors p,(x) = 0 pour tout z. Or la suite (p,(z)) converge vers ...

@ Tréeéees classique Montrer que O(n) = {M € M,(R), MTM = I,,} est compact.

\\\\\

On est en dimension finie, il suffit de montrer que O(n) est fermée et bornée pour n'importe quelle
norme.
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Or O(n) est fermée comme image réciproque du fermé {I,,} parl’application continue M — MTM
(bilinéarité du produit matriciel et linéarité de la transposition) et bornée car, avec la norme eucli-
dienne || M||? = tr(MTM), on a O(n) c B(0,/n).

\/5/2 \/5/3 —\/6/6
@ Etudier I'endomorphisme canoniquement associé a M = | 0 V33 Vo3
V2/e V33 V6/s

Solution de 6 :
(C1|Cy) = V2/2v3/3 — V2/2v3/3 = 0.
(C3|C3) = —V3/3V6/6 + V3/3V6/3 — V3/3v6/6 = 0
Kﬁaﬁz—fﬁfﬁ+VﬁJﬁ—0

ICy)1* = (v ) (f/2) =1/241/2=1.

1Ca|? = (/V+W%V+W%f:%+%+%21
1Cs]1> = (V6/6) + (V6/3)” + (VB/s) = 16 + 46 + /6 = 1.
Donc M € O(3).

1 -1 1
CCINP 68 Soit la matrice A = (1 1 1).
1 -1 1

1. Démontrer que A est diagonalisable de quatre manieres :
(a) sans calcul,

(b) en calculant directementle déterminant det(Al3—A), ou I3 estla matrice identité d'ordre
3, et en déterminant les sous-espaces propres,

(c) en utilisant le rang de la matrice,
(d) en calculant A2,

2. On suppose que A est la matrice d’'un endomorphisme u d'un espace euclidien dans une
base orthonormee.

Trouver une base orthonormée dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Solution de 7 : CCINP 48

1. (a) Lamatrice A est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base orthonormée de
vecteurs propres.
(b) On obtient det(Als — A) = A2(\ — 3).
1
E5(A) = Vect -1 et Eg(A) iz —y+2=0.
1
Donc A est diagonalisable car dim E3(A) + dim Ey(A) = 3.

(c) rgA =1donc dimEy(A) = 2.
On en déduit que 0 est valeur propre au moins double de la matrice A.
Puisque trA = 3 et que trA est la somme des valeurs propres complexes de A comptées
avec leur multiplicité, la matrice A admet une troisieme valeur propre qui vaut 3 et qui
est nécessairement simple.
Comme dans la question précédente, on peut conclure que A est diagonalisable car
dim E5(A) + dim Eg(A) = 3.
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(d) On obftient A2 = 34 donc A est diagonalisable car cette matrice annule le polynédme
X2 — 3X qui est scindé a racines simples.

2. On note e = (i, ¥,%) la base canonique de R3.
On note (| ) le produit scalaire canonique sur R3.
Soit f I'endomorphisme canoniguement associé a A.
A est symétrique réelle et e est une base orthonormée, donc f est un endomorphisme symé-
trique et, d'apres le théoreme spectral, f est diagonalisable dans une base orthonormée de
vecteurs propres.
On sait également que les sous-espaces propres sont orthogonaux donc il suffit de trouver
une base orthonormée de chaque sous-espace propre pour construire une base orthonor-
mée de vecteurs propres.

Es(f)=Vect(l,-1,1) et Ey(f) 1z —y+2=0.
Donc @ = L(5— 7+ k) est une base orthonormée de Es(f).

V3
i+ jeti—j— 2k sont deux vecteurs orthogonaux de Ey(f).
. 1 - - 1 /- o
On les normalise et on pose v = —(i+ j) et W = — (z —j— 2k>.

V2 V6

Alors (7, %) une base orthonormée de Ey(f).
On en déduit que (4, v, w) est une base orthonormée de vecteurs propres de f.

g Matrice symétrique positive ou définie positive Soit A € S,(R).

On dit que A est positive lorsque Sp A € Rt et on note A € S;F(R).
On dit que A est définie positive lorsque Sp A C R et on note 4 € ST (R).

1. Montrer que A € S (R) (respectivement 4 € S,/ (R))
si et seulementsivVX e M, 1(R)\ {0}, XTAX > 0 (respectivement > 0).

2. Montrer que si A € S;F(R), il existe M € M, (R) telle que A = MTM.

3. Racine carrée : Si A est symétrique positive, montrer qu'il existe B symétrique positive telle
que B? = A.
Que dire de B si A est supposée définie positive ¢

4. Décomposition polaire : Soit A € GL,,(R). Montrer que AT A est une matrice symétrique définie
positive puis qu'il existe (Q, S) € O(n) x S;T(R) telles que A = QS.
Remarque : la densité de GL,(R) dans M, (R) et la compacité de O(n) (a savoir montrer...)
permet d’étendre ce résultat a toute matrice carrée réelle.

Solution de 8 : Matrice symétrique positive ou définie positive

1. Soit M € S, (R). Par théoréme spectral, il existe P € O, (R) et D diagonale dans M,,(R) felles
que
M =PDP~ ' = PDPT

Alors

VX e M1 (R)  XTMX > 08VYXeM, (R) XTPDPTX >0
SVYY e M1 (R)  YTDY > 0
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car I'application X — PTX est une bijection de M, ;(R) dans lui-méme (un automorphisme,
méme), de réciproque Y — PY. Or, avec des notations « évidentes»,

YT'DY =Y " diy}
=1
et Sp(M) = {d; ; 1 < i < n}. Sifous les d; sont positifs, alors VY € M,, 1(R) YIDY > 0, et
réciproquement, en prenant les Y dans la base canonique de M,, ;(R).
Pour la défini-positivité, c’'est quasiment la méme preuve que pour la caractérisation de la
positivité, quelques inégalités strictes a la place d’inégalités larges, seulement.

2. M = APT oU A comme ci-dessous convient.

3. Racine carrée : Par théoréme spectral, il existe P € O(n) et D € D,(R) (i.e. diagonale) telles
que
A=pPDPT = pPDP!

Et D = diag(\y, ..., \,) (notation non officielle...) ou les \; sont les valeurs propres deD, donc
de A. Donc les \; sont positifs, et, en posant A = diag(v/A1, ..., vVAn) et B=PAP~' = PAPT
on obtient une matrice symétrique (deuxieme forme) et & valeurs propres positives (premiere
forme) telle que B? = A.

Si A est définie positive, elle est dans GL,(R) (elle n’a pas 0 pour valeur propre), donc B aussi
(prendre le déterminant, ou encore dire que A~'BB = I,), donc B, étant déja positive, est
définie positive.
4. Décomposition polaire : ATA est assez facilement une matrice symétrique. Et, si X € M,,1(R),
XT(ATAX =YY  oUY = AX
Or, si X # (0), AX # (0),orsiY # (0), YTY > 0.
En utilisant les questions précédentes, il existe S symétrique définie positive telle que
5?2 =ATA
Posons Q = AS~!; on calcule
QTQ = (S H)TATAS ' = 5718287 =],
Donc @ est orthogonale.
Questions bonus :
1. Montrer que I'ensemble des matrices syméetriques positives est fermé dans M,,(R).

Si X € My1(R), ox : M — XTMX est continue car linéaire avec un espace de départ
(M, (R)) de dimension finie. De méme ¢ : M — M —M". Orl'ensemble des matrices positives

est
srHOpDNn ) ex'{oh)

XEMnJ(]R)

et une intersection de fermés est un fermé.
On peut aussi utiliser la caractérisation des fermés par les suites.

2. Montrer que GL,(R) est dense dans M, (R).

SiM e M,(R),

Or, au moins a partir d'un certainrang, 1/p & Sp(M).
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3. Montrer que O(n) est compact.

Fermé et borné...n'oublions surtout pas : d'un espace vectoriel de dimension finie.

4. Soit A € M, (R). Démontrer qu'il existe un couple (Q, S) de matrices, la premiere orthogonale
et la seconde symétrique positive, telles que A = QS.

Soit (4,) une suite d'éléments de GL,(R) qui converge vers A. Pour tout p € NN, il existe Q,
orthogonale et S, symétrique positive telles que

Ap = QpSp
On extrait de (@,). par compacité, une suite (Q¢(p)) qui converge vers Q orthogonale. Et en
écrivant
T
So) = Qo) Aor)

On voit que la suite (S(,)) converge vers QT A. Par 3., QA = S est symétrique positive. Ce
qui conclut.

@ Formules variationnelles Soit v un endomorphisme symétrique d'un espace vectoriel eucli-

(@|u(z))

_ _ B4l

les exprimer en fonction des valeurs propres de u.
Traduire ce résultat matriciellement.

dien E. Montrer que I'application z — atteint sur E'\ {0z} un minimum et un maximum,

Solution de 9 : Formules variationnelles
Par théoreme spectral, on fixe une base orthonormale (ey,...,¢e,) de E composée de vecteurs
propres de u : u(e;) = \;. lln"est pas restrictif de supposer Ay < ... < A\, . Etalors, siz = z1e14- - - +xzpen,
ona

(@lu@) = 3 ha?

donc
Mzl < (zlu()) < Anlz]?

I'inégalité de gauche est une égalite si et seulement si x € Ker(u — A\Idg, I'inégalité de droite est
une égalité si et seulement si z € Ker(u — A\, ldg. Donc il y a un minimum et un maximum, qui sont
Min (Sp(A)) et Max (Sp(A)). Pour les matrices symétriques réelles, méme chose en considérant le
quotient
XT AX
XT X
X parcourant M,, 1 (R) \ {0}.

m Déterminer la matrice dans la base canonique de R* munit de sa structure euclidienne
canonique et de son orientation habituelle de la rotation d'axe D : ¢ = y = z et d'angle de
2
mesure § = %

Solution de 10:
Déterminer la matrice dans la base canonique de R? munit de sa structure euclidienne canonique

et de son orientation habituelle de la rotation d’'axe D : x = y = z et d’angle de mesure 0 = %ﬂ
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7 4 4
@ Etudier I’'endomorphisme canoniquement associé & M = 9 (4 8 1) .
4 1 =8

Solutionde 11:
Les colonnes sont orthonormés C; A C, = +C5 avec la premiere coordonnée : c'est une matrice
de rotation. )
On calcule les vecteurs invariants, on frouve ( 04) donc a = (1,0, —4) dirige et oriente I'axe de

la rotation.
PuistrM = —7/9 =2cosf + 1 donc cosf = —8/9.
1 -7 1
Et le signe de sinf estceluide |0 4 0
0 —4 —4
Donc rotation d'angle — Arccos(—8/9).

< 0.

Autres exercices

@ Soit f € L(E) ou E euclidien. Montrer que les proprietés suivantes sont équivalentes :

1. f est une symétrie orthogonale.
2. f estune isométrie et est symétrique (ie f € O(F)NS(E).)
3. f est une symétrie et une isométrie.
4. f est une symétrie et est symétrique.
Donner une traduction matricielle.

@ Soit n € N*, A € M,,(R). Démontrer que Ker(ATA) = Ker A et rg(ATA) =rg A.

m Linéarité automatique
1. Montrer qu'une application de E euclidien dans lui-méme qui conserve le produit scalaire
est automatiquement linéaire (et donc une isométrie de E).

2. Méme questionsiu(0g) = 0 et u conserve la distance euclidienne entre deux vecteurs (donc
en particulier la norme).

3. Vérifier que plus généralement, si u conserve la distance euclidienne, il existe un vecteur
a € E et une application v € L(E) tels que pour tout z, u(z) = a + v(z) (on dit que u est une
application affine).

4. Monfrer que si e est un vecteur de norme 1, u : z — ||z|| e conserve la norme sans éfre linéaire.

Solution de 14 : Linéarité automatique
Siu conserve le produit scalaire (donc la norme) :

lu(z + Ay) — u(z) = Mu()l|? = [lul@ + Mg)|* + [[ul@) [ + 2 [u@)]* - 2(u(z + Ay)|u(z))
— 2X(u(z + Ay)lu(y)) + 2A(u(@)|u(y))
= 0.
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Siu conserve les distances, comme

() ) = 5 (@) + w12 ~ llutz) ~ w)I?).

u conserve le produit scalaire.

@ Soit A = (a; j)i<ij<n € O(n).

1. En utilisant le vecteur u € R™ qui ne contient que des 1, montrer que Y |a; | < ny/n.
1<i,j<n
1

< nenutilisant U = < : ) € M, 1(R) et I'endomorphisme f de
1

2. Montrerensuite que | > ai;
1<i,j<n
R"™ canoniquement associé a A.

Cas d’'égalité 2

Solution de 15 :

1.

2. Savoir que AU est une matrice colonne dont les coefficients sont les sommes des coefficients
de chaque ligne de A aide a trouver

UTAU:ZCLZ‘J
i,J

Mais considérons le produit scalaire canonique sur M,, 1(R) ; on peut alors interpréter
TU AU = (U, AU)
Et I'inegalité de Cauchy-Schwarz donne
(U, AU)| < [IU] |AU]

Mais A, orthogonale, conserve la norme euclidienne. Comme ||U|| = /n, I'inégalité est de-
montrée (assez facile avec I'indication, mais sans ladite indication ce le serait nettement
moins). L'égalité dans Cauchy-Schwarz a lieu si ef seulement si AU et U sont liés, soit si et
seulement si AU = +U (A conserve la norme). Soit si et seulement si la somme des coeffi-
cients de chaque ligne vaut 1 (respectivement -1).

m Déterminer [(O(n) N M, (Z))|, puis O(n) N T, (R), et enfin O(n) N A,(R) pour n € {2,3}.

Reconnaitre les endomorphismes dont les matrices dans une base orthonormée directe

. - . . 1 —4 1 4
(7,7) d'un espace vectoriel euclidien orienté sont M = £ (i 3 ) et N = 5 (Z 3>.

m Reconnaitre les endomorphismes dontla matrice dans une base orthonormee directe (i, j, k)
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d'un espace vectoriel euclidien orienté est

1 7 4 4 1 1 4 -8 0 -1 0

A= ~9 -4 8 -1 B = 9 4 7 4 cC=10 0 -1

4 1 -8 -8 4 1 -1 0 0

2 21 (12 2 L[~2 6 -3

D=-|-2 1 2 E=-|2 1 =2 F=-6 3 2

3\1 2 9 3\e 2 1 32 6
1 6 3 -

Soit A = |3 2 fetfe L(E) ou E euclidien orienté de dimension 3 dont la matrice

2 .

dans la base orthonormale directe (i, j, k) est A.
Compléter la matrice pour que A € SO(3) puis déterminer ses éléments caractéristiques.

b b
m Soien’r(a,b)EIRx]Rie’rA( a b).
b a

1. Trouver une CNS sur (a, b) pour que A soit orthogonale.

R

2. Ceftte condition étant remplie, préciser la nature et les éléments caractéristiques de I'endo-
morphisme d'un espace vectoriel euclidien orienté dont la matrice dans une base orthonor-
mee directe (i, j, k) est A.

@ Soit E un espace vectoriel euclidien orienté, et B = (i, j, k) une base orthonormée directe

. . - , 1
de E. Former la matrice dans B de la rotation R d’axe orienté par w = §(2i —2j—k)etdangle
6 = Arccos <§>

@ Dans un espace euclidien orienté de dimension 3, on considére des rotations r et R. Etudier

I'endomorphisme f =ro Ror~!.
Dans quels cas r et R commutent-elles @

@ Ecrit CCINP 2020 - CCMP 2017 Soit E euclidien et f un endomorphisme non nul de E qui
conserve |'orthogonailité.
1. Montrer que si ||z|| = ||y

calors || f ()]l = [ )]-

fi4x o fi — x P IBSSIDULS D B41DUl IND ‘UISSSP UN BI04 : UOIDIPU|
2. Montrer qu'il existe k > 0 tel que pour tout = de E, || f(z)|| = k| =]
3. Montrer que f est la composée d’'une isométrie et d'une homothétie.

m Soit E euclidien, v € O(E) et v = u —id.

1. Montrer que Imv = (Kerv)*.
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2. Soit p projection orthogonale sur Kerv et pour tout n € IN*,

pn=—(d+u+u?+- +u"1).

S|

Démontrer que pour tout = € E, p,(z) — p(z).

n—-+o0o

Solution de 24 :
1. Considérons = € kerv, y € imu. Il existe z tel que y = v(z). Et

(zly) = (zlv(2)) = (2]2) — (x]u(2))

Mais x = u(z), donc (z|u(z)) = (u(x)|u(z)) et u conserve le produit scalaire; on conclut bien que

(zy) =0

Il en ressort que kerv L imwv. Donc kerv C (imv)+. L'égalité résulte alors de I'égalité des dimensions,
elle-méme conséquence du théoréme du rang.

2. Soit x € E, on peut écrire x = y + z oU y € Kerv, c'est-a-dire y = u(y), et z € (Kerv)t = im(v),
ce qui signifie qu'il existe t € E tel que z = v(t) =t — u(t). On a alors

n—1 n—1
pa(e) == Sk () + 5 37 k()
k=0 k=0

Mais pour tout k on a u*(y) = y (récurrence sur k), et u*(z) = u*(t) — v*T1(t) ce qui fait que la
deuxieme somme est télescopique. Donc

pn(x) =y + %(t — u"(t))

Mais par orthogonalité de u, on a ||u"(¢)|| = ||t||, donc

ce qui conclut,

25

1. A quelle condition une rotation et une réflexion du plan euclidien orienté commutent-elles 2
2. Etudier en général sorosetrosoroUrest une rotation et s une réflexion.

m Mines MP (sans l'indication)

. A B
Soit M = (C D

blocs bien choisie, montrer que (det A)? = (det D).

Mines MP

Soient (a,b,c¢) € R3, 0 = ab+ bc+ ca, S = a+ b+ c et la matrice M = (

) € O(n) ou A et D sont carrées. En mulfipliant par une matrice triangulaire par

o Q9
o o

IS~
v
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1. Donner une condition nécessaire sur o et S pour que M € O(3).
2. Donner une condition nécessaire sur o et S pour que M € SO(3).

3. Montrer que M € SO(3) si et seulement si a, b et ¢ sont racines de
X3 — X%+ kavec k € [0,4/27].

Solution de 27 : Mines MP
1. MeO@B)<o=0 et Se{-1,1}.

MeSO@B)«<=o=0eft S=1.
3. Etudier la fonction.

g

Déterminer toutes les matrices symétriques réelles vérifiant A* = — A2,

On munit M, (R) de son produit scalaire canonique.
1
2

. Montrer en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz que pour toutes A, B € M, (R), ||[AB]| < || Al || B]-
. Si A est symétrique, écrire || A|| en fonction des valeurs propres de A.
3. SiQ € O(n), calculer ||Q]l.

Solution de 29 :

1.
2. Par théoreme spectral, il existe P € O(n) et D € D, (R) telles que A = PDP~! = PDPT. Mais

alors

|A|? =Tr (AT A) =Tr (PDPTPDPT) =Tr(D?)
Notons A1,...,\, les valeurs propres de A répétées autant que de fois que leur multiplicité.
Alors

l4ll= | X
i=1

1QI*> =Tr (QTQ) =Tr(1,) =n

Donc ||Q] = /n. On retrouve que O(n) est borné. Méme mieux, pour cette norme, O(n) est
inclus dans une sphére.

@ Soit A nilpotente commutant avec sa transposée. Montrer que ATA = 0 puis que A est nulle.

@ Adjoint Soit (E,(.].)) un espace euclidien, B une base orthonormale de E, v un endomor-
phisme de E. On note A = Matg(u), et on note u* I'endomorphisme de E tel que Matg(u*) = AT.
1. Monftrer que u* est I'unique endomorphisme de E tel que

V(w,y) € B2 (u(z)ly) = (z|u(y))
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2. Déterminer le noyau et I'image de u* en fonction du noyau et de I'image de w.

3. Siue S(E), que vaut u* ¢

4. Siu e O(F), que vaut u* 2

5. Montrer qu'un sous-espace vectoriel F est stable par u si et seulement si F- est stable par u*.

Solution de 31 : Adjoint

1. En effet, sion a un endomorphisme v,
(xy) € B2 (u(@)ly) = (zfo(y))
ssi pour fout X, Y € M,, 1(R), XTATY = XBY ou B matrice de v dans B
ssi pour tout X, Y € M, 1(R), XT(AT - B)Y =0
ssi B = AT en prenant pour X et Y les vecteurs de la base canonique ou en reconnaissant
(X|(AT = B)Y)...
2. y € Keru* ssiu*(y) € E+ ssipourtout z € E, (u(z)|y) = 0ssiy € (Imu)*
Donc Keru* = (Imu)*.
En remarquant avec la définition que (u*)* = u, Imu* = (Keru)*.

3. Siu e S(E), u* = u par unicite.
4. Siu € O(E), v* =u~! vu enremarque dans le cours.

5. Si F est stable paru, etsiy € F*, alors pour tout x € F, (u*(y)|z) = (y|u(z)) = 0 donc u*(y) € F+.
On en déduit I'autfre implication avec (u*)* = u.

@ Connexité par arcs de SO(n)

1. Définir une application continue ¢ de [0,1] dans SO(2) telle que ¢(0) = I, et
1) — (€08 —sing
(1) = sing  cosé )’
2. On considere M € SO(n) (n > 2). En utilisant la réduction des isométries vectorielles, montrer

que SO(n) est connexe par arcs.

3. Montrer que, si M € SO(n) et M' € O(n) \ SO(n), il n'existe pas d'application ¢ continue sur
[0,1], & valeurs dans O(n), telle que ¢ (0) = M et (1) = M’.
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