MP 1 Lycée Carnot - Dijon
Espaces prehilbertiens reels

Exercices vus en cours

+oo
@ Monftrer qu’on définit sur R[X] un produit scalaire en posant (P|Q) = / e 'P(t)Q(t) dt, et
0

en confondant polynédme et fonction polynomiale associée.

@ Définir sur R, [X], puis R[X], un produit scalaire rendant la base canonique orthonormale.

@ Si I est un intervalle et L?(I) est I'ensemble des fonctions continues sur I telles que f? est

intégrable, montrer que L?(I) est un R-espace vectoriel, et que (f|g) = /fg déefinit un produit
1

scalaire sur L2(I).

@ Si 2(R) est I'ensemble des suites réelles de carré sommable (ie terme général de série — abso-

“+o00
lument — convergente) montrer qu'il s’agit d'un R-espace vectoriel, et que (u|v) = Z un v, définit

n=0
un produit scalaire sur £2(R).

@ CCINP 76 Soit £ un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire noté (| ).

2l = /(@la).

1. (a) Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

OnposeVax e E,

(b) Dans quel cas a-t-on égalité ¢ Le démontrer.
2. Soit  E = {feC(a,b],R), V€ [a,b] f(x)>0}. Prouver que I'ensemble

b b
{/ f(t)dt x / fzt)dt’ fe E} admet une borne inférieure m et déterminer la valeur de m.

Solution de 5 : CCINP 76

1. (a) Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (| ).
OnposeVzx e E, ||z|| = v/(z|x).
Inégalité de Cauchy-Schwarz : ¥(z,y) € E?, | (z|y) | < ||z||||y]|
Preuve :
Soit (z,y) € E2. Posons VA € R, P(\) = ||z + A\y||?.

Onremarque que VA € R, P(X) > 0.

De plus, P(\) = (z + Aylz + Ay).

Donc, par bilinéarité et symétrie de (|), P(\) = ||y||>A? + 2X (z|y) + ||=]|>.

On remarque que P(\) est un trindme en A si et seulement si ||y||? # 0.
Premiercas :siy =0

Alors | (z]y) | = 0 et ||z]| ||ly|| = 0 donc I'inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée.
Deuxieme cas :y # 0
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Alors ||ly|| = /(yly) # 0 cary # 0 et (]) estune forme bilinéaire symétrique définie positive.
Donc, P est un trinbme du second degré en X qui est positif ou nul.
On en déduit que le dicaliminant réduit A est négatif ou nul.
Or A = (zy)” — ||=|*|y|[* donc (x|y)* < ||| [*/ly|*.
Et donc, | (z[y) | < [l=|[ [y]]-
(b) Onreprend les notations de 1. .
Prouvons que Y(z,y) € E%, | (z|y) | = ||z||||ly|| &= = et y sont colinéaires.
Supposons que | (z]y) | = |[z]] [[y]]-
Premier cas:siy =0
Alors x et y sontf colineéaires.
Deuxieme cas :siy # 0
Alors le dicaliminant de P est nul et donc P admet une racine double ).
C'est-a-dire P(\g) = 0 et comme (| ) est définie positive, alors = + Aoy = 0.
Donc z et y sont colinéaires.
Supposons que x et y soient colinéaires.

Alors 3a € R telque = = ay oU y = ax.
Supposons par exemple que = = ay (raisonnement similaire pour I'autre cas).

| (@ly) [ = lall (yly) | = Il llyl* et [zl |yl = V/(zl) [ly]] = Ve ly)llyll = ol |yl

Donc, on a bien I'égalité.

2. On considere le produit scalaire classique sur C ([a, b] , R) défini par :
¥(£.9) € C ([a. bl R). (flg) = / 0

OnposeA:{/ ftdtx/ f(t)dt,feE}.

ACR
A# @ car(b—a)? € A (valeur obtenue pour la fonction t — 1 de E).
b

b
Deplus, V f € E/ f(t)dt x / f(lt)dt > 0 donc A est minorée par 0.

On en déduit que A admet une borne inférieure et on pose m = inf A.
Soit f € E.

b 2
On considére la quantité (/ \/f(t);(t)dt) .

2

D'une part, </ab \/m\/;T]f)d)f)2 = (/ab 1dt> = (b—a)?

D'autre part, sion u’rilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (]) on obtient :

(/r ) < [ rwen [

OnendeduﬁrquereE/f dt/ —dt > (b—a)2

Donc m > (b — a)?.
b b
Et, si on considére la fonction f : t — 1 de E, alors / f(t)dt/ f(lt)dt = (b—a)’.

Donc m = (b — a)?.

@ CCINP 79 Soit a et b deux réels tels que a<b.
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1. Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans R.
b
Démontrer que / h(z)dz =0= h =0.
2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R.

b
On pose :¥ (f,) € B (flg) = | f(a)gla)dk.

Démontrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur E.

1
3. Mojorer/ Vxze~*dz en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0
Solution de 6 : CCINP 79

b
1. Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans R telle que / h(z)dz = 0.

OnposeVzx € [a,b], F(z) = /x h(t)dt.

h est continue sur [a,b] donc F est dérivable sur [a, b].

De plus, V z € [a,b], F'(z) = h(x).

Or h est positive sur [a, b] donc F est croissante sur [a, b]. (*)

Or F(a) = 0 et, par hypothese, F(b) = 0. C'est-a-dire F(a) = F(b). (*¥)
D’'apres (*) et (**), F est constante sur [a, b].

Donc Vx € [a,b], F'(z) = 0.
C’est-a-dire, Vz € [a,b], h(z) = 0.
b
2. Onpose ¥ (£,9) € B (flg) = | f(a)gla)dk.

Par linéarité de I'intégrale, ( | )aes’r linéaire par rapport a sa premiere variable.
Par commutativité du produit sur R, (| ) est symétrique.
On en déduit que (| ) est une forme bilinéaire symétrique. (*)

b

Soit f € E. (f|f) :/ f2(x)da.

Or z — f2%(x) est positive sur [a,b] et a < b donc (f|f) >0
Donc ( |) est positive.  (**)
Soit f € E telle que (f|f) = 0.

b
Alors/ f(z)dz = 0.

Orz s f?(x) est positive et continue sur [a, b] .

Donc, d'apres 1., f est nulle sur [a, b] .

Donc (| ) est définie.  (***)

D'apres (*), (**) et (***), (|) est un produit scalaire sur E.

V1i—e—2

1 1 1
3. L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne / Vrze T dx < \// a:d:c\// e 2 dy = 5
0 0 0

Orthonormaliser la base e; = (0,1,1), e = (1,0,1), e3 = (1,1,0) de R? muni de sa structure

euclidienne canonique.
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Solutionde 7 :
On pose e; =e; = (0,1,1).
Puis on cherche ey = ey + Ae; avec A fel que (e1|e2) = 0 ie (e1]€2) + A(e1|er) = 1+ 2X = 0 donc

1 11
A=-——etey=(1,—2-).
g = 2 < 2’2>

1 1
En cherchant eg = e3 + pey + veg tel que (e1]e3) = 0 et (e2]e3) = 0, on frouve p = —5 etv = ~3
22 2
oites=|(=,=,—=
Sotes =133 73
On a obtenu trois vecteurs non nuls orthogonaux deux a deux en dimension 3 : il s’agit d'une
1 1 2 1 1
base orthogonale de R?. Reste & normaliser pour obtenirune b.o.n. ¢, = <O,,>,e’ = <,—,>
g p 1 \/i \@ 2 \/6 6 \/6

g Dans E = C([0, 1], R) muni de sa structure euclidienne canonique, soit F' le sous-espace vecto-
riel des fonctions polynomiales.
1. Montrer que F+ = {0} en utilisant le théoréme de WeierstraB.
2. En déduire que F ¢ (FL)L =K.
3. Soit G = {t ++ P(t)sin(t); P € F}. Montrer que G+ = {0} et en déduire que (FNG)* 2 F-+G*.

X
k! ] n—+oco

no ok
4. Montrerque d (exp , T Z > —— 0. Que vaut d(exp, F') ¢ Est-elle atteinte ¢
k=0

5. Montrer plus généralement que si d(f, ) est afteinte pour un g € F, alors f — g € F*. Pour
quelles fonctions est-ce le cas 2

@ CCINP 39 On note 2 I'ensemble des suites z = (z,)nen de nombres réels telles que la série

> a2 converge.

1. (a) Démontrer que, pour z = (x,)nen € £2 €t y = (yn)nen € £2, la série anyn converge.

+oo
On pose alors (zly) = > znyn.
n=0

(b) Démontrer que (2 est un sous-espace vectoriel del'espace vectoriel des suites de nombres
réels.

Dans la suite de I'exercice, on admet que ( | ) est un produit scalaire dans 2.
On suppose que ¢2 est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée.

2. Soit p € N. Pour tout = = (,,) € £2, on pose () = .
Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de 2 dans R.

3. On considere I'ensemble F des suites réelles presque nulles c’est-a-dire I'ensemble des suites
réelles dont tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.

Déterminer F+ (au sens de ( |)).
Comparer F et (F1)".

Solution de 9 : CCINP 39
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1. (a) Soit (z,y) € (12)* avec z = (zn)nen € Y = (Yn)nen-

1
VneN, |zoyn] < 5 (22 +42).

2
Or) "a2 et y2 convergent donc, par critére de majoration des séries & termes positifs,

> " 2ayn converge absolument, donc converge.

(b) La suite nulle appartient & 2.
Soit (z,y) € (12)* avec = = (zn)nen €1y = (Yn)nen. SOit A € R.

Montrons que z = x + Ay € I2.

Onaz = (zn)neny Avec Vn €N, z, = x,, + Ayp,.

VneN, 22 = (2, + M\yn)? = 22 + 2292 + 2z0y,. (1)

Parhypothése, Y 22 et > 42 convergent et d'aprés 1.(a), > _ zayn converge.
Donc, d'apres (1), Z 22 converge.

Donc z € 1.

On en déduit que 2 est un sous-espace vectoriel de I'ensemble des suites réelles.

2. Soit (z,y) € 12 0U = = (#p)nen €1 ¥ = (Yn)nen. SOit A € R.
On pose z = x + Ay avec z = (2 )neN-
OnaVvneN, z, =x, + Ayn.
Ainsi, o(z + Ay) = ¢(2) = zp = 2 + Ayp = () + Ap(y).

Donc ¢ est linéaire sur 2. (*)
+o0

Va = (zn) € 1% |2p|* <) a7, donc |z,| < ||z
n=0

Donc Vo = (zn)nen € 1%, [p(2)] = |zp| < |2 (**)

D'apres (*) et (**), ¢ est continue sur I2.

3. Analyse :
Soit x = (zn)nen € F*.
AlorsVy e F, (z|y) = 0.

Soit p € N.

On considere la svite y = (yn)neny de F définie par :
1 sin=p

Vn €N yn = 0 sinon

y € F, donc (z|y) =0, donc z, = 0.
Onen déduit que, Vp e N, z, = 0.
C'est-a-dire z = 0.

Synthese :

la suite nulle appartient bien & F+.
Conclusion : F+ = {0}.

Ainsi, (FH)+ =12,

On constate alors que F # (F4)*.

m CCINP 77 Soit E un espace euclidien.
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1. Soit A un sous-espace vectoriel de E.
Démontrer que (AL)l = A.

2. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(a) Démontrer que (F + G)* = F-nGL.
(b) Démontrer que (FNG)* = FL + G+,

Solution de 10 : CCINP 77

1.Onadc (Ah)" . ¥
En effet, Vo € A,Vy € AL, (x| y) = 0.
C'est-a-dire, Vo € A, z € (AL)*.
Comme FE est un espace euclidien, E = A@® A+ donc dim A =n — dim A+,
De méme, E = AL @ (Al)L donc dim (AL)L =n—dimA*t.
Donc dim (AY)" =dimA.  (*¥)
D'aprés (*) et (**), (AL)" = A.
2. (a) Procedons par double inclusion.
Prouvons que F- NGt c (F+G)™ .
Soitz € F-NnG*.

Soitye F+G.
Alors 3 (f,g9) e F x Gtelquey = f +g.
(zly)= (z|f) + (z]lg =0.

corfEF_‘efweFl corgeG_efa:eGi
DoncVye (F+G), (z|y) =0.
Donc z € (F + G)*.
Prouvons que (F +G)* c FLnG+.

Soit z € (F 4 G)*.

Vye F,ona(z|y)=0carye F C F+G.

Donc z € F*.
Deméme,VzeG,ona(z|z)=0carze GC F+G.
Donc = € G*.

On en déduit que =z € F+ N G*.

Finalement, par double inclusion, (F + G)* = F- NG+,

(o) D'aprés 2.(a), appliquée a F* et & G+, ona (F+ + GL)L = (FL)l N (GL)L.
Donc, d'aprés 1., (FL+ G+ = Fna.

1
Donc ((FL - GL)L> =(FNG)*.
C'est-a-dire, en utilisant 1. & nouveau, F- + G+ = (FNG)* .

@ Sn(R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux dans M,,(RR) pour le produit scalaire ca-
nonigue.

@ CCINP 92 Soit n € N*. On considére E = M, (R) I'espace vectoriel des matrices carrées

d'ordre n. Onpose :¥(4, B) € E?, (A, B) = tr(!AB) ou tr désigne la frace et {A désigne la fransposée
de la matrice A.
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1. Prouver que (,) est un produit scalaire sur E.

2. On note S, (R) I'ensemble des matrices symétriques de E.
Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque ‘4 = — A.
On note A4, (R) I'ensemble des matrices antisymétriques de E.
On admet que S, (R) et A,(R) sont des sous-espaces vectoriels de E.

(a) Prouver que E = S,(R) & A, (R).
(b) Prouver que A, (R)* = S, (R).

3. Soit F' I'ensemble des matrices diagonales de E.
Déterminer F-.

Solution de 12 : CCINP 92

1. (,) estlinéaire parrapport a sa premiere variable par linéarité de la tfrace, de la fransposition
et par distributivité de la multiplication par rapport & I'addition dans E.
De plus, une matrice et sa transposée ayant la méme trace, on a:
V(A,B) € E?,(A,B) =1r({AB) = tr(*("AB)) = tr('BA) = (B, A).
Donc (,) est symétrique.
On en déduit que (,) est bilinéaire et symeétrique. (1)
Soit A = (Ai’j)lgz',j<n IS

(A, A) =1r(*AA) = ZtAA”fZZ Z,{AkﬁZZA donc (4, A) >

i=1 k=1 =1 k=1
Donc (,) est posmve (2)

Soit A = (Al,])l@_’jgn € E telle que (A, A) = 0.

Alors Y > " AR =0.0r, Vi € [1,n], Vk € [1,n], A7, >0.
i=1 k=1

Donc Vi € [1,n], Vk € [1,n], Ay; = 0. Donc A = 0.

Donc (,) est définie. (3)

D'apres (1),(2) et (3), (,) est un produit scalaire sur E.

Remarque importante : Soit (A, B) € E?.
On pose A = (Ai,j)lgyj _ etB= (Bij)1<”<n

A|ors<A,B>:fr(fAB)_ZtAB ZZ tAZkBk,_ZZAmBM.

L=l 1=1 k=1 i=1 k=1
Donc (,) est le produit scalaire canonique sur E.

(a) Soit M € S,(R) N A, (R).
alors ‘M = M et'M = —M donc M = —M et M = 0.
Donc S,(R) N A4,(R) = {0}. (1)
Soit M € E.

+ M M — M

Posons S = et A=

OnoM:StJrA
bg_ (MM _
2
ot
tA_t<M 5 M> - (tM—M):—A,doncAeAn(R).

)
On en déduit que E = S, (R) + A,(R). (2)
D'apres (1) et (2), E=S,(R) & A

("M + (" ("M + M) = S, donc S € S, (R).

[\D\i—ll\D\P—‘
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Remarque : on pouvait également procéder par analyse et synthése pour prouver que
E =5,(R) ® A,(R).

(b) Prouvons que S,(R) C A, (R)* .
Soit S € S, (R).
Prouvons que V A € A,(R), (S,A) =0.
Soit A € An(R).
(S, A) = fr(!SA) = tr(SA) = tr(AS) = tr(—tAS) = —tr(tAS) = — (A, S) = — (S, A).
Donc 2 (S, A) = 0soit (S, A) =0.
On en déduit que S,(R) Cc A,(R)* (1)

De plus, dim A, (R)* = n? — dim A4, (R).
Or, d'aprés 2.(a), E = S,(R) ® A,(R) donc dim S, (R) = n? — dim A4, (R).

On en déduit que dim S, (R) = dim A, (R)*. (2)
D'aprées (1) et (2), Su(R) = A, (R)*.

3. Oninfroduit la base canonique de M,,(R) en posant :

. . 1 sik=idietl=3j
Vie [1,n].Vje[l,n], E;; = (ek,l)lgkyl@ avec ey = { 0 sinon
Onaalors F = Vect (Ei1,E29,..., Eny).

Soit M = (mi ), €E.

<ig<n

Alors, en utilisant la remarque importante de la question 1.,

M€ Ft < Viec[l,n], (M ,E;;)=0<=Vic [l,n], m; =0.

Donc Ft = Vect (E” telles que (i, 7) € [1,n]? eti # j).

En d’autres termes, F+ est I'ensemble des matrices comprenant des zéros sur la diagonale.

@ CCINP 80

Soit E I'espace vectoriel des applications continues et 2r-périodiques de R dans R.

2
1. Démontrer que (f | g) = 2i 1 (t) g (t) dt définit un produit scalaire sur E.
T Jo

2. Soit F le sous-espace vectoriel engendré par f : z — cosz et g : z — Cos (2x).
Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u : z — sin’ z.

Solution de 13 : CCINP 80

27
1. Onpose ¥ (£,9) € F, (flg) = 5- /0 F(Bg(t)t.

Par lineéarité de I'intégrale, (|) est linéaire par rapport a sa premiere variable.
Par commutativité du produit sur R, (| ) est symétrique.
On en déduit que (| ) est une forme bilineaire symétrique.  (*)

Soit f € E. (f|f) = % 0% fA(t)at.

Or t — f2(t) est positive sur [0,27] et 0 < 2, donc (f|f) = 0.
Donc (|) est positive.  (**)
Soit f € E telle que (f|f) = 0.

27
Alors fA(t)dt = o.
0
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Or t — f%(t) est positive et continue sur [0, 27].

Donc, f est nulle sur [0, 27].

Or f est 2x-périodique donc f = 0.

Donc (| ) est définie.  (***)

D'apres (*), (**) et (***), (|) est un produit scalaire sur E.

2. Onavz eR,sin’z = % - %cos(2m).
T — —% cos(2z) € F.
De plus, sion note h I'application z — %
(h|f) = ﬁ /O% cosxzdz =0 et (h|g) = ﬁ /O% cos(2z)dz = 0 donc h € F* (car F = Vect(f,g)).

Ly . 1
On en déduit que le projeté orthogonal de u sur F est z — ~5 cos(2z).

Soit E = R3, P le plan d'équation cartésienne = — z = 0. On note B = (e1, ez, e3) la base

canonique de R3. Quelle est la matrice dans B de la projection orthogonale sur P et de la symétrie
orthogonale par rapport a p?

Solution de 14 :
Vecteur normal & P : (1,0, —1). Donc pour tout z € R3,
(1707 _1) . (I’,y,Z)

pp((x,y, z)) = (z,y,2) — 5 (1,0,-1) = (;(l‘-ﬁ- 2), 9, ;(:U—Fz))

Donc pe(el) = 3(e1 + e3), pp(e2) = ez €t pp(e3) = 5(e1 +e3), et

01
2 0].
01

@ CCINP 81 On définit dans M, (R) x M, (R) I'application ¢ par : ¢ (A, A") = tr(*AA’), oU

fr (tAA’) désigne la frace du produit de la matrice ‘A par la matrice A’.
On admet que ¢ est un produit scalaire sur Ms (R) .

On note F = {(_ab Z), (a,b) € R2}.

1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de Ms (R).

—_ O

Mats(pp) = % (

2. Déterminer une base de F+.

3. Déterminer la projection orthogonale de J = G 1) sur F- .
4. Calculer la distance de J a F.

Solution de 15 : CCINP 81
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-1 0
On peut donc affirmer que F est un sous-espace vectoriel de My (R).
F = Vect(ly, K) donc (lz, K) est une famille génératrice de F.
De plus, |y et K sont non colinéaires donc la famille (Iz, K) est libre.
On en déduit que (I, K) est une base de F.

2. Soit M = (Z’ Z) € Ms (R).
Comme (I3, K) est une base de F,
M € Ft < ¢o(M,ly) =0et o(M,K) = 0.
C'est-a-dire, M € Fr <= a+d=0etb—c=0.
Ouencore, M € F* < d=—aetc=0.
On en déduit que F+ = Vect (A, B) avec A = < (1] _01 > et B = ( (1) (1) )
(A, B) est une famille libre et génératrice de F+ donc (A, B) est une base de F+.

1. On aimmédiatement F = Vect(ly, K) avec K = < 0 1 ) .

3. Onpeut écrire J =1y + Bavec |, € F et B € F* .

Donc le projeté orthogonal de J sur F- est B = (? é)

4. On note d(J,F) la distance de J a F.
D'apres le cours, d(J, F) = ||J — pr(J)|| oU pr(J) désigne le projeté orthogonal de J sur F.
On peut écrire & nouveau que J = |, + Bavec |, € F et B € F*.
Donc pr(J) = la.
On en déduit que d(J, F) = ||J — pr(J)|| = ||J — 2|| = || B]| = V2.

m CCINP 82 Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de E de dimension

finie n > 0.
On admet que, pourtout z € E, il existe un élément unique gy, de F tel que x — 1, soit orthogonal
a F et que la distance de x & F soit égale & ||z — yol|.

!/ /
Pour A = (Z’ Z) et A = <Z, Z,) onpose (A | A") =ad + bV + ¢ +dd'.

1. Démontrer que (. |.) est un produit scalaire sur Ms (R).

2. Calculer la distance de la matrice A = ( 1} §) au sous-espace vectoriel F des matrices frian-
gulaires supérieures.

Solution de 16 : CCINP 82

1. On pose E = My(R).

!/ /
Pour A = (CCL Z) ceFEetA = (Z, Z,) € E,on pose (A|A") = ad' + bb' + cc + dd'.

. a b a v a” b .
SoﬁA:(C d)eE,A/:(c, d,)eE,B:<C,, d,,)eE.SofraeR.

at+ad b4V

1! b//
(A+A|B) = (< o d/) | ( d)) — (0t ) + b+ VW + (c+ ) + (d+ d).

Donc (A + A'|B) = (ad” + bb" + ¢’ +dd") + (d'a” + b'V" + " + d'd") = (A|B) + (A'|B).
" Z
«o = = aaa” + abbd” + acc’ + « = .
AlB i gg @ " "4 abt + ace’ + add” = o (A|B

C/l dl/
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On en déduit que (.|.) est linéaire par rapport a sa premiere variable.
De plus, par commutativité du produit sur R, (. |.) est symétrique.
Donc (.|.) est une forme bilinéaire et symétrique.  (*)

SoiTA:(Z b) cFE.

d
(A|A) = a® +b? + c* + d% > 0. Donc (.| .) est positive.  (**)
Soit A = (‘Z 2) € E telle que (A|A4) = 0.

Alors a® +b? + 2 + d? = 0.

Comme il s’agit d’'une somme de termes tous positifs, on en déduitquea =b=c=d =0
donc A =0.

Donc (.].) est définie. (**¥)

D'apres (*), (**) et (***), (.|.) est un produit scalaire sur E.

1 0

2. 4=(_, 4

1 0 O
Onao A= 0 10

0
( )eF 12< )eFlcorV(a,b,d)eRB,«_ol 8)\(8 Z>>_o.

On en déduit que le projeté orthogonal, noté pr(A), de A sur F est la matrice (é g)

ainsi, a4, F) = 4= pea)l = 11 )l =1

Déterminer les €quations des bissectrices, dans unrepére orthonormal du plan, de D : 3z+4y = 7
etD : 5z — 12y = —7.

Produit scalaire

m Le retour des polynomes de Tchebbychev

1. Vérifier que I'égalité suivante définit un produit scalaire sur I’'espace des fonctions polynémes
1
1
réelles (P, = / P)Q(t)dt.
(PQ: = | —==POQW)
On rappelle gue les polyndmes de Tchebychev sont définis par la relation, valable pour tout
n entier naturel et tout réel 6 , T,,(cosf) = cosnf. Démontrer que la famille (7),)n,en €st une
famille orthogonale ce produit scalaire.

2. Soit El'espace C([-1,1],R). Montrer que, si (f, g) € E?, (t)g(t)dt est bien

= [

défini. Montrer que I'on construit ainsi un produit scalaire sur E, et que la famille (T),)nen est
totale.

m Soient f et g des applications de E dans E telles que Y(z,y) € E2, (f(2)|y) = (z|g9(y)).
Montrer que f et g sont linéaires.
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Solution de 19 :
Par symétrie, il suffit de montrer par exemple que f est linéaire.
Soient z,2’ € E et A € R. On veut montrer que f(z + \a’) = f(x) + Af(2').
On calcule, poury € E,

(o + ) — () = MEO) = (Fa +2)y) — (F@ly) - AF@)]y)
= (z+ M[g(y)) — (zlg(y)) — M| g(v))
—0

donc f(x + A2') — f(z) — Mf(z') € B+ = {0}.

m Vérifier que I'égalité suivante définit un produit scalaire sur I'espace des fonctions poly-

néomes réelles :

+00
(P.Q) = / e P(H)Q()dt

1. Démontrer qu'il existe une unique suite orthogonale de polynémes (P, ).en. tels que pour
tout n, P, soit unitaire (i.e. de coefficient dominant égal a 1) de degré n.

2. Demontrer qu’il existe deux suites (\,) et (u,,) de reels telles que, pour fout entier naturel n > 2
Pn - (X - )\n)Pn—l - MnPn—2
(Indication : décomposer X P, 1 dans la base des Py).

Solution de 20 :

1. L'existence vient de Schmidt.
Pour I'unicité, on prend deux suites (P,), (Q,) convenant, et pour tout n, on décompose
P, € Vect(Qo, . ..,Q,) et on obfient P, = Q,, par orthogonalité.

2. XP,_; de degré n et unitaire se décompose dans la base orthogonale (R, ..., P,) de R,[X]

(Bi|XP,1) _ (XBi[Py1)
175 [l

en XP, 1 = MNP+ -+ \-1Pr—1+ P,, avec \; = =0sii<n-—2

pour des raisons de degré.

, 1
@ Ecrit Mines — CCINP On considére le produit scalaire (P, Q) — / P(t) Q(t) dt sur R[X].
0

1. Vérifier qu'il s’agit bien d'un produit scalaire.

2. Montrer qu'il existe une suite orthonormale (P,),en d'éléments de R[X] telle que deg(P,) = n
pour tout n.

3. Soit n > 2. On suppose que P, possede k racines de multiplicité impaire dans ]0,1[, a1, . .., a.
avec k < n.

(a) Vérifier que, siQ = H —a;), alors (P,|Q) =0
=1
(b) En écrivant (P,|Q) sous forme intégrale, aboutir & une contradiction.

(c) Démontrer que P, est scindé a racines simples, et que ses racines sont toutes dans |0, 1].
4. Onfixe n € IN*. Soit a1, ..., o, lesracines de P,. Montrer qu'il existe desréels A\, ..., \, tels que,

pour tout P € R, —1[X], on ait
1 n
/ P(t)dt =Y \iP(a;)
0 i=1
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Donner une expression de ces scalaires en fonction des intégrales sur [0,1] des Ly, ou les Ly,
designent les polyndmes interpolateurs de Lagrange associés a la famille (aq, ..., ay).

5. On reprend les notations de la question précédente. En utilisant la division euclidienne par
P,, montrer que

VP € Ron_1[X] /0 " Pty dt = zn: MP(as)
=1

Ce type de résultat est a la base des méthodes de Gauss pour les calculs approchés d'inté-
grales.

@ Décomposition QR et inégalité de Hadamard - oral Mines

1. En utilisant le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, démontrer que, si A est une matrice
inversible carrée d'ordre n G coefficients réels, il existe une matrice Q orthogonale d’ordre n
et une matrice R triangulaire supérieure a coefficients réels telle que A = QR.

(Oninterprétera A comme matrice de passage de la base canonique ¢ la base des vecteurs
colonnes, et on orthonormalisera cette derniere).

2. Expliquer I'intérét de la décomposition A = QR pour la résolution d'un systéme AX = B.
3. Y-a-t-il unicité de la décomposition @

4. On veut montrer I'inégalité de Hadamard : si M est une matrice carrée réelle, (c4,...,¢,) la
famille de ses vecteurs colonnes, ||.|| la norme euclidienne canonique sur R™, alors

| det M| < {ler]].. [[enll

(a) Montrer I'inégalité lorsque M n’est pas inversible.

(b) On suppose M inversible, on I'écrit M = QR oU Q est une matrice orthogonale et R une
matrice triangulaire supérieure. Si (v1,...,~,) est la famille des vecteurs colonnes de R,
si ¢ est I'endomorphisme de R"™ canoniquement associé a Q, exprimer v, A I'aide de ¢
et de ¢,

(c) Conclure
(d) Peut-ily a voir égalité dans I'inégalité de Hadamard 2

Solution de 22 : Décomposition QR et inégalité de Hadamard - oral Mines

1. En utilisant le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, démontrer que, si A est une matrice
inversible carrée d’ordre n a coefficients réels, il existe une matrice Q orthogonale d’ordre n
et une matrice R triangulaire supérieure a coefficients réels telle que

A=QR

(oninterprétera A comme matrice de passage de la base canonique a la base des vecteurs
colonnes, et on orthonormalisera cette derniere).

Si(ci,...,c,) estlafamille des vecteurs colonnes de A, A estla matrice de passage de la base
canonique B. de R" a la base C = (cy,...,¢,). On munit R™ du produit scalaire canonique
(pour lequel, donc, B. est orthonormale). Soit B une base orthonormale de R™ obtenue &
partir de C par le procédé de Schmidt. On a alors, avec des notations habituelles :

o, = P8, P
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Mais ch, matrice de passage d'une base orthonormale d une base orthonormale, est ortho-
gonale. Et I'algorithme de Schmidt garantit que, pour tout k&,

CL € Vec’r(el, R ,ek)
ou I'on note B = (ey,...,e,) (0N a en effet, pour tout k,
Vecf(el, ey €k) = VeCT(Cl, cey Ck) )

et donc...ca marche.

. Expliguer I'intérét de la décomposition A = QR pour la résolution d'un systéme AX = B.

On écrit le systéme équivalent RX = QT B, c'est un systéme tfriangulaire.

. Y-a-t-il unicité de la décomposition 2

Visiblement non, vu le (petit) choix dans I'algorithme de Schmidt. Mais allons plus loin : &
quelle condition a-t-on
QR — Q/R/
ou Q et Q' sont orthogonales, R et R’ triangulaires supérieures inversibles 2
On remarque que I'égalité étudiée équivaut a

Qlle — R/Rfl

ou le premier membre est une matrice orthogonale, le second une matrice triangulaire su-
périeure. Le probleme est donc : quelles sont les matrices a la fois orthogonales et triangu-
laires supérieures 2 construisons une telle matrice : son premier vecteur colonne, unitaire et
dont seule la premiere composante est possiblement non nulle, est donc (+1,0,...,0). Son
deuxieme vecteur colonne est orthogonal au premier, sa premiere composante est donc
nulle. Donc seule sa deuxieme composante est non nulle, et vaut nécessairement £1 car il
est unitaire. Ainsi de suite...Bref,

O(n)NT,F(R) ={D.; e € {-1,1}"}
ou, sie = (€e1,...,€e,), De = diag(ey, ..., e,). On conclut que
QR=Q'R < 3Jec{-1,1}" R =D.RetQ =QD.

(on s’est servi du fait que D, était sa propre inverse). Grosso modo, cela signifie que dans
deux décompositions QR, au signe pres on retrouve les mémes coefficients.

. On veut montrer I'inégalité de Hadamard : si M est une matrice carrée reelle, (cq,...,¢,) la
famille de ses vecteurs colonnes, ||.|| la norme euclidienne canonigue sur R™, alors
| det M| < [lea]]. . [[enll

(a) Montrer I'inégalité lorsque M n’est pas inversible.

Le premier membre est nul, le second membre est positif.
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(o)

(c)

(d)

On suppose M inversible, on I'écrit M = QR ou Q est une matrice orthogonale et R une
matrice triangulaire supérieure. Si (71,...,~,) est la famille des vecteurs colonnes de R,
si ¢ est I'endomorphisme de R™ canoniquement associé a @, exprimer ~; a I'aide de ¢
et de ¢

cx = q(k)

Conclure

Donc, pour tout &, ||ck|| = ||vx||- Or, pour tout k&,
k
lvell = | D R2 = [Risl
=1

L1 |Bxxl = [det(R)| = |det(n1)]
k=1

Il suffit alors de remarquer que

Peut-il y avoir égalité dans I'inégalité de Hadamard 2

Oui. Si et seulement si la matrice R est diagonale, d’apres ce qui précede. Et donc si et
seulement siles colonnes de M forment une famille orthogonale.

@ Soit £ I'ensemble des fonctions continues de [—1, 1] dans R muni de son produit scalaire ca-

nonigue. Soient P et 7 les parties de E contenant les fonctions paires et impaires respectivement.
Montrer que Z = P+ et déterminer la symétrie orthogonale par rapport & P.

p 1 n n
Etudier la nature de la série de terme général u,, = ————— ( )
v |

Solution de 24 :
Cauchy-Schwarz.

@ Soient n € IN*, x4, ..., z, des nombres réels. Montrer que

(o1 4 o) <m(of4oad).

Dans quel(s) cas a-t-on égalité 2

Solution de 25 :
Cauchy-Schwarz.
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Projection orthogonale

m On se place dans R? muni de son produit scalaire usuel, noté (-|-). Soit D la droite d'équation
r = —y = 2, s la symétrie orthogonale par rapport & D et p le projecteur orthogonal sur D.
1. Déterminer les matrices de s et p dans la base canonique de R3.
2. Considérons les applications f et g définies sur R? x R? par :

f(x.y) = (zlp(y)) et gz, y) = (z(s(y)) .
Démontrer que f et g sont des formes bilinéaires symétriques. Sont-elles définies positives 2

Oral Mines Soit (E, (-|-)) un espace euclidien, p un projecteur de E.

Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulementsiVae € E, ||p(x)| < ||z]|.

Distance a un sous-espace

m Dans I'espace vectoriel R4, on définit v; = (1,2, —1,1), vo = (0,3,1, —1) et F = Vect (vy,v2).
1. Déterminer un systéme d’'équations (dans la base canonique) et une base orthonormale de
F+.
2. Soite; = (1,0,0,0). Calculer d(ey, F).

m Calculer, pour A € M, (R), inf ( Z (ai,jmi,j)Z)

MeS, (R
€5 (B \; sl

Solution de 29 :
Dans ce genre d'exercice qui se pose a I'oral, I'important est d'identifier un probléme de projec-
tion orthogonale. Comme dans I'exercice précédent. Ensuite, il faut frouver la réponse aux ques-
tions suivante : dans quel espace ¢ ici, assez clairement, dans M,,(R). Pour quel produit scalaire ¢
ici, le produit scalaire canonique, qui est donné par

UIV)=>Y UiViy=Tr(U" V)
ij
Sur quel sous-espace 2 sur S, (R). Une bonne idée est de déterminer une base orthonormale de
Sn(R) pour ce produit scalaire canonique. Une meilleure est de montrer que, pour ce produit

scalaire canonique,
Su(R): = A, (R)

Alors le théoréme de projection orthogonale dit que la borne inférieure recherchée est un mini-
mum, atteint en un point unique :

1
M = Ps,r)(4) = 5(A+ AT)

et valant ) .
I5A-ADP =1 3 (A — 47
(4,5)€1,n]?
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1
m Pour tous réels a, b, ¢, on pose I(a,b,c) = / (z° — az® — bx — c)2 dz. Démontrer qu’il existe un
-1

unique triplet (a, b, ¢) tel que I(a, b, c) soit minimum et le déterminer.

@ Projection sur un convexe fermé - écrit CCINP On désigne par C une partie convexe
non vide d'un espace euclidien E.

1. On suppose C compacte. Démontrer que pour tout élément z de E il existe un unique élé-
ment y de C, que I'on note p(z), tel que

lle —yll = infllo —z|| (= d(z,C)).
Le fait que la norme soit euclidienne ne sert que pour I'unicité.
2. On suppose seulement C fermée. Démontrer que le résultat précédent est encore vrai.
3. Soit y un élément de C; démontrer que

<y:p(x)> = <V26C (y—a;,y—z>§0)

(pour =, on pourra écrire que, si z € C, pour tout t € [0,1], p(z) + t(z — p(z)) € C).
4. En déduire, si z et 2’ sont deux éléments de F :

Ip(x) = p(=)||* < (& — 2, p(x) — p(a"))

puis démontrer que p est continue.

Solution de 31 : Projection sur un convexe fermé - écrit CCINP

1. Onsuppose C compacte. Démontrer que pour tout élément = de F il existe un unique élément
y de C, que I'on note p(x), tel que :

lle =yl =Inf llz — || (= d(z,C)).

Existence : Soit z fixé dans E. L'application z — ||z — z||, continue sur le compact C, a valeurs
réelles, est bornée et atteint ses bornes; en particulier, elle atteint un Minimum en un point
y €C.

Unicité : C'est nettement plus difficile, et il faut faire un dessin. Remarquons que |'existence
ne suppose pas la norme euclidienne, on va en revanche en avoir besoin pour I'unicité.
Supposons que y; et i soient deux éléments de C tels que

[z =l = llz — v = d(=,C)
L'identité du parallélogramme donne alors :
2(llyr — z)1* + lly2 — /1) = lyn +y2 — 22 + [lyr — v2

(ce n'est qu'un dessin clair et bien observé qui peut donner I'idée d'écrire cela!) Divisons
par4:

1 1
d(w,C)* = |5 +y2) = zl* + Ly — ol

. L1 1 . . .
Mais, par convexite, o (y1 +y2) € C. donc ||5(y1 + y2) — z||? > d(z,C)?, ce qui entraine néces-

sairement ||y; — 2||? = 0, donc y; = yo.
On peut écrire différentes choses menant a cette unicité, voir des friangles isoceles et des
triangles rectangles plutét que des parallélogrammes, etc...
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2. On suppose seulement C fermée. Démontrer que le résultat est encore vrai.

Existence : On part de I'idée simple suivante : ce n’est pas parmi les points de C « éloignés »
de x que I'on frouvera y. On considere donc encore z fixé dans E. Soit r > 0 tel que

B'(z,r)NC# o

(I'existence d’'un tel r ne pose pas de probleme : on peut prendre r = d(z,y) ou y est un
élément quelconque de C). Posons alors ¢’ = B'(z,r) N C. Fermée (comme intersection de
fermés) et bornée (car incluse dans une boule) dans E de dimension finie, C’ est compacte.
Il existe donc yy € C’ tel que

lz — yol| = d(z,C")

Si z € C, de deux choses I'une :
— Soit z € ', et alors ||z — yo|

|z — 2

< .
<

— Soitz e ¢/, et alors ||z — yol| < 7 < ||z — 2]|

On voit que ||z — yo|| minore {||z — z|| ; z € C}. Mais yy € C, donc
[ = yoll = d(,C)

Unicité : La démonstration du 1 marche encore : on n'a utilisé que la convexité de C.

Soit y un élément de C; démontrer que
(y:p(a:)) — (VzGC (y —x,y—2) <0>
— Supposons que y € C vérifie
Vel (y—x,y—2z) <O)
Alors, pour tout z € C,

lz = 2)1? = [I(z = y) + (y — 2)|I”
= llz = yll” + lly — 2l + 2{z — y.y — 2)
> [l —yl* +lly — =
> |l —yl?
ce qui montre bien que y = p(x).
— Supposons y = p(z); soit z € C; par convexité, on a

vte[0,1] (1—tyy+tzeC

et donc

vie[0,1]  [[A-ty+tz—z|* > [ly -zl
ce qui s'écrit

vie0,1]  lly—2)+tz—yIP >y -2

ou encore, en développant,

vee (0,1 ly -zl + e —yl* + 260y — 2,2 —y) > |y — 2
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et donc
vte[0,1]  Elz—ylP+2y—z,2—y) =0

d’ou, en multipliant par 1/¢sit > 0,
vt €)0,1]  tllz—ylP +2(y -2,z —y) =0
et en prenant la limite quand ¢t — 0,
(y—z,2—y) 20

qui est bien ce qu’on voulait.

3. En déduire, si x et 2/ sont deux éléments de E :

Ip(z) = p(a")I]* < (z — 2, p(z) — p(a’))

puis démontrer que p est continue

Partons du second membre :
(x —a',p(x) — p(z)) = (x = p(x), p(x) — p(z)) + (p(z) — p(z),p(x) — p(z'))
+ (p(a') — o', p(x) — p(a’))

La question précédente permet alors de conclure & I'inégalité voulue. Puis, par Cauchy-
Schwarz, on obtient que p est 1-lipschitzienne donc continue.

@ Déterminants de Gram - grand classique de I'oral et de I'écrit

Siuy,...,u, sont n vecteurs d'un espace préhiloertien réel (E, (.,.)), on définit leur matrice de

Gram, G(uq, . . .,u,), comme la matrice carrée d'ordre n donft le coefficient en ligne i et colonne
j est <ui,uj>.
1. Démontrer que si la famille (ug,...,u,) est liee alors le déterminant de sa matrice de Gram

est nul (on pourra commencer par supposer que u,, s'écrit comme combinaison linéaire des
autres u;).

. On suppose maintenant (uq,...,u,) libre, et on considere (eq,...,e,) une base orthonormale
de Vect(uy,...,u,). On note :

A= MOT(e1,...,en)(u17 ceey un)

(a) Exprimer G = G(uy,...,u,) @ l'aide d'un produit faisant intervenir A et sa tfransposée.
(b) Montrer que le déterminant de G est strictement positif.
. On suppose la famille (uy,...,u,) libre; on désigne par F le s.e.v. engendré par (uy,...,u,),

et par z un vecteur de E. Démontrer :

det(G(ui, ..., un, @)
detdet (G (ui, ..., uy))

[d(a:, F)]2 =

On pourra par exemple, dans le calcul de det(G(uy, ..., un, z)) écrire z = (z — z) + z, z dési-
gnant le projeté orthogonal de x sur F.

Solution de 32 : Déterminants de Gram - grand classique de I'oral et de I'écrit
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1. SUPPOSONS uy, = Qp—1Up—1 + ...+ ajui. Alors, pour tout ¢ € [1,n — 1],
(Ui Un) = Op—1 (Ui Up—1) + ... 4+ 0 (ug, ur)
OuU encore
(u1, up) (U1, Up—1) (u1,u1)
. = Qn—1 +ooF+o :
<un7un> <Unaun—1> <un7u1>

que I'on peut lire de la maniére suivante :
Cnp = Op—1Cp—1 + ...+ a1C1

ou les ¢, sont les colonnes de la matrice de Gram G(uy, . .., u,). Les colonnes étant liges, le
déterminant est nul.

Dans le cas général, il n'est pas nécessaire que u,, soit combinaison linéaire des autres ;.
Mais si la famille (ug,...,u,) est liée, au moins un des w; s'écrit comme combinaison linéaire
des autres u;. Et on conclut de la méme maniére, en montrant que la colonne ¢; est alors
combinaison linéaire des autres.

2. Rappelons que, pour tout couple (i, j) de [1,n]?,
Gij = (ui, uj)
etf, la base (e, ..., e,) étant orthonormale,
Aij = (i, uj)

Mais d’autre part (calcul du produit scalaire dans une base orthonormale) :

n

Gij= Z(ek,uiﬂek,uﬁ

k=1
= ZAk,iAk,j
k=1
_ (Tt
- (A A)i,j
et donc
G=ATA
On en déduit

det(G) = (det 4)? > 0
(A € GL,(R)). En fait, on peut dire plus : G est symétrique définie positive.
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3. La derniere colonne de G(uy, ..., u,, z) st

(uy, x) (uq, 2) (up,x — z)

<u2.v x> <u2'a Z> <u27l: - z>
= +

(un., x) <un, z) <un,x —2)

(x, ) (x,z) (x,z — 2)

ou z est le projeté orthogonal de z sur F = Vect(uy, ..., u,). Donc :

(w1, ) (u1, ) 0
<u2.7 x> <u2.7 z> 0
= +
<un., x) <un, z) 0
(x, ) (z,2) (x —z,x — 2)

Utilisons la linéarité du déterminant par rapport a sa derniére colonne. On obtient, notant
g(...)=det(G(...)):

(ur,ur) .. .. (U1, up) 0
g(uy, ... up, ) =g(uy,...,up,z) +

(Unyu1) oo oon (Up, Up) 0

(zyu1) ... o {zoun) |l — 2

(on réutilise le fait que (ug, z) = (uk, 2) + (ug,  — 2) = (ug, 2)). On développe alors par rapport
a la derniere colonne le dernier déterminant; tenant compte de la nullité de g(us, ..., up, 2)
(famille liée), on conclut :

g(ur, .. un,z) = ||z — 2||? glu, ..., up)
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