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chapitre XXIlI
Groupes cycliques et Algebre

modulaire

l Révisions de MPSI : Arithmétique sur 7

1 PGCD
Définition : PGCD

Soient a,be Z.

I=(a)+(b) = aZ+bZ ={au+bv, u,veZ}estunidéal
non réduit de (Z, +, x) qui est un anneau principal.

Son unique générateur positif est appelé pged
de a et b, noté anb.

On a donc, par définition, aZ.+ bZ = (a A b)Z.

Propriété : Relation de Bézout

Si a,b € Z, on peut trouver a,b € Z tels que
au+bv=anbh.

Propriété : Propriété d'Euclide

Sia,b,qeZ, anb=(a—bq)Ab (pas nécessairement
une division euclidienne).

Propriété : Caractérisation

Soit (a, b) € Z2.

delN
d=anb<— dlaetd|b
VceZ, (claetclb) = c|d

Il s’agit donc du plus grand diviseur positif au
sens de la division.

Définition : Nombre entiers premiers
entre eux

a,b € IK[X] sont dits premiers entre eux lorsque
AAB=1, c'est-O-dire lorsque les seuls diviseurs com-
muns sont les polyndmes constants non nuls.

Théoréme : de Bézout

Soit a,beZ.

anb=1<—3u,veZ, au+bv=1

Corollaire

Soient a,b,c € Z.
(i) anbc=1<=anb=anc=1

(i) Sid=anb, onaad,b eZtelsque a=da, b=db'
eta nb =1.

Théoréme : Lemme de GauB

Soient a,b,ceZ. Si albc et anb=1, alors alc.

2 PPCM
Définition : PPCM

Le PPCM de deux entiers a, b est I'unique généra-
teur positif av b de I'idéal aZnbZ des multiples com-
muns A a et 4 b.

On adonc aZnbZ = (av b)Z.

(i) Il's’agit du plus petit multiple positif commun a
a et d b au sens de la division.
(i) On a toujours que |ab| = (aAb)(aV b).

3 Nombres premiers

Définition : Nombre premier

Un nombre premier est un entier naturel p > 2
dont les seuls diviseurs positifs sont 1 et p.
On notera 2 I'ensemble des nombres premiers.

L’ensemble des nombres premiers est infini.

Propriété

Sipe 2 et neZ, alors pln ou (exclusif) pan=1.

Propriété
Soient pe 2 et ay,...,an € Z.

pllay x -+ x ay) Si et seulement si p divise I'un des ay.

Théoréme : fondamental de I'arith-

métique - Décomposi-
tion primaire

Soit ne Z*. On peut frouver ke N, p,...,pi Pre-
miers deux a deux distincts, ay,...,a; € N* fels que
L n=Eprppte gt
appelée decomposition primaire de n.
De plus, cette écriture est unique & I'ordre des
facteurs pres.
P1,-.., Pr SONt les diviseurs premiers de n.

Définition
Soit pe # et ne Z*. On appelle valuation p-
adique de n l'entier

vp(n) =max {ie N | p’ divise n}.
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Soient n,meZ*, pe 2.
(i) vp(n) #0 < pln
(i) vp(nxm)=vp(n)+vy(m)
(i) nim <=V peP, vp(n) <vp(m)
(iv) vp(nAm)=min(vyn),vy(m)
vp(nv m) =max(vy(n), vp(m))

4 Congruences

Définition : Congruence

Soit ne IN*. On dit que a,b € Z sont congrus mo-
dulo n et on note a=b [n] lorsque n|(a- b) ie lorsqu'il
existe ke Z tel que a=b+kn.

C’est une relation d’équivalence sur Z.

Propriété

VaeZ, A'reo,n-1] | a=r [n]. r estle reste de
la division euclidienne de k par n.

Ainsi, la relation d’équivalence - =- [n] possede
exactement n classes d’'équivalences.

Propriété : Compatibilité de + et x

Soient ne N* et a,b,c,d € Z tels que a=b [n] et
c=d [n]. Alorsa+c=b+d [nletaxc=bxd [n].
Plus généralement, sime N, a™ = b™ [n].

Il Le groupe Z/nz

Soit ne N tel que n>1 fixé.
Définition : Z/nz

On note Z/inZ I'ensemble (quotient) des
n classes d'équivalences de - = - [n], notées
0,1,...,n—1. Ainsi

Z/nZ={6,T,...,n—l}.

Définition : Surjection canonique

. . . . 7 — ZInZ
L'application surjective _ est ap-
k — k
pelée surjection canonique.

Soient a,b,c,d € Z tels que a=7¢ et b =d. Alors
a+b=c+d

Définition

Si a,beZ, on pose a+b=a+b, ce qui définit une
loi de composition interne + sur Z/nZ.

(Z{nz,+) est un groupe commutatif isomorphe a
(Um X),

1l Groupes monogeénes

1 Sous-groupe engendré par une partie
Définition : Groupe engendré par
une partie

Soit (G, ) un groupe, A partie non vide de G.

On appelle sous-groupe engendré par A le plus
pefit (au sens de l'inclusion) sous-groupe de G conte-
nant A, noté (A).

On dit alors que A est une partie génératrice de
(A).

Les éléments de (A) sont exactement les pro-
duits (pour x) d’éléments de Aou de AL

Autrement dit, x € (A) si et seulement s'il existe
kel (a,...,a) € Ak et (e1,...,e) € {-1,1}F tel que

=afls... k
X=ap keexap.

2 Groupes monogeénes et cycliques

Soit a € G. Le sous-groupe engendré par a noté
(ay plutét que ({a}) est
(a)y = {ak, ke Z}

On dit que a en est un générateur.

Définition : Groupe monogéne

Un groupe G est dit monogéne s'il est engendré
par un seul élément, c'est-a-dire s'il existe a € G tel
que G =(a).

Un groupe G est dite cyclique si et seulement s'il
est monogeéne et fini.

(Zinz,+) est un groupe cyclique, dont les gene-
rateurs sont exactement les k avec knn=1.
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3 Ordre d’'un élément dans un groupe
(G, %) est un groupe d'élément neutre e.

Définition : Ordre d’'un élément

On dit que a € G est d’ordre fini s'il existe ke IN*
tel que af =e.
Dans ce cas, on appelle ordre de a le plus petit

keIN* tel que ak =e.

Propriété

Soit a un élément de G d’ordre fini m.

o Si keZ a*=esietseulement si ke mZ ie m
divise k.

o (a)= {ak,ke [[O,m—l]]} et {a)| = m.

Propriété

Tout groupe monogene infini est isomorphe &
(Z,+).

Tout groupe monogene fini (donc cyclique) de
cardinal n estisomorphe & (Zinz,+)

Théoréme : de Lagrange (HP)

Soit (G, ) un groupe fini, H un sous-groupe de G.
Alors |H| divise |G|.

Propriété

Soit (G, ) un groupe fini de neutre e.
(i) Tout élément de G est d’ordre fini.

(i) L'ordre de tout élément de G divise le cardinal
de G.

(i) Pour tout a€ G, al®! =e.

|V Anneau Z/nz

1 Structure

__Soient a,b,c,d € Z tels que a=7¢ et b =d. Alors
ab=cd

Définition

Si a,be Z, on pose axb = ab, ce qui définit une loi
de composition interne x sur Z/nz.

Propriété

(ZInz,+, x) est un anneau commutatif.

Propriété

Le groupe des inversibles de I'anneau Zinz est
I'ensemble des k pour ke Z tel que knn=1.

fg Méthode : Calcul de l'inverse d'un élément in-
versible
Si k est inversible dans Z/nz (donc si kAn =1), on
frouve l'inverse de k soit « de téte»n, soit en utilisant I'al-

gorithme d'Euclide étendu pour trouver une relation de
Bézout entre k et n.

Corollaire

(ZInz,+,x) est un corps si et seulement si n est
premier.

2 Théoréme Chinois

Théoréme : chinois

Soient n,me IN* tels que nAm=1.
1re formulation Si a,b € Z, alors
k=a [n) .
< k =c¢ [nm] oU ¢ est une so-
k=b [m]
lution particuliére, qui existe bien.
2¢ formulation Pour tout k € Z, note (k mod n),
(k mod m) et (k mod nm) les classes de k dans
ZInZ, ZImZ et ZinmZ respectivement. On a alors
(i) Si k,¢ €Z, etsi (k mod nm) = (¢ mod nm),
alors (k mod n) = (¢ mod n) et
(k mod m) = (¢ mod m).

(i) L'application

Z|nmZ —  ZInZ x Z|mZ

(k mod nm) — (k mod n,k mod m)

est un isomorphisme d'anneaux.

é Méthode : Résolution de systéme de
congruences

Trouver une solution particuliere au systeme de
congruence se fait soit en testant les valeurs, soit en
frouvant des entiers de Bézout : on a u,v € Z tels que
n-u+m-v=1. Alors ¢ = nub+mva est une solution particuliere
carnu=1 [m]letmv=1 [n].

On peut aussi résoudre directement le systéme en
remarquant qu'il est équivalent d k=a+n-u=b+m-v
avec u,v € Z et en résolvant I'équation diophantienne
n-u—m-v=>b-a parla méthode habituelle.

3 Indicatrice d’Euler

Définition : Indicatrice d’Euler

L'indicatrice d’Euler est I'application définie sur
IN* par ¢(n) =|{ke[L,n], nnk=1}.

Si p est premier, alors ¢(p) = p—1. Et si, plus géné-
ralement, ke N*, ¢ (pk) =pF-lip-1).
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Propriété

Soient n,meIN* tels que nAm=1.

(i) Si k € Z, et si (k mod nm) € Ugy,,, alors
(k mod n) € Uz, €t (k mod m) € Uz,,z-

(i) L'application

Uzinmz —  Uz,z*Uz/pz

(k mod nm) +— (k mod n,k mod m)

est un isomorphisme de groupes (multiplicatifs).

Corollaire

¢ est multiplicative, c’est-a-dire que sinAm=1,
alors p(nm) = p(n)p(m).

Corollaire

Plus généralement, si ny,...,ny sont deux & deux
premiers entre eux,

@ny---np)=@ng)---@ny).

Corollaire
Si p1,..., pr sont les diviseurs premiers distincts de

n,
i 1
pm=n[] (1 = —)
k=1 Pk
Théoréme : d’Euler
SiaeZ et ne IN* tel que ann=1, alors a®?™ =1 [n].
Corollaire : Petit théoréme de Fer-
mat
Si p est premier et ae Z* non divisible par p, alors
aP~l=1 [p].
Dans tous les cas (que a soit divisible ou non par
p). a’ =a [p].

Théoréme : de Fermat-Wiles, ou

grand théoréme de
Fermat

SineN tel que n >3, alors I'équation x™+y" = z"
n’admet aucune solution dans IN3.
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