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Equations différentielles
linéaires (MPSI)

l Equations différentielles du premier
ordre

Dans toute cette partie, K désigne R ou C. D est une
partie de R qui s'écrit comme une réunion quelcongue
d’intervalles.

1 Définitions

Définition
On appelle équation différentielle linéaire du
premier ordre (EDL;) toute équation du type

(L)VteD, a®f ()+pOfE) =y

ou a, B,y sont des fonctions définies sur une partie D
de R & valeurs dans K, d'inconnue f : D — K déri-
vable sur D. On note cette équation

@) a®y +p®Oy=y®.

Résoudre ou intégrer (L), c’est en trouver toutes
les solutions.

Une courbe représentative de solution de (L) est
appelée courbe intégrale de (1).

L'équation (H) a(t)y'+p(1)y = 0 est appelée équa-
tion homogeéne associée a (L).

Remarque

La notation a(n)y’ + f(n)y = y(») vient du fait que I'on
peut I'écrire sous la forme F(t,y,y") =0 ouU t,y,y’ sont frois
variables indépendantes. f est solution si et seulement si
pour tout ¢, F(t, (1), /(1) = 0. Dans cette notation, y et y’
ne représentent pas des fonctions!

Toute la théorie sera valable sur des |intervalles I

sur  lesquelles [anes’onnulepos] et sur lesquels

[a,ﬂ,y sont conﬂnues.] On se ramene alors a une équation,
dite normalisée, du type
(L) ¥y +a)y=0b(t

B

avec a = p et b = g L'équation homogéne associée est
(H) y'+a®y=0.

2 Résolution de I'équation homogéne

Soit (H) y' +a(t)y = 0 avec a continue sur I. Les
solutions de (H) sont les fonctions f: t e I— Ae 4
pour A€ K, oUu A désigne une primitive de a.

Remarque

/
Le physicien écrirait y; =—a donc, en intégrant,

In|y|=-A+cdonc y=+e‘e 4 =1e™".
Correct 2 Probleme :
e y pourrait s'annuler. Mais on a facilement que soit
on est tout le temps nul, soit on ne I'est jamais.
« Ensuite le |y| : par continuité, comme y ne s'annule
jamais, elle est de signe constant.
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Donc pourquoi pas, mais pénible & justifier.
Cependant, c’est un bon moyen de refrouver la for-
mule!

Exemple
N a X
(H)Vxel, (x-1)y +xy=0serameéne & y’+—1y:0.
o

On résout sur I = I pour k=1ou2 avec Ij =]1,+oo[ et
I =] —00,1[.
X g X
x— —— continue sur Ij. f ——dx=x+In|x-1/+C sur
x—1 ss=1l
Ii.
f solution de (H) sur I
. . e
sietseulementsidAg e K, Vxely, f(x) :/lkﬁ
P
=X
sietseulement sidur e, Vxelg, f(x)=p 1
P
x—1ne change pas de signe sur Ij.
Les solutions sur R\ {1} sont donc les

car

six>1

M
X+— X =

— six<l1
M2 1

Raccord de solutions : Y a-t-il des solution sur R ¢ Par
analyse-synthese, une solution étant nécessairement déri-
vable sur R et de la forme ci-dessus sur R\ {1}.

Analyse : si c'est le cas, la continuité en 1 impose
w1 = p2 =0. On n'a pas besoin d'étudier la dérivabilité en
1ici (ce qui se ferait avec les taux d'accroissement ou le
théoreme limite de la dérivée par exemple).

Synthése : la fonction nulle est bien solution sur R, et
c'est donc la seule.

3 Equations avec second membre

° Structure de I'ensemble des solutions

Théoréme

Soient D une partie de R, a, b des fonctions dé-
finies sur D, (L) y' +a(t)y = b(1), S; I'ensemble de ses
solutions, (H) I'équation homogéne associée est Sy
I'ensemble de ses solutions.

Si fo est solution (particuliere) de (L), alors
fESL(:f—f()ESH soit

SLZ{f0+h, h€SH}=f0+SH.

° Principe de superposition

Soit I intervalle de R, a,b définies sur I
n

avec b(t) = Y apbi(t) oU les aj sont des sca-
k=1
laires et les by des fonctions. Si pour tout
k € [1,n], fr est une solution particuliere de
n
(Ly) ¥ +a@®y = bp(®), alors fo = Y ayfy est solu-
k=1

n
tionde (L) y' +a()y=b(1) =Y by(D).
k=1
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e Méthode de variation de la constante
Comment trouver une solution particuliere  dans
le cas général? Exactement comme pour résoudre
I'équation homogeéne, avec le facteur intégrant

flraf =b— flet+afe’ = be’ = (feA)’: bed = f= (fbeA)e’A.

Les solutions sont donc & chercher sous la forme
[0 =gwe 40,

C'est la méthode de variation de la constante (& partir de la
solution générale de I'équation homogene.)

Remarques

R1— Lestermesen g doivent se simplifier en traduisant que
x— g(ne A0 est solution. Il ne doit rester que du g’.
(car e=4 est solution de (H)).

R2 - On obfient en fait toutes les solutions en primitivant g’
avec la constante d'intégration.

Il Equations différentielles du second
ordre

1 Définitions

Définition

On appelle équation différentielle linéaire du se-
cond ordre (EDL;,) toute équation du type

(L) VteD, af"O+BOf (O +y®)f(1)=651)

oU a,fB,y,6 sont des fonctions définies sur une
partie D de R & valeurs dans K, d'inconnue
f: D— K dérivable sur D. On note cette équation
@ a@y"+p@y +y®y=50.

Résoudre ou intégrer (L), c’est en trouver toutes
les solutions. Une courbe représentative de solution
de (L) est appelée courbe intégrale de (L).

L'équation (H) a()y" +B(1)y' +y(H)y =0 est appe-
|ée équation homogéne associée a (L).

2 Résolution de I'équation homogéne

Soit (E) ar?+ br + ¢ = 0 équation caractéristique
associée a (H) ay” +by'+cy=0avec a,b,ceK, a#0.

(i) Si (E) posséde deux solutions distinctes ry,rp e K,
les solutions de (H) sont les fonctions

f:teR— Ae™! 1 Be™2!
avec (A, B) e K2

(i) Si (E) possede une solution double r € K, les so-
lutions de (H) sont les fonctions

f:teR— (A+Bne'"

avec (A, B) € K2.

(i) Pour K =R, si (E) ne possede pas de solution
dans R, il y a deux solutions complexes conju-
guées axiweC.

Les solutions de (H) sont les fonctions

f: teR— (Acos(wt) + Bsin(wt))e%!
avec (A, B) € R? soit encore les
f: teR— Kcos(wt+p)e®!
avec (K,p) e R2.

3 Equaiions avec second membre

° Structure de I'ensemble des solutions

Théoréme

Soient D une partie de R, a,b,c e K et § définie
sur D, (L) ay"+by +cy =056, S I'ensemble de ses
solutions, (H) I'équation homogéne associée est Sy
I'ensemble de ses solutions.

Si fo est solution (particuliere) de (L), alors
feSp=f-foeSysoit Sp={fo+f, feSut=fo+SH.

° Cas de quelques seconds membres
simples
Le principe de superposition reste valable, on sait frouver une
solution particuliere pour quelques seconds membres simples.
« S'il est constant, c’est facile.
o S'il est sous forme polyndbme-exponentielle :

Une EDL, de la forme ay" +by +cy = P(t)e* avec
AeK, PeK[X] admet solution de la forme

fo: t— tFQnett

ouU k est 'ordre de 2 comme racine de I'équation
caractéristique ar?+br+c=0 (0, 1 ou 2, donc) et Q
un polynéme de méme degré que P.

o S'il est sous forme d'un sinus ou d'un cosinus : pour une
EDL, de la forme

ay" + by’ +cy = P(t) cos(wt) ou P(t)sin(wt)
avec a,b,c,w € R, P € R[X], On s&e raméne au cas des ex-
ponentielles en écrivant

cos(wt) = NRe (ei‘“t) et sin(wt) = Jm(ei‘”t).

On a facilement que si f est solufion de
ay" + by + cy = P(el®?, alors, comme a,b,c € R, Re(f)
et Jm(f) sont solution de ay” + by’ + cy = P(t)cos(wt) et
ay" +by' +cy=P(t)sin(wt).

On trouvera donc solution de la forme

L= l‘kQ(t)(Ccos(wt) + Dsin(wt))

ou k est I'ordre de A = iw comme racine de I'équation
caractéristique ar?+br+c=0 (0, 1 ou 2, donc) et Qe R[X]
de méme degré que P.

Remarque
Si abc € C, on peut aussi passer par
eia)t+e—iwt
les formules d'Euler cos(wt) = — et

iwt —iwt
) e —e IR q g
sin(wt) = - et utiliser le principe de superpo-

sition.

« Quand le second membre est polynomial : on cherche
une solution polynomiale ; c’estle méme principe (et pour
cause!) que la recherche d'une solution développable
en série entiere.
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