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chapitreXXIV
Suites totales et

endomorphismes des espaces
euclidiens

Tous les espaces vectoriels de ce chapitre, souvent no-
tés E, sont des R-espaces vectoriels.

|V Suites totales

1 Définition et exemples

Définition : Suite totale

On dit que la suite (ey) e est totale dans I'es-
pace préhilbertienréel (E, (-|-) lorsque Vect(ep) ;e €5t
dense dans E, c'est-a-dire Vect((en) pe) = E-

Autrement dit, lorsque, pour tout x € E, pour tout
>0, il existe ayp,...,a; dans R tels que

45

d
x- Y ageg
k=0

ou ||-] est la norme euclidienne associée a ().
Ou encore, pour fout x € E, il existe une suite

(xn) € (Vect(en)nE]N)]N telle que |x; — xll — 0.

2 Caractérisation par les projections ortho-
gonales

Soit (ep) ey UNE suite d'éléments de I'espace
préhilbertien réel (E, (-|)).

Pour tout n, p, désigne la projection orthogo-
nale sur Vectey,...,en).

Alors, (en) e €St totale si et seulement si pour
fouf x € E, la suite (pn(x)) .y CONVerge vers x.

V Matrice d’'un endomorphisme dans
une base orthonormale : expression a
I'aide du produit scalaire

Soit u e LE), B = (e1,...,en) Une base ortho-
normale de E. Les coefficients de la matrice
A =Matg(u) sont donnés par

vi, pelun]?  ay;=(e |u(ej))

Vl Isométries vectorielles d'un espace
euclidien

1 Définition

Définition : Isométrie vectorielle

Soit (E,|) un espace euclidien, |-l la norme eucli-
dienne associée.

On appelle isométrie vectorielle (ou automor-
phisme orthogonal) de E tout endomorphisme

u e £(E) qui conserve la norme euclidienne, c'est-
a-dire :
VxeE, llu)ll=Ix|.
On note G(E) I'ensemble des isométries vecto-
rielles de E.

Soit E un espace euclidien. Les isométries vecto-
rielles de E sont des automorphismes. Autrement dit,
O(E) c9YZ(E).

2 Caractérisations

Soient (E,| ) un espace euclidien, |-l la norme
euclidienne associée et ue £(E).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) uest une isométrie vectorielle,

(il w conserve le  produit  scalaire

Vx,yeE, (w@lu(y) = (xly),
(i) u transforme TOUTE b.o.n. en une b.o.n.
(iv] utransforme UNE b.o.n. en une b.o.n.

Soient E un espace euclidien, u e ©(E) et F un
sous-espace vectoriel de E.

u(FJ‘) = wF)t.

Propriété

Soient E un espace euclidien, ue O(E) et F un
sous-espace vectoriel de E.
Si F est stable par u, alors FL I'est qussi.

3 Structure

Propriété

L'ensemble ©(E) des isométries (automor-
phismes orthogonaux) de E est un groupe pour la
loi o, appelé groupe orthogonal de E.

V“ Matrices orthogonales

1 Définition

Définition : Matrice orthogonale

Une matrice carrée A de 4, (R) (ne IN*) est dite
orthogonale si et seulement si ATA=I,,.

On note ¢(n) ou G, (R) I'ensemble des matrices
orthogonales de ., (R).
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2 Caractérisations

Soient Ae 4, (R) (ne IN*).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) AeG(n)
(i) Aestinversible et A7l = AT
(i) AAT =1,
(iv) AT e G(n)
(v) Lescolonnes de Aformentune famille orthonor-
male pour le produit scalaire usuel

(vi] Les lignes de A forment une famille orthonor-
male pour le produit scalaire usuel

3 Lien avec les isométries

Soit E un espace euclidien. Les propositions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) ueoE)

(i) Dans TOUTE b.o.n., la matrice de u est orthogo-
nale

(iii) Il existe UNE b.o.n. dans laquelle la matrice de
u est orthogonale

4 Structure

Pour tout ne IN*, (@ (n),x) est un groupe appelé
groupe orthogonal d’ordre n. C'est méme un sous-
groupe de 9%, (R).

5 Matfrices de passage orthogonales et
changement de base orthonormale

Soient, dans un espace euclidien E, % une
b.o.n., %' une base de E et P = Pg/ la matrice de
passage de %8 a #'.

#' est une b.o.n. de E si et seulement si P est
orthogonale.

6 Isométries positives et négatives

Les applications et les matrices orthogonales
sont de déterminant +1. La réciproque est fausse.

Définition : Groupe spécial orthogo-
nal

On appelle groupe spécial orthogonal d’ordre
n e IN*, noté #0(n) ou ¥, {R) le groupe des ma-
trices orthogonales de .4, (R) de déterminant posi-
tif (+1), dites matrices orthogonales positives. Il est
parfois noté @+ (n).

Les matrices orthogonales de déterminant néga-
tif sont appelées matrices orthogonales négatives.
Les ensemble est 6~ (n).

Définition : Rotations

Si E espace euclidien, on appelle groupe spécial
orthogonal de E, noté #6(E) le groupe des isomé-
tries de E de déterminant positif (+1), appelées iso-
métries positives ou rotations de E. Il est parfois noté
O™ (E). On parle aussi d’isométries directes.

Lesisométries de déterminant négatif sont appe-
|ées isométries négatives ou indirectes.

Soit E euclidien orienté, u e £(E). Sont équiva-
lentes :

(i) uisométrie directe (rotation) de E.
(i) u transforme toute bond en bond.
(i) u transforme une bond en bond.

Toute réflexion d'un espace euclidien orienté
est une isométrie indirecte.

Vl“ Endomorphismes symétriques d’'un
espace euclidien

1 Définition

Définition
Soit (E,(].)) un espace euclidien. On dit que
ue £L(E) est symétrique lorsque

V(x,y) € E? (u(x)]y) = (x|u(y))

L'ensemble des endomorphismes symétriques
est un sous-espace vectoriel de Z(E), noté .#(E).

2 Caractérisation matricielle en base ortho-
normale

Soit # une base orthonormale de I'espace eu-
clidien E, ue £ (E).

u est symétrique si et seulement si Matgg (1) est sy-
métrique.

3 Cas des projections

Propriété

Soit p un projecteur (pop =p).
Alors p est un projecteur orthogonal (ie.
Kerp LImp) si et seulement s'il est symétrique.

4 Sous-espaces stables

Si ue F#(E) et F stable par u, alors FL 'est.
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5 Réduction des endomorphismes et des

matrices symétriques : théoréeme spectral
E désigne un espace euclidien. Trois énoncés équiva-

lents du théoréme spectral :

Théoréme : spectral

Si u e FE), adlors E = O Epy(uw ou les
AeSpu
E)(u) = Ker(u — Aidg) sont les sous-espaces propres

de u.

Théoréme : speciral

Tout endomorphisme symétrique est diagonali-
sable en base orthonormale : si u € F(E), il existe
une base orthonormale de E formée de vecteurs
propres de wu.

Théoréme : spectral

Soit Ae #,R). Il existe Pe ©(n) et De 2,{R) telles
que
A=PDPT =ppp~ !

lX Réduction des isométries vectorielles

et des matrices orthogonales

Théoréme : Version matricielle

Soit M une matrice orthogonale (M € ©(n)). Alors
il existe une matrice P € ©(n) et une matrice Q de la
forme ci-dessus telles que M = PQP~! = pQPT.

X Cas des dimensions 2 et 3

Propriété

Si u est une isométrie de E et F stable par u, alors
FL est.

Si u est une isométrie de E, alors u possede une
droite ou un plan stable.

Si u est une isometrie de E, alors Spp (u) < {-1,1}.

Théoréme : Réduction des isomé-

tries

Soit E un espace euclidien, u € O(E). Il existe
une base orthonormale 2 de E, des entiers naturels
m, p,q. desréels 0,...,0,, tels que

Ry, '

Matgg (1) = 'Rg

ou, pour tout réel 6,

cosf —sinf
Ry =
sinf  cosf

1 Isométries en dimension 2

Propriété : Description de ¢ (2)

0R2)=SL0R)uO™ (2) avec
cosf —sinf
FO2)={ Ry = ,0eR
sin@  cos6
cosf sin@
0 (2)=41Sp= ,0eR
sinf —cosf

Le groupe (#0(2), x) est commutatif.

et

Soit E euclidien orienté de dimension 2.
re S0O(E).

I existe 6 € R tel que dans foute base
orthonormale directe, la matrice de r soit

cosf —sinf
Rg = .
sinf  cos6

On dit que r est la rotation vectorielle d’angle
de mesure 6.

Soit %,y deux vecteurs non nuls de E. Il existe une

unique rotation vectorielle fransformant ﬁ et ﬁ
2 y
-~ -

Définition : Angle orienté

On appelle angle orienté des vecteurs X et j non
nuls de E euclidien orienté de dimension 2, I'angle
de cette rotation, noté (, 7). Cela revient & se don-
ner un nombre réel modulo 27.

Soient %, 7,z des vecteurs non nuls de E euclidien
orienté de dimension 2.

(i) (27) =121 |7|cosG . (i) [%F]=1Zl]7]sinG .
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Les isométries directes conservent les angles
orientés tandis que les isométries indirectes les
changent en leur opposé.

Propriété : Isométries du plan

Soit E euclidien orienté de dimension 2.

« Les isométries directes sont les rotations vec-
forielles d'angle de mesure 6 € R, de matrice
dans tout base orthonormale directe

_ [cosO —sinf
Ry = (sin@ cosf )

et d'écriture complexe dans une telle base
7 =elfz.

e Les isométries indirectes sont les réflexions.
Dans une base orthonormale directe, la ma-

frice d'une telle application est

_ [cosO sinf
Sp = (sin@ —cos9)’

ou 6 dépend de la base, son écriture com-

plexe est z' = ei"z. et son axe est dirigé par le
vecteur d'affixe €2 dans cette base.

fg Méthode : Etudier une isométrie en dim. 2...

...donnée par sa matrice en base orthonormale di-
recte. C'est une matrice orthogonale (les colonnes sont
orthoNORMéses).
Elle est nécessairement de la forme Ry ou Sy.
« Soit elle est de la forme Ry, c'est une rotation et on
a directement I'angle de la rotation.

« Soif elle est de la forme Sy et on sait que c’'est une
réflexion. Le plus simple est de retrouver son axe en
calculant les vecteurs invariants.

2 Isométries en dimension 3

Propriété : Description des isomé-

tries en dimension 3

Siue @(E) oU E est un espace vectoriel euclidien
orienté de dimension 3, il existe une base orthonor-

male de E dans laquelle la matrice de u est de la

cosf —sinf 0
forme | sin6 cos6 0 |.
0 0 =1

(i) Soit u=re SOE) (rotation) et r #idg, et alors
dimKer(r—id) = 1 et D = Ker(r —id) est appelé axe
de la rotation.

On fixe a unitaire dirigeant D et (ey, e2) une base
orthonormale de P = D. (e}, e;) est dite directe
lorsque (e1,e»,a) I'est. On dit que D est dirigée
et orientée par a.

On a 06 € R tel que dans toute base orthonor-

male directe (e1, es, a) adaptée ala décomposi-

. . cosf —sinf 0
tion E= D1 @ D, la matrice de r est (sig@ cast (1))

On dit que 0 est une mesure de I'angle de la
rotation r (modulo 21x).

(ii)

(Hors-Programme) Soit u € 0~ (E) et u # —idg,
de matrice en base orthonormale de la forme

cosf —sinf 0 , . ,
sinf cosf 0 | composee commutative d'une
0 0 -1

. . cosf —sinf 0 s z
rotation de matrice (sin@ cosf 0) et d'une re-
0 0 1

. . 100 .
flexion de matrice (8(1) 01) par rapport a un

plan orthogonal & I'axe de la rotation (on parle
d’anti-rotation).

Soit r est une rotation de E espace euclidien
orienté de dimension 3 distincte de idg,.

Son axe est I'ensemble de ses vecteurs inva-
riants.

Si 0 est une mesure de son angle, alors
trr =2cosf + 1.

Le signe de sinf est celui du produit mixte
[x,r(x),al oU a est un vecteur directeur orien-
tant I'axe (non nécessairement unitaire) et x
un vecteur n’appartenant pas a I'axe (en gé-
néral pris dans la base canonique).

g Méthode : Etude d’isométries en dimension 3

Reconnaitre une matrice orthogonale en étudiant
I'orthonormalité de ses colonnes ou de ses lignes.
Pour savoir si c'est une matrice orthogonale positive
ou négative, une astuce simple permettant d'éviter
le recours au déterminant : les colonnes étant ortho-
normées, on a nécessairement C; ACy = +C3 oU + est
le signe de I'isométrie. Il suffit alors de calculer une
composante de ce produit vectoriel pour conclure.
Si elle est positive, c'est une rotation (sans doute dif-
férente de I'identité). On détermine I'axe en cher-
chant les vecteurs invariant, et on I'oriente a I'aide
d'un vecteur directeur, puis on cherche I'angle en
utilisant la propriété précédente.

Sielle est négative, c'est —idg ou une réflexion, sinon
c'est hors-programme. Dans le deuxieme cas, cela
se voit matriciellement en base orthonormale avec
une matrice orthogonale symétrique (voir TD). Il suffit
alors de calculer ses vecteurs invariants pour la ca-
ractériser.

Ne pas oublier qu’'on ne travaille pas toujours dans
R? : aprés une étude matricielle, revenir & I'espace
initial.
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