MP 1 Lycée Carnot - Dijon
Limites, continvite, compacite, connexite par arcs

Vrai ou faux

1. S'il existe une suite (u,) convergeant vers a telle que f(u,) — ¢, alors f admet ¢ comme limite
en a.

2. Pour que f : A Cc R? — F admette une limite en (0,0), il suffit que les applications partielles
x— f(z,0) ety — f(0,y) convergent vers la méme limite.

3. Toute application continue est uniformément continue.
4. Toute application lipschitzienne est uniformément continue.
5. Une application linéaire est toujours continue.

1. Exercices cherchés en cours

1‘3 + y3 x2

@ Etudier les limites en (0,0) de f: (z,y) —» — et g: (z,y) » ——.
(0,0) de f: (z,y) Ry g:(z,y) P

Solutionde 1:
f(x,0) — 0:s'ily aune limite, c'est 0. f(0,y) — 0 aussi mais cela ne suffit pas!
— z—

T

|f(2),y)| < laf + |y| = 0.

Autre méthode : changement de variable en polaire x = rcosf ety = rsinfavecr = /22 + y2 — 0.

f(rcosf,rsing) = r(cos? 6 + sin®6) — 0.

g(0,y) — 0 et g(z,z + 2%) — 1 donc pas de limite (par composition ou par caractérisation
séquentielle).

2

eTg: (x7y);_) {xiyZ si (w,y)#(0,0)

0 sinon.

si(z,y) # (0,0)

sinon

ry
@ Etudierla continuité de f : (x,y) — {fc2 + y?
0

Solution de 2:
f est discontinue en (0,0) malgré la continuité des applications partielles, mais confinue ailleurs
par opérations.
g est discontinue en (0,0) vu les applications partielles, mais continue ailleurs par opérations.

Montrer que A = {(z,y) € R?, 22 < y < x} est un fermé de R2.

@ CCINP 41 Enoncer quatre théorémes différents ou méthodes permettant de prouver qu'une

partie d'un espace vectoriel normeé est fermée et, pour chacun d’eux, donner un exemple concret
d’utilisation dans R2.
Les théoremes utilisés pourront étre énoncés oralement a travers les exemples choisis.

Remarques :
1. On utilisera au moins une fois des suites.
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2. On pourra utiliser au plus une fois le passage au complémentaire.
3. Ne pas utiliser le fait que R? et I'ensemble vide sont des parties ouvertes et fermées.

Solution de 4 : CCINP 41

1. Soit E et F deux espaces vectoriels normés.
Soit f : E — F une application continue.
L'image réciproque d'un fermé de F par f est un fermé de E.
Exemple : A = {(z,y) € R? / zy = 1} est un fermé de R? car c'est I'image réciproque du fermé

R2 —R

11 de R par I'application continue f : .
{1} par I'app Fs ey s ay

2. Soit E un espace vectoriel normé. Soit F C E.
F est un fermé de E si et seulement si CxF est un ouvert de E.
Exemple : B = {(z,y) € R? / 2? + y* > 1} est un fermé de R? car (g2 B est un ouvert de R2.

En effet, CreB = {(z,y) € R? /2% + y* < 1} = B,(0,1) oU B,(0,1) désigne la boule ouverte de
centre 0 et de rayon 1 pour la norme euclidienne sur R2.
Puis, comme toute boule ouverte est un ouvert, on en déduit que (g2 B est un ouvert.

3. Caractérisation séquentielle des fermés :
Soit A une partie d'un espace vectoriel normé E.
A est un fermé de F si et seulement si, pour foute suite (z,) & valeurs dans A telle que

lim =z, =z, alors z € A.
n—-+o0o

Exemple : C = {(z,y) € R? / zy > 1} est un fermé.

En effet, soit ((zn, yn)),cn UNE suite de points de C qui converge vers (z,y).
Vn €N, z,y, > 1, donc, par passage a la limite, zy > 1 donc (z,y) € C.

4. Une intersection de fermés d'un espace vectoriel normé E est un fermé de E.
Exemple : D = {(z,y) e R? /zy > 1 etz > 0}.
Onpose Dy = {(z,y) e R? /zy > 1} et Dy = {(z,y) e R* /= > 0}.
D'apres 3., D; est un fermé.
D, est également un ferme.
2
En effet, Dy estl'image réciproque du ferme [0, +oo[ de R parI'application confinue f : ](11 ) : IE .

On en déduit que D = D N Dy est un fermé de E.

Remarque :

On peut aussi utiliser le fait qu'un produit de compacts est un compact et qu’'un ensemble com-
pact est fermé.

Exemple : E = [0;1] x [2;5] est un fermé de R2.

En effet, comme [0; 1] et [2; 5] sont fermés dans R et bornés, ce sont donc des compacts de R.
On en déduit que E est un compact de R? donc un fermé de R2.

@ CCINP 35 FE et F désignent deux espaces vectoriels normés.

1. Soient f une application de E dans F et a un point de E.
On considere les propositions suivantes :

P1. f est continue en a.
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P2. Pour toute suite (z,),en d'é€l€éments de E telle que z, — alors f(zy) = f(a).

Prouver que les propositions P1 et P2 sont équivalentes.

2. Soit A une partie dense dans E, et soient f et g deux applications continues de E dans F.
Démontrer que si, pour tout z € A, f(x) = g(x), alors f = g.

Solution de 5 : CCINP 35

1. Prouvons que P1. = P2..
Supposons f continue en a.
Soit (z,)nen UNe suite d’éléments de E convergeant vers a. Prouvons que Iirp f(zn) = f(a).
n—-+0oo

Soite > 0.

Par continuité de fena, 3a >0/ Ve € E, ||z —al| < a= | f(x) — fla)|| <e. (¥
On fixe un tel a strictement positif.

Par convergence de (z,)pen VErsa, AN €N / VneN;n > N = ||z, —al < a.
On fixe un N convenable.

Alors, d'apres (*), vn € Nyn > N = || f(zn) — f(a)|| < e.

On peut donc conclure que lm flxn) = f(a).

Prouvons que P2. = P1.

Supposons P2. vraie.

Raisonnons par I'absurde en supposant que f non continue en a.
C'est-a-dire3e >0/Va>0,3x € Etelque ||z —al| < aet]|f(zx) — f(a)|] > e.
On fixe un tel e strictement positif.

Alors, Vn € N*, en prenant a = % il existe z,, € E tel que ||z, — a|| < % et ||f(zn) — fla)|| > €.
(%) .

Comme Vn e N, ||z, —a|| < o la svite (x,)nen+ QiNsi construite converge vers a.

Donc, d'apres I'hypothese, la suite (f(z,))nens CONverge vers f(a).

Donc 3N e N*telqueVn eN, n > N = ||f(z,) — f(a)]| < %

Ainsi, on obtient une contradiction avec (*).

2. Soitz € E.
Puisque la partie A est dense dans E, il existe une suite (z,),eny d'€l€éments de A telle que

im =z, = =.
n—-+oo

Onaalors:Vn €N, f(zy,) = g(zp).
Et en passant & la limite, sachant que f et g sont continues sur £, on obtient f(x) = g(z).

@ CCINP 36 Soient E et F deux espaces vectoriels normeés sur le corps R.

1. Démontrer que si f est une application linéaire de E dans F, alors les propriétés suivantes
sont deux & deux équivalentes :

P1. f est continue sur E.
P2. f est continue en 0.
P3. 3k > 0telque:Vz € E, | f(z)||p < kx| 5.
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2. Soit E I'espace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans R muni de la norme définie

1
par:|fllec = sup |f(z)|.Onconsidere I'application ¢ de E dansR définie par o(f) = / f(t)dt.
z€[0;1] 0

Démontrer que ¢ est linéaire et continue.

Solution de 6 : CCINP 36

1. P1 = P2 de maniere évidente.
Prouvons que P2 = P3.

Supposons f continue en 0g.
Poure =1> 0, il existe a > 0 tel que Vz € E, ||z — 0p|| < a = ||f(z) — f(0g)| < 1.
Soitz e E

Siz # 0p, posons y = z. Puisque ||y|| = . ona || f(y)|| < 1.

e
]
sy . 1
Donc, par linéarité de f on obtient || f(z)|| < — ||z
o
Siz = 0g I'inégalité précédente est encore vérifiée.
1 . .
En prenant alors k = —, on obtient le résultat voulu.
«

Prouvons que P3 = P1.

Supposons que Jk > 0 telque Va € E, || f(x)|| < k|| .
Comme f est linéaire, V(z,y) € E?, [|f(y) — f(2)ll = [|f(y — 2)|| <k ly — |-
La fonction f est alors lipschitzienne, donc continue sur E.

2. L'application ¢ est une forme linéaire par linéarité de I'intégrale et continue car :

1 1 1
VfeE |o(f) = /0 f(t)dt‘</0 (1) dt</0 I£lldt = |I£1.

Monftrer qu'une norme est 1-lipschitzienne.

Solutionde 7 :
Conséquence de I'inégalité triangulaire (celle de gauche).

b
1. Montrer que ¢ : f € (C([a,b],C), Noo) — / f(t)dt € (C,||) est continue. Est-ce encore le cas
avec la norme N; de la convergence en moyenne 2
2. Montrer que f € (C([0,1],C), N1) — f(0) € (C,|-]) est non continue.

Solution de 8 :

1. C’est une forme linéaire telle que pour tout f, p(f) < (b — a)N(f). C'est encore le cas avec
Nj.

. . 1 .
2. Considérer f, telle que f,,(0) = 1 mais || ful|; = - (par exemple un triangle : f,(0) =1, fr(x) =0
siz > 2 et f, offine entre 0 et 2) ou alors f, : @+ 2"
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@ Soitu e EN, t € E.

1. Montrer gqu’il y a équivalence entre
(i) ¢ estvaleur d'adhérence de u.
(i) Pourtoute >0, {n € N,u, € B({,¢)} estinfini.
(iii) Pourtoute >0, pourtoutp € N, {n > p,u, € B(¢,e)} n'est pas vide.
2. Application classique : en déduire que I'ensemble des valeurs d'adhérences de u est fermé.

Solution de 9 :

1.
(i)==(ii) Si¢estvaleurd'adhérence, p extractrice telle que uy(,) — £, € > 0, Qlors APCr uy () € B(L,¢).
(ii)==(iii) Soite > 0, si {n € N,u,, € B({,e)} est majoré etsip € N, {n > p,u, € B({,¢)} ne peut étre
vide, sinon I'ensemble {n € N, u,, € B({,¢)} serait majoré par p et inclus dans IN donc fini.
(iii)==(i) Si pour tout e > 0, pour tout p € N, {n > p,u, € B(¢,e)} n"est pas vide, on construit une
suite extraite convergeant vers £ : on pose ¢(0) € N fel que ¢(0) > 0 et u, ) € B (6, 2%)
PUis ¢(1) > p = ¢(0) + 1 tel que uy) € B (¢, 57).
Et par récurrence, pour tout n € IN*, p(n) > p = ¢(n — 1) + 1 tel que uy(,) € B (£, 57 ).
Alors ¢ est strictement croissante et, par construction, ug,y — .
2. Soit A 'ensemble des valeurs d'adhérences de u. Montrons que A est ouverte.

Siz e A, onae>0tel que {n,u, € B(z,¢)} est fini et donc aucun des élément de B(x,¢) ne
peut étre valeur d’adhérence non plus, c’est-a-dire que B(z,e) C “A, ce qui signifie bien que
A est ouverte et que A est fermée.

CCINP 13 (nouveavu)

1. Rappeler, oralement, la définition, par les suites de vecteurs, d'une partie compacte d'un
espace vectoriel normé.

2. Démontrer qu’une partie compacte d'un espace vectoriel normé est une partie fermée de
cet espace.

3. Démontrer qu’'une partie compacte d'un espace vectoriel normé est une partie bornée de
cet espace. Indication : On pourra raisonner par I'absurde.

4. Onse place sur E = R[X] munidelanorme ||||; définie pour tout polynébme P = ag+a1 X+. .. .4a, X™
de Epar: [Py = |ai.
1=0
(a) Justifier que S(0,1) = {P € R[X]/||P|1 = 1} est une partie fermée et bornée de E.

(b) Calculer | X™ — X™||, pour m et n entiers naturels distincts. S(0, 1) est-elle une partie com-
pacte de E? Justifier.

Solution de 10 : CCINP 13 (nouveavu)

1. Une partie A d'un espace vectoriel normé (F, |-||) est compacte si de toute suite & valeurs
dans A on peut exifraire une sous-suite qui converge dans A.

C'est-a-dire il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (mw(n)) converge vers £ € A.

Remarque : ¢ : N — N étant strictement croissante, on a, par récurrence immédiate,
Vn € N,p(n) = n.
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2. Soit (E,||-|]) un espace vectoriel normé. Soit A une partie compacte de E.
Montrons que A est une partie fermée de E.
C'est-a-dire montrons que toute suite a valeurs dans A qui converge, converge dans A.

Soit (uy,) une suite a valeurs dans A telle que (u,,) converge vers (. A est une partie compacte
donc il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (z,,)) converge vers ¢’ € A.

Or, (z,) converge vers ¢ donc (z,(,) converge vers ¢, en tant que sous-suite de (z,). Par
unicité de la limite, ¢/ = ¢.

Or, /' € Adonc / € A.

3. Soit (E,]|||) un espace vectoriel normé.
Rappel : Soit B une partie de E. B est bornée si et seulement sidM € R/Vx € B, ||z|| < M.
Soit A une partie compacte de E. Montrons que A est une partie bornée de E.
Raisonnons par I'absurde. Supposons que A est non bornée.
C'est-a-dire, VM € R, 3z € A/|z|| > M.
Donc, Vn € N, 3z, € A/ ||zn|| > n (%)

(x,) est une suite a valeurs dans A et A est une partie compacte donc il existe ¢ : N — N
strictement croissante telle que (z,(,)) converge vers ( € A.

Donc, d'apres (x),¥n € N, ||z, || > ¢(n).

Orvn e N, p(n) > n.

Donc, Vn € N, ||z, || > n.

Donc, lim,,— 1o ||2n|| = +00.

Absurde car (z,,)) converge donc (z,,)) est bornée.
4. Posons S = S(0,1).

(a) Vz € S, ||z|| = 1 donc S est bornée.

. E — R 9 : s
: — < — N - nne.
Soit f . Izl V(z,y) € E% [zl — [ly[l I< |lz — y|| donc f est 1-lipschitzienne

Donc f est continue sur E.
Or, S = f~(1) et {1} est un fermé de R donc S est une partie fermée de E, en tant
qu'image réciprogue par une application continue d'un fermé.
(b) Soit (m,n) € N2,
X" = X", =2
Supposons que S soit une partie compacte.

(X™) est une partie compacte de E donc existe ¢ : N — N strictement croissante telle
que (X¥™) converge vers £ € S.

Alors liMy, 4o || X2 — X#HD|| = | — ¢] = 0 contredit || X#() — Xe(+D]|| =2,
Donc S est non compact.

@ Treeeeeés classique Montrer que O(n) = {M € M, (R), MTM = I,} est compact.

On est en dimension finie, il suffit de montrer que O(n) est fermée et bornée pour n'importe quelle
norme.

Or O(n) est fermée comme image réciproque du fermé {I,,} parl’application continue M — MTM
(bilinéarité du produit matriciel et linéarité de la transposition) et bornée car, avec la norme eucli-
dienne ||M|? = tr (MTM), on a O(n) C B(0,/n).
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@ Oral Mines Montrer que la boule unité fermée de € ([0, 1]) muni de la norme ||-|| ., n'est pas

compacte.

Solution de 12 : Oral Mines
otz €]0,1] — 2™ est continue, de norme 1 et converge simplement vers 4. ;. Si on pouvait en
extraire une suite uniformément convergente, la limite devrait étre continue.

2. Limites et continvité

@ On travaille dans R2. Calculer les limites éventuelles en (0,0) des fonctions suivantes :

) Yy 1 — cos (zy) sinz — sin
fo(@y)— h: oy -2 \TY) j oy 2P T
.'L'+y (':Cay) y2 J (ﬂf,y) ShZL'—Shy
(z +y)? . (1422 4+y?)siny sinz —shy
9: (@) x? +y? i (@) Yy () shaz —siny

Solution de 13 :

Pas de limite : f (z, —z + 2?) — =1 # 0 = f(z,0).
Pas de limite : f(z,x) =2 et f(x,0) = 1.

2,2 2
o h(z,y)~ =L =2 _ 0lorsque (z,y) — (0,0).

292 2

sin
i(r,y) — 1 car LN
Y

Avec des formules de trigonométrie (la formule hyperbolique est d redémontrer),

= ~ =1.

<

<

o k(x,0) » 1etk(x,z) =—1:pasde limite.

m On travaille dans R2. Etudier les prolongements par continuité des fonctions suivantes

COSz — COS Y 22 4 42

fi(z,y)—
Solution de 14 :

e On prolonge en tout (zg,z¢) € R2. Si (x,y) # (20, 70), par théoréme des accroissements finis

(dont cos vérifie bien les hypotheses), on a ¢, , entre z et y tel que f(x,y) = Cos’ ¢y = —SiNCay.
Lorsque (x,y) — (x0,%0). czy — xo PAr encadrement et par continuité de sin, f(z,y) — — sin zo.
On prolonge f en posant pour tout x € R, f(z,x) = —sinz.

Attention, contrairement aux fonctions d'une seule variable, la continuité du prolongement
n'est pas automatique.
Mais il est automatiquement continu sur R? \ {(z,z),z € R} etsizg € R, on @
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COSx — COSy
* f(z,y) = T i—y

* f(x,x) = —sinz — —sinzg = f(xo, o)

— —sinzg = f(xo,20) POUr (z,y) € R2\ {(z,2),z € R}

donc, avec le lemme du préambule, le prolongement est bien continu sur R? entier.

e La fonction g est continue sur R%\ {(0,y),y € R} par opérations.
2
Siyo € R, g(z,y) = = + y; n'a pas de limite pour (z,y) — (0,yo) Si yo # 0, et g(x,0) — 0 pour

z— 0, g (2% 2) — 1 pourz — 0 donc g n'a pas de limite en (0,0) non plus.
IIn"y a donc pas de prolongement de g par continuité.

@ On travaille dans R2. Etudier la continuité sur leur domaine de définition des fonctions sui-

vantes :
Y G ey £ (0,0) Vel 2ty haty?
fir@y)=q @+y2)P 7 Y he(z,y) = z—y vy
0 sinon. |z| sinon.
(1+2?)siny .
g9: (z,y) — y sy 70
1+ 2? sinon.

Solution de 15 :

e Enpolaires, f(z,y) = r2cos*@sin* @ — 0 = £(0,0) lorsque (x,y) — (0,0) donc f est continue sur
R2.
e g est continu en tout point de R?\ {(z,0),x € R} par opérations.

(1+z?)siny
)

Etsizg € R, Poury # 0, g(x,y) = — 1+m0 = g(70,0), et g(z,0) = 14+2% — 1+2% = g(w0,0)

donc, avec le lemme du préambule, g est continue sur R2.

e Onremarque que zt — 223y + 2%y? = (2% — xy)% donc, six # y, h(z,y) = sgn(z — y) |=|.

h est continue par opérations sur R? \ {(z, ), € R}.

Siz#0, f(z,z+ L) =—|z| 4 |z| = f(z,2) donc f n'est pas continue en (z, z).
En (050)'S|$7é0'f(x7y):Sgn(x_y)u"‘—>0:f(0’0) eTf(ﬂf,l'):kU‘———)O:f(0,0)
(z,)—(0,0) z—0

donc avec le lemme du préambule, f en continue en (0,0).

R*? — R
m Soit f: R— R declasse Cl et g : (.y) — {f(x;:;c(y) siz £y

f'(x)  sinon

Montrer que g est continue sur R2.

Soir f: E — E telle que f(z) =z si |z] < 1 et —— sinon.

]

Montrer que f est 2-lipschitzienne.

Limites, continuité, compacité, connexité par arcs - page 8



3. Continuité des applications linéaires

m Un exemple de norme subordonnée On note (*(C) I'espace vectoriel des suites com-
plexes bornées. Pour toute suite u = (uy)new appartenant & £°°(C), on pose |ul| . = SUP, e |un| et
A(u) = (Unt1 = Un)nen.

1. Montrer que ||-||, est une norme sur £>°(C).

2. Montrer que A est un endomorphisme de (>°(C).
3. Montrer que I'application A est continue pour la norme ||| ..
A - .
4, Onpose M =  sup % Justifier I'existence de M et le calculer.

were@\{0}  [ullo

Soit u I'application de C([0, 1], R) vers R définie par u(f) = f(1).
1. Démontrer que u n'est pas continue sil’'on munit C([0,1], R) de la norme Nj.
2. L'application u est-elle continue sil'on munit C([0, 1], R) de la norme N ¢

m Norme subordonnée d'une application linéaire
On définit, si f est une application linéaire continue du K-evn (E, |.||g) dans le K-evn (F, ||.||r).

11 = sup ({17 < o € 23 g0g) | ) = sup 1)

(EAF w205 |1%E
1. Montrer que |||.||| est bien définie.
2. Montrer que, si f € L.(E, F) (espace des applications linéaires continues de E dans F),
£l = sup [If(@)lr
|| p=1

3. Montrer que ||| f]|| est le plus petit k tel que, pour tout = € E, |||f(z)|||r < kx|
4. Montrer que [||.||| est une norme sur L.(E, F)
5.ICiE=F,L.E,F)=L.(E).Calculer |||Id||| et montrer que V(u,v) € L(E)?, |[lvoul|| < |[|ull] ||[v]]

Solution de 20 : Norme subordonnée d'une application linéaire

. { 1 @)l

llzlle . o .

sation de la continuité des applications linéaires). C'est un ensemble non vide (en supposant
bien s0r, ce qui est implicite, que E # {0g}). D'ou le bonne définition.

;x € BN\ {OE}} est, si f est une application linéaire continue, majoré (par caractéri-

2. Il suffit de remarguer que

(s remvom ) ={r (pre) RECANCE)
— {1 Wy : v e 501}

oU S(0g, 1) est la sphére unité de E.
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3. Les lignes suivantes sont équivalentes :
VeeE  |lf(@)lllr <Elzle

Ve e EN{0g}  [[f@)lllr < Kll]g
]| 2

La borne supérieure d'un ensemble étant son plus petit majorant, on conclut. Cette propriété

est bien utile dans la pratique.

k majore {

4. On avu que |||.||| était bien définie sur L.(E, F), et elle est bien clairement & valeurs dans RT.
Soit A € K (rappelons que K estR ou C).

Ve e B |[(AN)(@)llr = AL @) e < I 2]z

(par 3.) et donc, encore par 3., [[|Af]]| < A ||[f]]]l- Inégalité que I'on peut appliquer en rem-
plagant f par Af et XA par 1/, si du moins A # 0 (mais si A = 0, il n'y a rien a faire, on peut
donc exclure ce cas). On obtient alors I'hnomogénéite.

Soit f et gdans L.(E, F). Alors

Vee B |[(f+9)@)llr < [f@)r+ lg@)l[r < WA+ HgllD <]z

D’ou, encore gréce a 3, I'inégalité triangulaire. Pour finir, ||| f||| = 0 = f = © est bien simple.

4. Continuité et topologie

@ Topologie matricielle

1. Montrer de deux manieres différentes que G.L,(K) est dense dans M, (K).
En déduire que si A, B € M,,(K), xaB = xBA-
2. Démontrer que GL,(K) est un ouvert de M,,(K).

3. Montrer que I'ensemble des matrices triangulaires supérieures de M,,(K) et I'ensemble des
matrices symétriques sont fermés.

4. Demontrer que I'ensemble O(n) des matrices orthogonales est fermé.

5. Montrer que I'ensemble des matrices diagonalisables de M, (C) est dense. En déduire le
théoreme de Cayley-Hamilton.

6. L'ensemble des matrices diagonalisables de M,,(R) est-il dense @

On pourra considérer I'application qui @ une matrice 2 x 2 associe le discriminant de son
polynéme caractéristique.

7. Montrer que I'ensemble des matrice de rang p € [1,n — 1] n’est ni ouvert ni fermé. Etudier les
casp=0etp=n.

Solution de 21 : Topologie matricielle

, 1
1. 1" méthode : pour k assez grand, z n'est pas valeur propre de M € M, (K) car le nombre

.. 1
de valeurs propres est fini. Alors M, = M — EI” € GL,(K) et M — M.
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22

, . . 1
2¢ methode :on a P, Q inversibles telles que M = PJ,.Q avec r =rg M. On pose J,.j, = Jr+%fn.

Alors J, i, est inversible et J,. m J.. Par continuité de I'application linéaire en dimension
finie A — PAQ, (My);, = (PJ,1Qr est une suite de matrices inversibles telles que M;, — M.

On vérifie que xap = xpa si A estinversible car AB = A(BA)A~! et le polyndbme caractéris-
tique est un invariant de similitude.

Donc A — xap — xBa €st nulle sur GL,(K) et continue car les coefficients du polyndme
XAB — XBA SONt polynomiaux en ceux de A.

Autre argument : si (Ax) suite de matrices inversibles convergeant vers A, alors pour tout k,
XA.B = XBA,. PUIS AyB — AB et BA, — BAcar A — AB et B — BAsontlinéaires en dimension
finie (au départ) donc continues. Et A — ya = det(X1, — A) est contfinue car les coefficient
du polyndme caractéristiques sont polynomiaux en ceux de A.

Donc avec k — 400, XAB = XBA-

. GL,(K) = det™ (K \ {0}) image réciproque d'un ouvert par une application continue (car

polynomiale).

. Soit ¢; j : A — a, ;, inéaire donc continue sur M,,(K). T,/ (K) = ﬂ go;jl({o}) fermé comme

1<j<i<n
intersection (finie) de fermes.

Soitu: A e M, (K) — AT— A définie surun espace de dimension finie et linéaire donc continue.
Sn(K) = u~1({0}) est fermé comme image réciproque d'un fermé par cette application.

. f: (A, B) € M,(K)? — ABT est continue car bilinéaire sur un espace de dimension finie, donc

A — AAT I'est aussi par composition.
O(n) = f~Y({I,}) est fermé comme image réciproque d'un fermé par une application conti-
nue.

. Soit M € M,,(C). M est frigonalisable : on peut écrire M = PTP~! avec T triangulaire, avec

sur la diagonale les valeurs propres Aq, ..., A\, comptées avec multiplicité.

Soit, pourk > 1, Tj, = T + diag (£, %, .- -, ).

N’y a gu'un nombre fini de k pour lesquels on ait \; + % =\ + % avec i # j (ce quirevient
a % = AZ%]AJ) on est sOr & partir d'un certain rang que T, possede n valeurs propres distinctes
en dimension n, donc est diagonalisable. C'est donc aussi le cas de M, = PT,P~".

Or M, - McarT, — T et A — PAP~! linéaire sur un espace de dimension finie donc
confinue.

D'ou la densité.
A : M — le discriminant de y,, est continue car polynomiale en les coefficients de M.

Tout matrice diagonalisable M dans M»(R) a des racines réelles donc A(M) > 0. Ainsi, fout
matrice M limite d’une suite de matrices diagonalisable vérifie aussi A(M) > 0.

Or il existe des matrices réelles sans valeur propre réelle, d'ou I'absence de densité.

. Montrer que I'ensemble des matrices de rang p € [1,n — 1] n’est ni ouvert ni ferme. Etudier

lescasp=0etp=n.

Montrer que I'application qui a M € GL£,(IK) associe son inverse est continue.

Solution de 22 :
Formule de la comatrice!

23

nue.

Montrer que I'application qui a M € M,,(IK) associe son polyndme minimal n’est pas confi-
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Solution de 23 :
Construire par exemple une suite de matrices diagonalisables simples tendant vers la matrice nulle.

m Autour de la distance a une partie Soit (E, ||-||) un K-espace vectoriel normé.

Pour A partie de non vide de E et x € E, on pose d(z, A) = iQL |z —all.

1. Rappeler pourquoi d(z, A) est bien définie et x +— d(x, A) est continue.
2. Montrer que d(z, A) = 0 si et seulement si x € A.

3. Pour tout n € IN*, on définit 4,, = {:r: €E, dzA) < Tll}

(a) Monftrer que A, est ouvert.
(b) Montrer que (] A4, = A.
nelN*

(c) En déduire que tout fermé de E est une intersection dénombrable (ie indexée par des
entiers) d'ouverts.

(d) Montrer que tout ouvert de E est une réunion dénombrable de fermés.

4. Cas ou la distance a un fermé est convexe
On suppose que F est une partie non vide fermée de FE et que = — d(z, F) est convexe,
c'est-a-dire que pour tout z,y € Eett € [0,1], d(tx + (1 — t)y, F) < td(x, F) + (1 — t)d(y, F).
Prouver que F est convexe.

5. Tout espace vectoriel normé est séparé et normal On suppose que F; et F, sont des fermés
non vides disjoints de FE.
(a) E estséparé! : c'estle cas oU Fy et F, sont des singletons. Si z; # 2, montrer qu’on peut

trouver des ouverts U, V disjoints de FE tels que z1 € U et 25 € V.

(b) Montrer qu'il existe une application continue f : E — [0,1] telle que F; = f(-D({1}) et
Fy = fC0({0}).
On pourra construire une telle application & partir d'un quotient faisant intervenir les
applications x +— d(z, F1) et x — d(x, F»).

(c) E est normal : Montrer qu'il existe deux ouverts disjoints U et V telsque Fy c U et F, C V.
On pourra introduire ¢ : x — d(z, F1) — d(z, F3).

@ Caractérisations de la continuité Soit f : E — F oU E, F sont deux espaces vectoriels
normés. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. L'application f est continue.
L'image réciproque par f de tout ouvert de F est un ouvert de E.
L'image réciproque par f de tout fermé de F est un fermé de E.
Pour toute partie A de E, f (A4) C f (A).

Pour toute partie Bde F, f~1(B) c f~!(B).
Pour toute partie C de F, Fr (f~1(C)) c f~! (Fr(C)).

A

1. C'est cet axiome qui garantit I'unicité de la limite.
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5. Compacité

Montrer que la sphere unité de K[ X] muni de la norme || P||, = sup |px| n'est pas compacte.
keN

On pourra utiliser la suite (X™),.

Ecrits Mines Soit 4 € M,,(R). Montrer que {4Q,Q € O(n)} est compact.

Solution de 27 : Ecrits Mines
C’estimage du compact O(n) par I'application continue @ — AQ car linéaire en dimension finie.

Classique - Ecrits Mines - Propriété de Borel-Lebesgue

Monftrer que si K est compact, pour tout e > 0, on peut «recouvriry K par des boules ou-
vertes de rayon ¢, c'est-a-dire qu'il existe une famille finie (z1,...,x,) d'éléments de K telle que

n
K C U B(l‘i,&‘).
=1

Solution de 28 : Classique - Ecrits Mines - Propriété de Borel-Lebesgue

Sinon, supposons K # @.Onae > 0telque pourtoutn € IN, et pour tout zg, ..., 2z, K ¢ U B(x;,¢).
1=0

1
Donnons-nous xy € K. puis x; € K tel que 1 ¢ B(xg,¢). Puis xy ¢ U B(x;,¢).
=0
n—1

Et, par récurrence, pour tout n € N, z,, € K tel que z,, ¢ U B(x;,¢).

On a alors, pour tout n,m € N tel que n # m, ||z, — zn| = €.
Or on peut extraire de (z,,) une suite convergente, ce qui est contradictoire.

m Soit (E,||-||) un R-espace vectoriel normé, n € N, ay, ..., a, des points de E, A = {a1,...,a,}.

On appelle enveloppe convexe de A I'ensemble des barycentres de ses points a coefficients
positifs. Notons-la Conv(A).

1. Montrer que K = {()\1, o An) €10,1]7, Z)‘i = 1} est une partie compacte de R™.
=1
2. En déduire que Conv(A) est compacte.

Solution de 29 :

1. Fermé (image réciproque continue d'une fermé) et borné est dimension finie.

2. Image continue de K.

m Diametre d’une partie bornée
Soit (E, ||-]|) un K-espace vectoriel normé et A une partie non vide et bornée de E.
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1. Justifier I'existence de D =sup {||z — y||, (z,y) € A?}. On dit que D est le diamétre de A.
2. Démontrer que si A est compacte, alors il existe (a,b) € A% tel que D = |ja — b].
3. Soita € E et r € RY.. Déterminer le diameétre de la boule ouverte de centre a et de rayon r.

Solution de 30 : Diameétre d’une partie bornée

1. Partie non vide majorée de R car A est borné.

2. (z,y) — |l — y|| est un fonction continue (car lipschitzienne, en prenant la norme produit sur
A?) sur le compact A% donc atteint un maximum.

3. 2r:parll, |z — y| < 2r etil est facile de voir que cette borne est atteinte.

),

@ Soit (u,) une suite convergente dans un espace vectoriel normeé de dimension finie (E, ||-

¢ sa limite. Montrer que {u,, n € N} U {{} est compact.
Solution de 31 :

Soit K = {uy, n € N} U {¢}. On montre que K est une partie fermée et bornée de E.

La suite étant convergente, elle est bornée donc K I'est.
Siz ¢ K, u, & xdonc onace > 0tel que a partir d'un certain rang N, u,, ¢ B(x,¢e), et alors,

nécessairement, ¢ ¢ B(z,e).
Puis, comme = ¢ K, en prenant & strictement inférieur a ¢ et au minimum des ||z — u,|| pour

n € [0, N — 1], on aura K N B(z,&') = @ donc °K est ouvert et K est fermé.

@ Soit f: E — R continue, ou FE est un KK-espace vectoriel normé de dimension finie, felle que

f(x) T) +00. Monftrer que f atteint sur E un minimum global.
T||—+oo

Solution de 32 :

Ona AeRtelquesi|z|| = A, f(x) > f(0g) + 1.

Puis f atfteint un minimum sur le compact B(0g, A) qui est en fait global.

@ Soit (E, ||||) un espace vectoriel normé et K un compact non vide de E. Soit f : K — K une

application vérifiant :
Vz,y) e K, v #y=[f(z) - fWl <lz—yl.
1. (a) Montrer que f admet au plus un point fixe dans K.
(b) Montrer que f admet un unique point fixe dans K, que I'on notera a.
On pourra etudier sur K la fonction ¢ : x — || f(z) — z]| .
2. Soit (z,,), une suite définie par zp € K et, pour tout n € N, z,11 = f(zy).
Démontrer que (z,), converge Vers a.

On s’intéressera a ||z, — a|| et on séparera deux cas suivant s'il existe n tel que x,, = a ou non.

Solution de 33 :

1. (a) Sia # bconviennent, [a —b|| < |la — b]|.
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(b) Soit ¢ : x — || f(z) — x| . Elle est continue par opération (f I'est car lipschitzienne) sur un
compact donc elle afteint un minimum en a € K.

Si f(a) # a, alors || f(f(a)) — f(a)|| = ¢(f(a)) < ||f(a) — a|]| = ¢(a) ce qui est contradictoire.
Donc m est un point fixe de f, le seul.
2. Parrécurrence, pourtoutn e N, z, € K.

S'il existe p tel que z, = a, alors, par récurrence, a étant point fixe de f, pourtoutn > p, z,, = a
donc z,, — a.

Sinon, pour tout n € N, x,, # a et ||zp41 — al| = ||f(zn) — f(a)]| < ||zn — all. Donc (||z, — af|),, €st
positive et (strictement) décroissante, donc convergente vers £ € R+.

Mais = € KN posséde une suite extraite (z,(,)) convergente vers b € K.

Et 2(m)41 = f (p(n)) — f(b) par continuité.

PUIS ||z ) — al| = [|b —all = € et |z ym) 11 —al| = 1 £(b) —al = £.

Sia#b,alors ¢ = f(b) —al = ||f(b) — f(a)| < ||b—al =¢ce quiest contradictoire.
Donca=bet|z, —al - ¢=|b—al =0donc z, — a.

Soit E = C([0,1],R muni de la horme |-||... » € N, F,, le sous-espace des fonctions polyno-

miales de degré au plusn, f € E.
Montrer que la distance de f a F,, est atteinte : on a une fonction polynomiale ¢,, € F, telle
que

If = &nllog = A(f, Fn) = I0f 1f =l

Solution de 34 :

1flloo € {Ilf = Bl » @ € Fu}. DOnc d(f, Fy) < || £l oo-

On s'intéresse donc aux ¢ € F, telle que d(f,¢) < || f|l -

Or I'intersection de boule fermée de centre f et de rayon |||, et de F, est un fermé borné
dans F,, qui est de dimension fini, donc est compact.

L'application continue car lipschitzienne ¢ — d(f, ¢) atteint un minimum sur £, N B (£, || f||.,) Qui
est en fait global.

Soit E = R™ muni d'une norme ||| et A une partie non vide de E. On rappelle la défini-
tion de la distance d'un élément zy de E & une partie A de E, notée d(zg, A), par la formule
d(zg, A) = inf ||z — z0]|.

€A
1. Supposons A compact. Montrer que pour tout zp € E, il existe y € Atel que d(xg, A) = ||y — xo]|.
2. Montrer que le résultat est encore vrai si on suppose seulement que A est fermé.

3. Montrer que I'application qui a =y associe d(zg, A) est continue sur E (sans aucune hypothese
sur A).

4. En déduire que si A est un fermé de E et B un compact de E tels que A et B sont disjoints,
alors il existe une constante ¢ > 0 telle que V (a,b) € A x B, |la —b|| > 0.

5. Montrer par un contre-exemple que le résultat est faux si on suppose seulement que A et B
sont deux fermés disjoints.

Solution de 35 :
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m Normes subordonnées matricielles
Soit n € IN* et ||-|| une norme sur M, 1(R). On note
S={XeM,1R),|X||=1} et B={XeM,1(R),|X]| <1}.

1. Soit A € M,,(R) fixée et f I'application de M,, 1 (R) vers M,, 1 (R) définie parvVX € M, 1(R), f(X)= AX.
(a) Justifier que f est continue sur M,, 1(R).
(b) Démontrer que les ensembles

AX
Bi=(lax], X5}, B=(laxl, xen) et ma={ll xemum o0
admettent une borne supérieure.
(c) Démontrer que les trois sup sont égaux.
Pour toute matrice A € M,,(R), on note N(A4) ce sup commun.
2. Démontrer que N est une norme sur M,,(R).
3. Démontrer que pour tout (A, B) € M, (R)?, N(AB) < N(A)N(B).
On dit que N est la norme subordonnée a ||-||.
4. Soit n € IN*. On munit M,, 1(R) de la norme |||, et on note N sa norme subordonnée.
Montrer que pour toute matrice A € M,,(R), N mgé (Z aw>
5. Soit n € IN*. On munit M,, 1 (R) de la norme ||-||; et on note N sa norme subordonnée.
Montrer que pour toute matrice A € M,,(R), N {D% <Z ]aw\>

Solution de 36 : Normes subordonnées matricielles

(a) f estlinéaire en dimension finie.

(b) E; et E5 sont des images par des fonctions continues des compacts (fermés bornés en
dimension finie) S et B, donc admettent et atteignent ds extremums : les bornes sup sont
méme des max.

X
E3 = FE; car —— x| est de norme 1.

(c) Vularemarque précédente, on a déja max F3 = max Ej.
Puis S ¢ B donc max E; < max Es.
Soit Xy € Btelque ||AXo|| = max Es. Alors on peut choisir X # 0 (sinon, plus de probleme,

tout est nul!) et

HXoH
X
Donc max Ey = || Xo|| ‘AHXEI

‘ <1xmaxE.

2. Ona déja N(A) > 0.
SiN(A) =0, alors vu E3, pour tout X # 0, AX =0donc Kerd =M, 1(R) et A=0,.
SIX €S, [|MAX]| = |\ [JAX]| puis on passe au max avec |A| =0
PuissiX € S, [|[(A+ B)X| < ||AX] + [[AX | puis on passe aux max.
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. A(BX . N
3.SiX e Stelque BX # 0, |[(AB)X| = ’HEBXH)” |BX|| < N(A)N(B), sinon on a quand méme

(AB)X|| < N(A)N(B), puis on passe au max.

4. 81X €8, |AX|,, = max (Z ai7jxj) = max (Z am) .

J=1 J=1

n n
5 S8iXes, ||AX||1 = Z Zam-z:j 1
i=1 |j=1
majorant atteint en prenant le vecteur de la base canonique correspondant au j pour lequel

ce max est atteint.

n n n n n
<33l =3 (Sl ot < o (S ) 1
j=1 \i=1 ST Ni=1

i=1 j=1 i—

6. Connexité par arcs

Démontrer qu'un cercle et qu'un segment ne peuvent pas étre homéomorphes : il n'existe

pas de bijection f entre les deux telle que f et f~! soient continues.

Solution de 37 :
Il suffit d’enlever un point qui n’est pas une borne du segment et on a une fonction continue dont
I'image d’'un connexe par arc ne I'est plus.

Etudier la connexité par arcs de GL,(R), GL,(C), et O, (R).

Solution de 38 :

e GL,(R) n'est pas connexe par arcs car detGL,(R) = R* non connexe par arcs alors que det
est continue.

e GL,(C) est connexe par arcs : on montre que chaque matrice inversible peut étfre jointe
continOment a I,,.
Pour cela, on trigonalise (on peut), M = PTP~!. On note d; les coefficients diagonaux de T.
Par connexité par arcs de C*, pour chaque d;(# 0), on a un chemin continu ¢; : [0, 1] — C* tel
que ¢;(1) =d; et ¢;(0) = 1.

P1(t) (t-tij)

On pose alors A(t) =

0 6ult)
® :t— PA(t)P~! continue par opérations, & valeurs inversibles, ®(0) = I,, et ®(1) = M.

e O(n) n'est pas connexe par arcs car det O(n) = {£1} non connexe par arcs alors que det est
continue.

m Montrer que I'ensemble des matrices diagonalisables de M, (K) est connexe par arcs.

Solution de 39 :
L’ensemble des matrices diagonalisable est étoilé par rapport a la matrice diagonalisable 0,,.
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Em Connexe par arcs = connexe

En utilisant une fonction indicatrice, montrer que si A partie d'un espace vectoriel normé est
connexe par arcs, les seules parties de A a la fois ouvertes et fermées relativement a A sont @ et
A.

Lorsque c’est le cas, on parle d’ensemble connexe.

Solution de 40 : Connexe par arcs = connexe
Soit B une partie ouverte et fermée de A.

On montre que 1z est continue en passant par la définition : si a € B, qui est un ouvert de A4,

on a un voisinage de a dans A inclus dans B sur lequel 1g(z) = 1 — 1g(a) =1;sia € “B, quiest

un ouvert de A, on a un voisinage de a dans A inclus dans B sur lequel 1g(z) =0 — 01p(a) = 0.

Mais alors, comme A est connexe par arcs, 1z(A) € P({0,1}) I'est donc 15 est constante et
donc B=@ou B = A.

m Théoréeme de Darboux

Soit I un intervalle ouvert de R et soit f : I — R une application dérivable.
Notons A = {(z,y) € I x I,z < y}.

1. Démontrer que A est une partie connexe par arcs de R2.

2. Pour (z,y) € A, posons g(z,y) = I = 1) pemontrer que g(A) C f'(I) c g(A).
y—x
3. Démontrer que f/(I) est un intervalle, autrement dit, f/ a la proprieté des valeurs intermeé-

diaire.

Solution de 41 : Théoréeme de Darboux

1. A est convexe, donc connexe par arcs.

~

fz) - 1)

2. Soit z € g(A). Alors il existe (z,y) € A tel que z = g(z,y) = ! pr—

accroissements finis, il existe a € I tel que z = g(z,y) = W = f'(a) et donc z € f'(I).
D’autre part, soit z = f/(a) € f/(I).Soit (b,) une suite de I quitend vers a par valeurs supérieures.
Alors, on a parla définition de la dérivée en a que g(a, b,) — f/(a). Mais g(a, b,) € g(A), et donc
z € g(A).

3. g(A) est un connexe par arcs de R, donc un intervalle. Ainsi, f/(I), qui est compris entre un
intervalle et I'adhérence d'un intervalle, est lui-méme un intervalle.

. Par le théoreme des
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