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EXERCICE

Q1. Soit A = (a;;)i<i<n € (Dn(R))*" donc pour toute matrice D =diag (o, ...,an) de Dp(R) on a
1<5<n

Tr (D.A) = 0.

Comme D.A = (aiai,jhgign alors Y a;a;; = 0, en particulier pour les matrice E; ; ( dont tous les coefficients

1<j<n i=1
sont nuls , sauf celui d’'indice (¢,7) qui vaut 1) on obtient a;; = 0 Vi € [1,n] . Donc A est une matrice de

diagonale nulle. Réciproquement les matrice de diagonale nulle sont évidement dans (D,,(R))™ .Ainsi

(Dn(R))L = {A = (a;;)1<i<n € My(K) ;a;,;, =0Vi € [[l,n]]}

15j<n

PROBLEME : Théoréme de décomposition de Dunford

Partie I - Quelques exemples

Q2.
— On vérifie facilement que :
Si A est diagonalisable , par unicité , la décomposition de Dunford de A est (4,0,) .
Si A est nilpotente , par unicité , la décomposition de Dunford de A est (0, A).
— Une matrice trigonalisable admet un polyndéme caractéristique scindé sur K , donc elle admet une décom-
position de Dunford.
10 0 1 ) . _ 11
— Le couple - n’est pas la décomposition de Dunford de la matrice , car
0 2 0 0 0 2
elles ne commutent pas.
. 0 1 2 . s
Q3. Soit A = Lo ) on a xa(X)=X?+1, qui n’est pas scindé sur R , donc A n’admet pas de
décomposition de Dunford dans Ms(R).
3 0 8
Q4. Soit la matrice A = 3 -1 6
-2 0 -5
Ona
X-3 0 -8
xa(X) = -3 X+1 -6
2 0 X+5
X-3 -8
= (X+1)
2 X+5
= (X+1)?°

Donc A admet une décomposition de Dunford . On sait que x4 = xp , donc D admet —1 pour unique valeur

propre , D est diagonalisable donc D = —I5_. Par suite N = A + I , qui est nilpotente d’indice 2 (N? = 03).



Q5. Application
OnaA=D+ N ,avec D =—I3 et N=A+ 1. Comme D.N = N.D alors exp(D + N) = (expD)(expN) .

expD = exp(—1I;)
+oo k
(=1
- (255)s
k=0
= 671[3_

Puisque N? = 03 alors N* = 03 pour k > 2 et

expN =135+ N

Ainsi
5 0 8
expA=e ' (I3 + N)=e! 3 1 6
-2 0 -3

Q6. Soit A € M, (K) telle que A% (A — I,,) = 0. On multiplie cette derniére relation par (A + I,,) , on obtient
A? (A% — I,,) = 0 donc le polynéme X (X — 1) est annulateur de la matrice A? .

La matrice A2 admet un polynéme annulateur scindé a racines simples donc elle est diagonalisable .

Posons N = A — A% | on a alors N2 = A% (A — In)2 =0, N est nilpotente .

A? et N sont des polyndémes en A, donc elles commutent .

Par unicite (A2, A — A2%) est la décomposition de Dunford de la matrice A .

Partie II - Un exemple par deux méthodes.

3 -1 1
Soit la matrice A = 2 0 1
1 -1 2

On note v 'endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice A.

Q7.
e Calculons le polynéme caractéristique de A :
X-3 1 -1
xa(X) = -2 X -1
-1 1 X-2

X-1 1-X 0

Li¢Li—Ly

9 X 1
~1 1 X-2

X-1 0 0

R R A G B |
~1 0 X-2

= (X -1)(X-2)?

1 est une valeur propre simple de A, donc dim E;(A) =1, A est diagonalisable si et seulement si
dim E2 (A) =2.



x
On asi X € Ey(A) alors AX =2X , posons X = | y | donc

z
T—y+2=0
20 —2y+2=0
z—y=0
1
ce qui donne x = y et z = 0 et E2(A) = vect 1 qui est de dimension 1. La matrice A n’est pas
0

diagonalisable dans M3(R) .
e Ona x,(X)=yxa(X)=(X—-1)(X —2)?, le théoréme du décomposition des noyaux donne
kery, (u) =ker(u — id)®ker(u — 2id)?
Or . (u) = 0 (théoréeme de Cayley-Hamilton) donc kery, (u) = R3 | ainsi R® =ker(u — id)@ker(u — 2id)?.

Q8.
1 1
— On a ker(u — 2id) = vect 1 , prenons ey = | 1
0 0
x 2r—y+2=0 0
— Soit | y | €ker(u —id) alors ¢ 2z —y+2z=0 , ce qui donne x =0, y = z , prenons e; = | 1 | donc
z r—y+2=0 1
ker(u — id) =vect(e }.
0 0 0 x
— Ona(A—2L)°=| -1 1 0 |,soit |y | €ker(u—2id)2 alors & —y = 0 et
-1 1 0 z
1 0 0
ker(u — 2id)? = vect 1{,]0 posons e3 = | 0
0 1 1
On a det(ey, e2,e3) = —1,donc (eq, e2,e3) est libre dans R3, ainsi (ey, ez, €3) est une base de R3.
1 0 0
— Oa u(er) = e , u(ez2) = 2e5 et ules) =ey+23.Cequidonne B=]0 2 1
0 0 2
1 0 O 0 0 O
Q9. Posons D1 = |0 2 0]JetN;=1]0 0 1
0 0 2 0 0
On vérifie que : B= Dy + N; , D;.N; = N1.D1 et N? = 03. Donc (D1, N7) est la décomposition de Dunford de

la matrice B .

0 1 0 -1 1 0
A et B sont semblables, A=P.BP ltavecP=|1 1 0|etP'=]1 0 0
1 0 1 1 -1 1



2 0 0
La décomposition de Dunford de la matrice A est (D,N) avec D=PDiP~' =1 1 0] et

1 -1 2

1 -1 1
N=PN,P7'=11 -1 1

0 0 0
Q10.

— Posons F(X) = m , la décomposition en éléments simples de F' s’écrit :
a b c
F(X)= + +

X—-1 X-2 (Xx-22

a=[(X-1DF(X)|x_; =1,c=[(X-2)?2F(X)]

fagons donne 0 = a + b , donc b = —1. Ainsi

x—o = 1, le calcul de la limite en +oo de 2F(z) de deux

1 —1 1
F(X)_X71+Xf2+(Xf2)2

1 3 -
— L’expression précédente devient : F(X) = +

X
Y1 X oo on la multiplie par (X — 1)(X — 2)?

on obtient
I=(X-22-3-X)(X-1)

ainsiU =X —3etV=1.
Q11.

— La relation (X — 1)U(X) + (X —2)2V(X) = 1 donne

Uu) o (u—id) + V(u) o (u — 2id)? = id

Donc p(z) + g(z) = x pour tout x de R3.

— D’apres la question 7 on a R® =ker(u — id)@ker(u — 2id)2. Soit x € R3,il existe deux vecteurs uniques :
21 € ker(u — id) et x5 € ker(u — 2id)? tels que z = z1+ .
Onagq(x;) =U(u) ((u—id)(x1)) = 0 donc p(z1) = x1 et p(z2) =0, de méme on a g(x2) = z2 et g(z1) =0

Ainsi p est la projection sur ker(u—id) parallelement a ker(u— 2id)? et q est la projection sur ker( u—2id)?

parallelement & ker (u —id).

Q12. On a d(ey) = p(e1) + 2q(e1) = e1 , d(e2) = 2e2 et d(e3) = 2e3, donc la matrice de d dans la base
1 00
(e1,e2,e3) s’écrit | 0 2 0| , ainsi d est diagonalisable. d est un polynéme en u car p et g le sont .
0 0 2
0 0 0
Posons n = u — d , la matrice de n dans la base (e1,ez,e3) s’écrit |0 0 1 |, donc n est nilpotente , d et n
0 0 0

commutent car ce sont des polynémes de u . Si on note N et D les matrices, respectivement, de n et u dans la



base canonique de R®. De ce qui précede (D, N) est la décomposition de Dunford de la matrice A .
Onad=p+2q=id+ q donc

d = id+U(u)o (u—id)

id 4 (u — 3id) o (u —id)
u? — 4u + 4id

et n=u—d= —u?+5u— 4id , ce qui donne

D=A? —4A+4I; et N=—A2+5A4— 41,

Partie III - Une preuve de 'unicité de la décomposition

Q13. v commute avec u donc avec u — \;id , on en déduit que E}y, (u) =ker(u — \;id) est stable par v . Soit
Vi = V|Ey,; (w)-
Comme v est diagonalisable, donc le polynéme minimal 7, est scindé a racines simples , m, annule v; par suite
v; est diagonalisable , soit B; une base de E}, (u) formée de vecteurs propres de v; , qui sont aussi et des vecteurs
propres de v . Or u est diagonalisable alors £ = é Ey,(u) , donc 6 B; est une base de E formée de vecteurs
qui sont propres a la fois a u et a v, c’est une ba;g 1commune de dif;génalisation pour u et v.
Q14. Soient u et v les endomorphismes canoniquement associés, respectivement, a A et B , donc ils sont
diagonalisables et commutent , il existe donc une base commune de diagonalisation pour u et v. Dans cette base
u — v est diagonalisable. Ce qui montrer que la matrice A — B est diagonalisable.
Q15. Si A et B sont deux matrices nilpotentes; d’indice de nilpotence, respectivement, p et ¢ . A et B
commutent donc ,

(A— B)p+q _ If (p + Q> Ak (—p)prak

k=0 k

remarquons que si k > p alors A¥ = 0,, et k < p alors p+q — k > ¢ et BPt9=% =0, ainsi (A — B)?T? =0, ,
A — B est donc nilpotente .
Q16. Si A e M, (K) est a la fois diagonalisables et nilpotente, donc A est semblable & une matrice diagonale
D, cette derniere est aussi nilpotente , donc D = 0,, par suite A = 0,,.
Q17. Soit (D, N) et (D', N') vérifiant les conditions (1), (2),(3),(4) et tel que D , N ,D’ et N soient des
polyndmes en A.
Ona:D+N=D+ N doncD—-D" =N —N .Or D commute avec D’ et N commute avec N’', car elles
sont des polyndmes en A, donc D — D’ est diagonalisable et N’ — N est nilpotente , la question Q16 donne
D =D"et N'=N, d’ou l'unicité de (D, N).

Part - IV Non continuité de ’application A — D
Q18. D n’est pas stable par addition :

1 0 -1 1
n=2,soit A= (0 2) et B = ( 0 2) , elles sont diagonalisables mais A + B ne l'est pas car elle est

nilpotente et non nulle.



L, . A 0 B 0
Dans le cas général on prend deux matrices par blocs : 0 0 et 0 o)

Si P est une matrice inversible, Papplication M s PM P~! est linéaire en dimension finie donc elle est continue.
Q19. Soit M € M,,(C) montrons que M est limite d’une suite d’éléments de D .

Le polyndéme caractéristique de M est scindé dans C, donc M est trigonalisable , il existe P une matrice inversible
et T une matrice triangulaire telles que M = P.T.P~!. La diagonale de T' ,(A1, \2,...,\,) est constituée des
valeurs propres de M.

Posons T}, = T—i—diag(%, %, ...y &) - Les valeurs propres de Tj sont ()\1 + %7 Ao + %, e An + %)

Soit (4,7) € [1,n]?, i # 7. Si A\; = Aj alors \; + £ # Aj + 4.

Sihi#Ajet A+ 1=+ %, alors [\; — \j| = l%jl < 1, a partir d’un cerain rang ko on a

+ <min{|A — A, (I,m) € [1,n] A # A}, donc pour k > ko on a

i + % #F A+ % . Ainsi pour k > ko ; T admet n valeurs propres distinctes donc elle est diagonalisable.

De plus on a Ty e T . L’application A — PAP~! est continue donc PT}, P! e PTP ! = A

Ce qui prouve que D est dense dans M., (C).

Q20. Si (D, N) est la décomposition de Dunford de A, on a ¢(A) =D .

Si A € D alors (D,N) = (A,0) donc ¢(A) = A et ¢ est 'application identité sur D.

Supposons que @ est continue, soit A une matrice non diagonalisable. On sait que D est dense dans M,,(C)
donc il existe une suite (M}) de matrices diagonalisables qui converge vers A. On a ¢(M}) = My, k—>_-s>-oo A

est continue donc ¢(My) . _J_ ©(A) ainsi p(A) = A et A est diagonalisable, absurde donc ¢ n’est pas continue.
—+0o0

FIN



