MP 1 A rendre lundi 24 janvier
Corrige du Devoir Libre n°7

Exercices 3 et 4

1. On peut définir une probabilité & condition que la famille <)\g> soit sommable de somme 1. C'est
w nelN*

1
le caslorsque| s>1et A= —.

¢(s)

2. Il fallait plutdt lire « n est un multiple de m ».

3. Sip1,....pn sONt premiers, A, N---NA, =4, .p..
Avec la question précédente,

IP(AZMm"'mApn):IP(Apr--pn):%:ﬁi:HP(Apk)-

donc Ces A, pour p € P sont mutuellement indépendon’rs)

4. On souhaite montrer que | [ (1 L ) —.or [] ( ) 1 P (4,) qui est un produit infini.

pé
pEP pEP peEP
Mais les 4, sont mutuellement independonfs, donc si on considere les n premiers nombres premiers

)l () er )+ {0

pEP

par continuité décroissante.

Orn e (] 4, <= nn’'aaucun diviseur premier <= n = 1.
peEP

1 1 - 1 1
Donc H (1 — ps) =P({1}) =)= 0} et, finalement, H <1 — > =

S
pEP pEP p

- 1 1 1 1
5. On a pour tout n € IN*, Inw,, = —Zln (1 - ) avec — — 0 donc —In (1 - ) ~ — donc (INuy)n,
b1 Pk DPn Pn Pn

converge par comparaison de séries & termes positifs. Donc, par con’rinui’ré de I’exponen’rielle, Uy — L.
Puis, pour tout s > 1 et toutn € IN*, 0 < 1—pi < 1—%, donc u,, > H
€= ((s). n

Or il est classique que ((s) ? +00. En effet, une comparaison série-intégrale permet d'obtenir’
quec(s) ~ —

s—1— 5—1.

e’r lorsque n — +oo,

n

. . . 1 .
Autre rédaction possible : pour tout n € IN E < ¢ donc lorsque s — 1, E z < £, ce qui est
k=1

confradictoire.

1. Le sujet CCINP 2021 le faisait remontrer quelques questions avant
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n>1

Finalement, | la série L diverge
Pn
!
(a) Le nombre de multiples de p enfre 1 et n! et E, donc la probabilité qu'un entier tiré au hasard
p

la probabilité étant uniforme sur [1,7!]

o 1

6.
entre 1 et n! soit divisible parp vaut1 — = = 1 — —,
(b) B, estl'événement «p est un diviseur commun de a et b», soit a et b s’écrivent respectivement
!
pa’ et pb/ avec 1 < d < ™ et1 < < —.Comme ily a (n!)? choix en tout pour a et b avec une
p
probabilité uniforme
(2)
) 1
S
p

, p. des entiers premiers deux a deux distincts entre 1 et n!l. Alors
Vie[l,k], pilaetpb}
- pi|b}

(c) Soient pq,...
(a,b) € IN*,

prla et pi-

Da-

]N*’ prcce

s
Il
_

={(a,b) €

’:];r

Avec un calcul similaire & la question précédente qui n'utilisait pas la primalité de p

1
:H;?iﬂww

k
()

)., sont mutuellement indépendants, donc

Donc les (B
Ces( ) son’rmu’ruellemen’rindépendon’rs)

(| B

peEP, p<n!

(d) L'événement «a et b sont premiers entre eux» correspond a
Il'y a une imprécision dans I'énonce ici, nous admettons que le résultat précédent reste valable

pour les nombres premiers p < n!

= I

On obtient alors
pEP, p<n!

6

(e) Avec la formule d’Euler, on obtient bien| P, n T
n—+oo T

la probabilité que deux entiers tirés au hasard soient premiers entre eux est —

Interprétation : ilité
Une démonstration rigoureuse de ce résultat utilise la fonction arithmétique de Mdbius et la for-

mule du Crible.
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