
MP 1 À rendre lundi 24 janvier
Corrigé du Devoir Libre no 7

Exercices 3 et 4

1. On peut définir une probabilité à condition que la famille
(

λ

ns

)
n∈N∗

soit sommable de somme 1. C’est

le cas lorsque s > 1 et λ =
1

ζ(s)
.

2. Il fallait plutôt lire « n est un multiple de m ». P(Am) =
1

ζ(s)

∑
k∈N∗

1

(mk)s
=

1

ms
.

3. Si p1, . . . , pn sont premiers, Ap1
∩ · · · ∩Apn

= Ap1···pn
.

Avec la question précédente,

P (Ap1
∩ · · · ∩Apn

) = P (Ap1···pn
) =

1

(p1 · · · pn)s
=

n∏
k=1

1

psk
=

n∏
k=1

P (Apk
) .

donc les Ap pour p ∈ P sont mutuellement indépendants.

4. On souhaite montrer que
∏
p∈P

(
1− 1

ps

)
=

1

ζ(s)
. Or

∏
p∈P

(
1− 1

ps

)
=
∏
p∈P

P
(
Ap

)
qui est un produit infini.

Mais les Ap sont mutuellement indépendants, donc si on considère les n premiers nombres premiers
p1, . . . , pn,

n∏
k=1

(
1− 1

psk

)
=

n∏
k=1

P
(
Apk

)
= P

(
n∩

k=1

Apk

)
−−−−−→
n→+∞

P

(
+∞∩
k=1

Apk

)
= P

∩
p∈P

Ap


par continuité décroissante.
Or n ∈

∩
p∈P

Ap ⇐⇒ n n’a aucun diviseur premier ⇐⇒ n = 1.

Donc
∏
p∈P

(
1− 1

ps

)
= P ({1}) = λ =

1

ζ(s)
et, finalement,

∏
p∈P

(
1− 1

ps

)
=

1

ζ(s)
.

5. On a pour tout n ∈ N∗, lnun = −
n∑

k=1

ln
(
1− 1

pk

)
avec 1

pn
→ 0 donc − ln

(
1− 1

pn

)
∼ 1

pn
donc (lnun)n

converge par comparaison de séries à termes positifs. Donc, par continuité de l’exponentielle, un −→ ℓ.

Puis, pour tout s > 1 et tout n ∈ N∗, 0 < 1 − 1

pn
⩽ 1 − 1

psn
, donc un ⩾

n∏
k=1

1

1− 1
ps
k

et lorsque n → +∞,

ℓ ⩾ ζ(s).
Or il est classique que ζ(s) −−−−→

s→1−
+∞. En effet, une comparaison sérieintégrale permet d’obtenir 1

que ζ(s) ∼
s→1−

1

s− 1
.

Autre rédaction possible : pour tout n ∈ N,
n∑

k=1

1

ks
⩽ ζ(s) ⩽ ℓ donc lorsque s → 1,

n∑
k=1

1

k
⩽ ℓ, ce qui est

contradictoire.
1. Le sujet CCINP 2021 le faisait remontrer quelques questions avant
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Finalement, la série
∑
n⩾1

1

pn
diverge.

6. (a) Le nombre de multiples de p entre 1 et n! et n!

p
, donc la probabilité qu’un entier tiré au hasard

entre 1 et n! soit divisible par p vaut 1−
n!
p

n!
= 1− 1

p
, la probabilité étant uniforme sur J1, n!K.

(b) Bp est l’événement « p est un diviseur commun de a et b », soit a et b s’écrivent respectivement

pa′ et pb′ avec 1 ⩽ a′ ⩽ n!

p
et 1 ⩽ b′ ⩽ n!

p
. Comme il y a (n!)2 choix en tout pour a et b avec une

probabilité uniforme,

P(Bp) = 1−

(
n!
p

)2
(n!)2

= 1− 1

p2
.

(c) Soient p1, . . . , pk des entiers premiers deux à deux distincts entre 1 et n!. Alors

k∩
i=1

Bpi = {(a, b) ∈ N∗, ∀ i ∈ J1, kK, pi|a et pi|b}

= {(a, b) ∈ N∗, p1 · · · pk|a et p1 · · · pk|b}

Avec un calcul similaire à la question précédente qui n’utilisait pas la primalité de p,

P

(
k∩

i=1

Bpi

)
=

1

(p1 · · · pk)2
=

k∏
i=1

1

p2i
=

k∏
i=1

P
(
Bpi

)
.

Donc les
(
Bp

)
p⩽n

sont mutuellement indépendants, donc

les (Bp)p⩽n sont mutuellement indépendants.

(d) L’événement « a et b sont premiers entre eux » correspond à
∩

p∈P, p⩽n!

Bp.

Il y a une imprécision dans l’énoncé ici, nous admettons que le résultat précédent reste valable
pour les nombres premiers p ⩽ n!.

On obtient alors Pn =
∏

p∈P, p⩽n!

(
1− 1

ps

)
.

(e) Avec la formule d’Euler, on obtient bien Pn −−−−−→
n→+∞

6

π2
.

Interprétation : la probabilité que deux entiers tirés au hasard soient premiers entre eux est 6

π2
.

Une démonstration rigoureuse de ce résultat utilise la fonction arithmétique de Möbius et la for
mule du Crible.
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