MP 1 A rendre lundi 24 janvier

Corrigé du Devoir Libre n°7

Exercice 2 - Loi du 0-1 de Borel : exercice 31 du TD

On suppose que pour tout k € IN, P(Ag) # 1.

1. La suite (B,)n étant croissante pour I'inclusion, par propriété de continuité croissante,

P(By) ——— P (Do Bn> =P (Do An> = P(B).

2. Soit P(A,) /4 0 etalors In (1 — P(A,)) 4 0 et les deux séries divergent grossierement, soit P(A4,,) — 0 et
IN(1—-P(A,)) ~P(A,) >0

donc par comparaison de séries & termes positifs, Ges deux séries ont méme noture)

C'est donc toujours le cas.
3. Soit n € IN. En utilisant I'indépendance des A,

ki:_omu_]P(Ak)) =In (i[olP(Ak)) =1In (1? (ﬁ Ak>>

k=0

=In(l1-P(B,) ——

n—-+oo

In(1 -P(B)) siP(B)<1
%) sinon

Avec la question précédente, on a bien (IP(B) < 1sietseulementsi Z]P (Ar) converge)

+oo
4. Onpose, pourn € N,Cp, = U A Alors (Ch),, est décroissante, donc par continuité décroissante, P (Ch,) P P(I).
k=n

Posons, pourn,m € N, CJ' = U Ay. Par continuité croissante, P (C') —— P(C»).

m——+oo
k=n

Puis, comme dans la question précédente,

ima —P(Ag)) =1In (ﬁP (Ak)> =1In (IP (kﬂ Ak)>

{In(l —P(Cy)) SiP(Cn) <1

=n(1-P(C") —— sinon

m——+oo

e SiP(B) < 1, alors par croissance, pour tout n € N, P(C,) < 1 donc Z In(1 — P(Ax)) converge et

k>n

f In(1 — P(A))

1—-P(C,) = ek=n ——e'=1
n—-+oo

comme reste d'une série convergente. On a donc P(I) = 0 par unicité de la limite.
e SiP(B) = 1, avec les deux questions précédentes, Z In(1 — P(A,)) diverge, et c’est aussi le cas, pour tout

n € N, de Zln(l — P(Ax)). Comme c'est une série & terme négatifs, In(1 — P(C")) e T donc
k>n

P(C,) =1 pourtout n € N et donc P(I) = 1.

On a donc bien

(P(I) = 0si et seulement siPP(B) < 1, et P(I) = 1 lorsque ce n'est pas le ccs)
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