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chapitre XXIlI
Espaces préhilbertiens réels (MPSI)

Tous les espaces vectoriels de ce chapitre, souvent notés E, sont des R-espaces vectoriels.

| Produit scalaire et norme euclidienne

1 Définition d’'un produit scalaire

-~ -

Définition : Produit scalaire

Soit E un R-espace vectoriel.
On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie-positive.
C'est-O-dire toute application (|-): Ex E— R telle que

Linéarité a gauche :

Pour tout y e E, I'application x— (x|y) est linéaire :
o s, | YO x, e B VAER, (x1+Axaly) = (x1ly) + A0zl ).
(i) Bilinearite : <
Linéarité a droite :

Pour tout x € E, I'application y— (x|y) est linéaire :

Y (x,y1,2) €E3, YAER, (xlyr+Ay2) = (xly1) + Alx]y2).
(i) Symétrie : V (x,y) € E2, (x|y) = (y|x).

Positivité :

VxekE, (x|x)=0;

(i) Definie-positivite : <
Caractere défini :

VxeE, (x|]x)=0=x=0.

Remarques

R1- Ne pas oublier de commencer par vérifier que le produit scalaire est bien défini (pas au sens
défini-positif!) lorsque cela n'est pas évident.

R2 - Dans la pratigue on commence par montrer la symétrie, et alors la linéarité & droite découle de
la linéarité & gauche et vice versa : il suffit de ne montrer que I'une ou I'autre.

R3— La définie-positivité se résume par Vx #0, (x|x) >0

Définition : Espace préhilbertien réel, espace euclidien

Si E est un R-espace vectoriel, et si (+|) un produit scalaire sur E, on dit que (E,(-|-)) est un
espace préhilbertien réel.

Si E est un R-espace vectoriel de dimension finie, et si (-|) un produit scalaire sur E, on dit
que (E, (-]1) est un espace euclidien.

Remarques
R1 - Un espace euclidien est donc un espace préhiloertien réel de dimension finie.
R2— On note en général (x]y) ou (x|y) OU (x,y) OU x- y...
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+00
Exemple : (P|Q) =[ e 'P(1)Q(r) dt sur R[X]
0

en confondant polynédme et fonction polynomiale associée.

2 Exemples

° Sur R"

Définition - Propriété

[Produit scalaire canonique sur R"] Pour des vecteurs x et y de R”, avec x = (x1,...,Xx,) €t
y=1,...,yn), On définit

(xly) = ZXLJ’z

(-|) fait de R™ un espace euclidien : c'est le produit scalaire canonique sur R”.

Remarques

R1— Important : Si X et v désignent les matrices colonnes des composantes de x et de y dans la base
canonique, on remarque que (x|y) = XT x Y.

R2 - Dans R?, (x]y) = x1y1 + X2 2, dans R3, (x]y) = x1)1 + X2)2 + X3 V3.

Démonstration

(i) 1) est symétrique par commutativité du produit sur RR.
(i) Linéarité a gauche :Vx,x',yeR", VAeR,

™=

(x+Ax' Iy): (x+Ax");y;

I
—

1l
™M=

(x; + Ax, DYi

i=1

=Z ,y,+/12x

S |

(xly)+/1(x 1y).

La linéarité & droite en découle par symétrie.

(iii) Définie-positivité
n

e VxeR”, (xlx)=) x7>0

n
. (xlx)zOz»Zx?:O@Vi, X =0 x=0pn
i=1

Remarque

On peut toujours fabriquer sur le modéle de R" un produit scalaire « canonique » sur E de dimension
finie rendant une base canonique (s'il y en a une) orthonormale. Et méme, plus généralement, un
produit scalaire rendant une base donnée orthonormale.

Par exemple, sur RIX], (PIQ) =
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Définition - Propriété
[Produit scalaire canonique sur .4, (R)] Pour des vecteurs A et B de ., (RR), on définit
(A|B) = tr(AT x B).

(-] fait de 4, (R) un espace euclidien : c'est le produit scalaire canonique sur .4, (R).

Remarque

o o - o Q._Q a Q o 2
Il s’agit en fait de I'écriture matricielle du produit scalaire canonique sur R™ .

Démonstration

n n n
tr(ATxB)=) (ATxB)i;i=) ) aijbij= )  ajbij. =
i=1 i=1j=1 (i,j)e[1,n]?

0 Sur € (la, b],R)

Définition - Propriété

Pour des fonctions f et g de € (la, b],R) OU a < b, on définit

r1e)= | T

| fait de € (la,b],R) un espace préhilbertien réel : c'est le produit scalaire canonique sur
%€ ([a,b],R)

Remarque

Aftention, avec des fonctions continues par morceaux seulement, on a presque un produit scalaire :
c'est une forme bilinéaires symétrique positive, il manque seulement (f|g) =0= f =0.

Démonstration

(i) ¢l-) est symétrique par commutativité du produit sur R.
(i) Linéarité a gauche :V f,f,ge € (a,bl,R), VAR,

~ b —~
(f+Aflg) =f (f+Af)g
b
- [ (fg+Afg)

b b
=f fg+7tf fg (parlinéarité de I'intégrale)
a a
=(f19) +A(flg).
La linéarité a droite en découle par symétrie.
(i) Définie-positivite
b
e Ve (a bl R), (fIf) :f f?(x)dx > 0 (par positivité de I'intégrale et comme a < b)
a
b
. IP=0 = [ frodi=o
a

< f2=0 (car f? est une fonction continue et positive)
— f=0 O
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Exercice : HP mais Classique

Si I est un intervalle, on note L%(I) est I'ensemble des fonctions continues sur I telles que f? est inté-
grable.

A partir de I'inégalité classique | fg| < % (% + g?), montrer la bonne définition de (fIg) = ffg, que L*(I)
I
est un R-espace vectoriel, et que (-|) est un produit scalaire sur L?(I).

Exercice : HP mais Classique

Montrer que I'on définit de la méme maniére un produit scalaire sur I'espace ¢%(R) des suites réelles
de carré sommable, c’est-a- dire des suites u,v e RN telle que Y u? et Y v% convergente, en prouvant

+00
que Zun v, est absolument convergente et en posant (ulv) = Z UpUp.
n=0

3 Norme euclidienne

Q Définition

-~ -

Définition : Norme euclidienne

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel.
Pour tout vecteur x de E, on pose |l x| = v(x[x).
L'application ||-| est appelée norme euclidienne sur E associée au produit scalaire (-|-).

Remarque
La positivité du produit scalaire rend cette définition licite.

Exemples

n
E1— Sur R™ muni de son produit scalaire canonique, lixll =/ Y x. En particulier, sur R, llxl = |xI.

i=1
E2 — Sur ./, (R) muni de son produit scalaire canonique, [|All = Vtr(AT x A).

[ b
E3— Sur €([a, b),R) muni de son produit scalaire canonique, || f| = f fAde.
a

Q Identités remarquables et polarisation

Propriété : Identités remarquables

Soit E un espace préhilbertien réel et |.|| la norme associée au produit scalaire.
Pour tous vecteurs x et y de E,

(i) Ja+yI* =1l + 26e1p) + |y (i) JJox=yI* = 1l = 20x1) + |y

(i) ||+ y|* +|x= y]I* =2 (112 + | y|?) (identité du paraliélogramme)

Propriété : Identités de polarisation

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel et ||.| la norme associée au produit scalaire.
Pour tous vecteurs x et y de E,

. 1 . 1
i) =7 (lx+ v - -y IP) (i) et =3 (le+ vl =12 )
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G Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel. Alors
Vx,yeE, (xy*<@xl0yly) e |l | < Ml |y]|»

avec egalite si et seulement si x et y sontliés (i.e. y=00u ILeR, x=A1y)

Remarque

L'inégalité est encore valable pour une forme bilinéaire symétrique seulement positive, mais le cas
d'égalité n'est plus valable. C'est le cas par exemple de la covariance.

Démonstration

Soit 2 un nombre réel. On pose P(A) = (x+Aylx+Ay) : on a que P(A) > 0 par positivité.
Or

P(A) = (x]x) + A(x]y) + A(y1x) + A2 (]y)
= (x]x) +2A(x1y) + A% (yly)

C’est un polyndbme de degré au plus 2 a coefficients réels.

Cas 1:Si(yly) =0, alors on doit avoir, pour fout 1€ R, (x|x) +2A(x|y) > 0, ce qui n’est possible que si (x|y) =0
et I'inégalité est vraie.

Cas 2 : Sinon, le polyndme en A est de degré 2 de signe constant donc son dicaliminant réduit est
négatif
A= (x|y)® = (x]x) (yly) <O

et on obtient I'inégalité recherchée.
Cas d'égalité :
Siy=0,ilyaégalité.
Si y#0, il y a égalité si et seulement si P(1) admet une racine (double) si et seulement si

JAeR, (x+Aylx+Ay)=0, ce quiéquivaut d3IAeR, x+Ay=0et donc x et ysont liés. O
Exemple
n 2 n n b 2 b ) b )
Sur R”, (Z xl-yi) < Z xlzz yf. Sur €(la, b, R), (/ fg) <f f f g
k=1 k=1 k=1 a a a

Exercice : CCINP 76

Soit E un R-espace vectoriel muni d’'un produit scalaire noté (|).
On pose Vx€E, ||x]| = v(x][x).

1. (a) Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on égalité ? Le démontrer.
2. Soit E={fe<€(a,b],R), VY x€la,b] f(x)>0}.
Prouver que I'ensemble {fabf(t)dtx fab %dt, feE} admet une borne inférieure m et déterminer

la valeur de m.

1. (a) Soit E un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire noté (|).
On pose Vx € E, ||x]| = vx[x).
Inégalité de Cauchy-Schwarz : V(x,y) € E2, | (xly) | < lIxIl 1yl
Preuve :
Soit (x,y) € E2. Posons VA e R, P(A) = [|x+ Ay|[%.
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Onremarque que YAEeR, P(A) > 0.
De plus, P(A) = (x+Aylx+Ay).
Donc, par bilinéarité et symétrie de (1), P(A) = 111242 + 24 (xly) + IxI2.
On remargue que P(A) est un trindme en A si et seulement si ||y]]? #0.
Premier cas :siy=0
Alors | (xly)1 =0 et [Ixll|lyll =0 donc I'inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiee.
Deuxiéme cas : y #0
Alors ||yl = /(yly) #0 car y #0 et (]) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
Donc, P est un trinéme du second degré en A qui est positif ou nul.
Onen deduﬁ que le dlcollmmon‘r réduit A est négatif ou nul.
Or A = (xly)? = 1xI2Iyl12 donc (xly)? < 1xllyl2.
Et donc, | (xly) | < IIxIlIyll.

(b) Onreprend les notations de 1. .
Prouvons que V(x,y) € E2, | (xly)| = lIxlllyll < x et y sont colinéaires.
Supposons que | (xly)| =[xl 1yl
Premier cas :siy=0
Alors x et y sont colinéaires.
Deuxieme cas :si y#0
Alors le dicaliminant de P est nul et donc P admet une racine double Ay.
C'est-a-dire P(19) =0 et comme (|) est définie positive, alors x+ Aoy =0.
Donc x et y sont colinéaires.
Supposons que x et y soient colinéaires.

Alors 3a e R tel que x=ay ou y = ax.
Supposons par exemple que x = ay (raisonnement similaire pour I'autre cas).

L(x1y) | =lall (y1y)| = lalllyll* et lIxlyl = VER Iyl = Va2 yInliyll = lallyl>.
Donc, on a bien I'égalité.

2. On considere le produit scalaire classique sur € ([a, b],R) défini par :
V(.9 E bR, (9= [ fwewar.

b b

OnposeAz{f f(nde x Ldtf E}
a a f(©)

AcR.

A#@ car (b—a)® € A ( valeur obtenue pour la fonction t— 1 de E).
b

b
De plus, erE,f f(ndt xf %dt) 0 donc A est minorée par 0.
a

a

On en déduit que A admet une borne inférieure et on pose m =inf A.
Soit feE.
2
t) .

b
On considére la quantité f (1) d
[ Vo
( b 1 2 b2 ,
D'une part, f \/ f() dt) = (f ldt) =(b—a)°.
a ! V() a
D'autre por’r si on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (]) on obtient :

(f JFO— YD dt) ff(t)dtf %dt

On en déduitque V f€eE, f f(t)dtf f;t)dt} (b-a)?.

Donc m > (b- a)®.
Et, si on considére la fonction f:t— 1 de E, olorsf f(t)dtf mdt_(h a)*.

Donc m = (b- a)?.
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Exercice : CCINP 79
Soit a et b deux réels tels que a<b.

1. Soit i une fonction continue et positive de [a, b] dans R.
b
Démontrer que f h(x)dx=0= h=0.
a
2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [, b] dans RR.

b
On pose : V (f,g) € E?, (f1g) =f f(x)g(x)dx.

Démontrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur E.

1
3. Majorerf Vvxe *dx en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

b
1. Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans R telle que f h(x)dx=0.
a

X
On pose VY x€ [a,b], F(x) :f h(t)dt.

h est continue sur [a, b] dor?c F est dérivable sur [a, b].

De plus, VY x€ [a, b], F'(x) = h(x).

Or h est positive sur [a, b] donc F est croissante sur [a, b]. (*)

Or F(a) =0 et, par hypothese, F(b) =0. C'est-a-dire F(a) = F(b). (**)
D’'apres (*) et (**), F est constante sur [a, b].

Donc VY xe€[a,b], F'(x) =0.
C'est-a-dire, Vx € [a,b], h(x)=0.

b
2. On pose V (f,g) € E?, (flg)zf fx)gxdx.

Par linéarité de I'intégrale, (|a) est linéaire par rapport & sa premiere variable.
Par commutativité du produit sur R, (]) est symétrique.
On en déduit que () est une forme bilinéaire symétrique. (*)

b
Soit fe E. (f1f) =f Fdx.

Or x— f?(x) est positive sur [a, b] et a< b donc (fIf) > 0.
Donc (|) est positive.  (**)
Soit f € E telle que (f1f) =0.

b
Alors f f?(x)dx=0.

a
Or x— f2(x) est positive et continue sur [a, b] .
Donc, d'aprés 1., f est nulle sur [a, b] .
Donc (|) est définie. (**¥)
D'aprés (*), (**) et (***), (1) est un produit scalaire sur E.

1 1 1 V] —e—2
3. L'inégalité de Cauchy-Schwarz donnef Vxe Ydx < \/f xdx\/f e Pdx= 12e .
0 0 0

Q Inégalité triangulaire

Corollaire : Inégalité de Minkowski

Soit (E,|) un espace préhilbertien réel, de norme euclidienne associée ||-||. Alors
Vx,y€E, [x+y|<ixl+]|y]

avec élgolifé si et seulement si x et y sont positivement liés (ie y=0ou IAeR*, x=1y)
De plus,
vryel, |l =yl <lx+yl<ixi+ |yl
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Démonstration

Soient x et y des vecteurs de E.
Il est plus pratique de travailler avec le carré des normes :

lx+y)% = G+ ylx+p)
= (x[x) +2(x1y) + (¥1y)
= 12l + || y||* +2(xly)
<Ixl? + |[y|* +21xll | y|| d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz
< (I +lyl)*
Cas d’égalité : Iy a égalité ssi (xly) = |(xIy)] = IxI ||y

Donc si et seulement si soit y =0, soit il existe 1€ R tel que x =1y (cas d'égalité de Cauchy-Schwarz)
et (xly) =|(xly)|. ce qui devient, si x =1y, A(x|x) = || (x|x) donc A =|A] et 1 >0.

Pour I'autre inégalité, on écrit que |(x+y) -y|| < [|x+y| +|-y| donc |x+y| = lxl-|y|. puis on
échange les roles de x et y.. O

G Norme sur un R-espace vectoriel

La norme euclidienne associée a un produit scalaire est une norme sur E.

Démonstration

Soient xe Eet 1 eR.
o |lxll =v(x]x) >0
o xll=0 <= |Ix]|*=0 < (x|x) =0 <= x=0g
o lIAx] = v AxIAx) = VA%(x]x) = Al 1 xI
« Inégalité triangulaire : c'est I'inégalité de Minkowski démontrée ci-dessus.

-~ -

Définition : Distance euclidienne et écart angulaire

Etant donné des vecteurs x et y d'un espace préhilbertien réel E, on définit :
« la distance euclidienne d(x, y) par d(x,y) = [|x—y|,
e si x et y sont non nuls, I'écart angulaire 0 est le réel défini par

(x1y)

0€0,7] et cosf = ————-.
x|y

Remarques

R1 - La bonne définition provient de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
R2- Autrement dit, (x|y) = llx|l || y|| cos6.

-~ -

Définition : Distance a une partie non vide

Si A est une partie non vide de E préhilbertien réel, et x € E, on définit la distance de x d A
par d(x, A) = infl(d(x, y) = in£||x—y||.
yE ye

Remarque

La borne inférieure existe toujours car &y = { lx=y|; ye A} est non vide (car A l'est) et minoré (par o).
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Il Orthogonailité

1 Vecteurs orthogonaux

Définition : Vecteurs orthogonaux

Soit (E,|) un espace prehilbertien réel, x et y des vecteurs de E.
x et y sont dit orthogonaux si et seulement si (x|y) = 0. On écrit parfois x L y.

Remarques
R1 - 0f est orthogonal & tout vecteur.
R2 - La notion d'orthogonalité ne prend de sens qu’'en dimension au moins 2.

Démonstration

|+ )% = 1202+ || y||* +2Cxly) .
2 Famille orthonormale

Définition : Familles orthogonale et orthonormale

Soit E un espace prehilbertien réel, (vy,...,vp,) € EP.
(v1,...,vp) est une famille orthogonale de E si et seulement si

Vi,je[l,p]. aveci#j, (vilv))=0 (e v;Lv)).
(v1,...,vp) €st une famille orthonormale de E si et seulement si

Vi, je[l,p], wilvj)=6;;

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls (en particulier toute famille orthonormale)
d’'un espace préhilbertien réel est libre.

Remarque
C'est un moyen pratique et usuel pour montrer qu'une famille est libre !

Démonstration

Soit (v1,...,vp) une famille orthogonale de vecteurs non nuls d'un espace préhilbertien E.
But : (v1,...,vp) est libre.
Soient Ay,...,A, e R tels que vy +---+A,vp =0.

(Oplvy) =0Rr

Alors, siie[1,p], Aivr+--+Apvplvy) = n .Orv; #0g, donc A; =0. a

AjW;jlvi) = A il
1

J

Corollaire

Si E est un espace euclidien de dimension n, il n'existe pas de famille orthogonale de plus
de n vecteurs non nuls.
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Théoreme : Théoreme de Pythagore

Soit, dans un espace prehilbertien réel E, une famille orthogonale (vy) e, ;- On a

2 p ,
=Y lwil
i=1

p
D Ui
i=1

La réciproque est vraie pour deux vecteurs mais fausse en géenéral si p > 3.

Démonstration

Par récurrence sur p.
Contre-exemple : la famille {(}),(?),(4)} n'est pas orthogonale (et pour cause, il y 3 vecteurs non
nuls en dimension 2!) et vérifie pourtant la propriété de Pythagore. O

3 Ensembles orthogonaux

Définition : Parties orthogonales

Soient (E,|) un espace préhilbertien réel et A, B des parties non vides de E.
On dit que A est orthogonale & B si et seulement si V (a,b) € Ax B, (alb)=0.On note A1 B.

Si A,Be 2(E)\{@} sont orthogonales, alors AnB=@ ou AN B ={0g}.

Démonstration

Si AnB # @, soit xe An B. Alors (x|x) =0, donc x=0. O

Remarque
Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E orthogonaux, alors FnG = {0g} : leur somme est directe.

Exemple
Parties de R? orthogonales d'intersection vide : A=1R(0,0,1) et B=(0,1,0) +R(1,0,0).

4 Orthogonal d’un sous-espace

Définition : Orthogonal d'un sous-espace

Soient (E,| ) un espace préhilbertien réel, et F un sous-espace vecotiel de E. On définit
I'orthogonal de F comme I'’ensemble des vecteurs orthogonaux & tout vecteur de F :

Fl={xeE|VyeF (x|y)=0}

xeFt e xecEetVyeF (x|y)=0

(Il est parfois noté F°). Il s’agit de la plus grande partie de E (pour I'inclusion) orthogonale d F.

Soient (E,| ) préhilbertien réel, et F un sous-espace vectorielde E.
Ft est un sous-espace vectoriel de E.
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Démonstration

o Ope At,
e Vx,x'€ AL, VAER, Ax+x' €At , carVyeA, (Ax+x'|y)=Axly)+(x'ly) =0.
Donc At est un sev de A.
Comme de plus Ac Vect A, (Vect A)L c At et étre orthogonal a tout élément de Aimplique étre orthogo-
nal & toute combinaison linéaire d'éléments de A par bilinéarité du produit scalaire, donc A+ c (Vect A)*.

O
Soit F un sous-espace de E préhilbertien réel.
Si F=VectA (A engendre F) et si x est un vecteur de E,
xeFt<=VacA (xla)=0
Démonstration
Ft=At O

Remarque

En particulier, connaissant une base de F, il suffit d'étre orthogonal aux vecteurs de la base pour
éfre orthogonal & F.

Soit E un espace préhilbertien réel, F et G des sous-espaces vectoriels de E.
(i) E+={0} et {0}* =E.
(i) Fc(F),
(i) La somme est directe : F+F-=FeF'=F QO Ft,
(iv) Si FcG, alors G+ c F*,
(V) (F+GLt=FtnG*tef (FNGLtoFt+G*h.

Démonstration

0€ EL, etsixe B+, (x|x) =0 donc |lx| =0 et x=0.

Si x€ F, pour vecteur y de F*, (x|y) =0, d’ou le résultat.

Comme les ensembles F et F+ sont orthogonaux, FnF+ =@ ou FnF*+ ={0}, mais 0e FnF*.
Soit xe G*. Pour tout vecteur y de F, ye G, et donc (x]y) =0. Ainsi x € F+.

Remarques
R1— Le seul vecteur orthogonal & tous les autres est le vecteur nul. Cela peut étre tres utile !

R2— Pour Fc (F1)" et (FnG)t o F-+G*, on verra que les inclusions sont des égalités si on ajoute une
hypothése de dimension finie sur E.
On peut donner comme contre-exemples, dans E = €([0,1],R), F le sous-espace vectoriel des
fonctions polynomiales. C'est un exercice frés classique de montrer que F* = {0} a I'aide du théo-

réme de Weierstrass, donc (F1)" = E et
Fg(FY)' =E.
Si, de plus, G={t— P(t)sin(t) ; P F}, alors Gt ={0} et FnG = {0} d'oU

E=(FnG)*2F+Gt =10}
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Exercice : CCINP 39
On note ¢2 I'ensemble des suites x = (x,) ,cy de nombres réels telles que la série )_x? converge.

1l

1.

(a) Démontrer que, pour x = (x,)nen € €% €t y = (yn) nen € €2, la série ) x,y, converge.

+00
On pose alors (x|y) = Y_ x,yn.
n=0

(b) Démontrer que ¢ est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites de nombres

réels.

Dans la suite de I'exercice, on admet que (|) est un produit scalaire dans ¢2.
On suppose que ¢? est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée.

. Soit p e N. Pour tout x = (x,,) € £2, on pose ¢(x) = xp.

Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de ¢? dans R.

. On considére I'ensemble F des suites réelles presque nulles c’est-a-dire I'ensemble des suites

réelles dont tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.

Déterminer F (au sens de (|)).
Comparer F et (F1)*.

(Q) Soit (x,y) € (12)* avec x= (Xp)nen €1 ¥ = (V) nen-
1
VneN, [x,y,l < 3 (x5 +vn)-

Or fol et ny, convergent donc, par critere de majoration des séries a termes positifs,

anyn converge absolument, donc converge.

(b) La suite nulle appartient & 12,

Soit (x,y) € (lz)2 avec x = (xXx)nen € ¥ = (V) nen. SOIt L€ R.

Montrons que z=x+Aye€ 2.

ONn az=(zp)pen AVEC VY REN, 2, = Xp+ Ayy.

VneN, 22 = (xp+ Ayn)? = x2 + A2y2 + 2Ax,yn. (1)

Par hypothése, Y x% et Y y% convergent et d’aprés 1.(a), Y. x,y, converge.

Donc, d'aprés (1), Y z5 converge.
Donc ze€ I2.

On en déduit que 12 est un sous-espace vectoriel de I'ensemble des suites réelles.

. Soit (x,y) € 12 0U x = (Xp) nen €1 ¥ = (V) nen. SOIt L €R.

On pose z=x+ Ay AvecC z = (z,) neN.
OnavVvneN, z,=x,+Ayy.

AINsi, p(x+Ay) = (2) = 2, = Xp + Ayp = 9(x) + Lp(y).
Donc ¢ est linéaire sur 2. (¥

+00
Vx=(xa) €2, 1xp? < Y x5, donc [xpl <lixl.
n=0

Donc V x = (xn)nen € 12, lp(0)] = |xp < Ixl| - (**)
D'apres (*) et (**), ¢ est continue sur I2.

. Analyse :

Soit x = (x,) pen € F*.
Alors VyeF, (x|y)=0.

Soit peN.

On considére la suite y = (yn)nen de F définie par :
1 sin=

VneN, y,= P
0 sinon

y€F, donc (x|ly) =0, donc x, =0.
On en déduit que, VpeN, x, =0.
C’est-o-dire x=0.

Synthése :

la suite nulle appartient bien & Ft.
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Conclusion : F+ ={0}.
Ainsi, (FH1 =2,

On constate alors que F # (FH)*.

I Espaces ou sous-espaces euclidiens

Remarque : Rappel
Un espace euclidien est un R-espace vectoriel de dimension finie muni d'un produit scalaire.

1 Base orthonormale

Théoréme

Tout espace euclidien non réduit a 0 admet une base orthonormale (abrégé en b.o.n.).

On améme un algorithme permettant de fransformer une base en base orthonormale. Découvrons-
le sur un exemple avant de le formaliser :

Exemple

Dans R3 muni de sa structure euclidienne canonique, on considere e; = (0,1,1), e, = (1,0,1), e3 = (1,1,0).
Il est facile de voir que (e1, e, e3) est une base de R3 (en calculant le déterminant dans la base
canonigque, par exemple).
On va d'abord transformer la famille en une famille orthogonale, puis orthonormale qui sera donc
bien une base.
e Onpose g1 =¢e;=(0,1,1).
e Puis on cherche
£r=ep+ e

. 1 11
avec A tel que (e1]ex) =0 ie (e1]e2) + Ale1]ler) =1+2A=0donc A = =5 ete, = (1,—5,5).

e En cherchant
€3 =e3+ UE +VEL

1 1 . 22 2
tel que (e1le3) =0 et (e21e3) =0, on frouve = " etv= -3 Soit g3 = (§’ 5,—5).
On a obtenu trois vecteurs non nuls orthogonaux deux a deux en dimension 3 : il s'agit d'une base

\ : : 1 1 2 1 1
orthogonale de R*. Reste & normaliser pour obtenir une b.o.n. €] = (O,E, ) €y = ( ) et

V2 V6 VB V6
g & L
o= (\/5 V3 \/5)
- Définition : Orthonormalisation de Schmidt -
Etant donné (E, |) un espace euclidien, et (e, ..., e,) Une base de E :

1. On pose € = e;.

j-1
2. Parrécurrence, pour j > 2, on cherche desréels A, tels que le vecteurej=e; + Z Arer soit
k=1
orthogonal a tous les ¢; pourie[1,j—1] :

Vi<j, (eilej)=0.

q €1 &
3. On normalise les vecteurs : (— " )
lleqll llenl
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Remarque
Il est aussi possible de normaliser les vecteurs au fur et & mesure.

On obtient ainsi que (ey,...,€,) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls tels que
pour tout j, Vect(ey,...,e;) = Vect(ey, ..., €;) et la composante sur ej de e; vaut 1.

€1 £
On a alors (— L
el llexnll

) est une b.o.n de E.

Démonstration

. 1°"¢ étape : Orthogonalisation.
* On pose (Et alors £; #0g.)
*x On cherche ¢, e Vect(ey,e,) tel que (g;]e2) =0.
On cherche donc un réel A tel que e, = e, + Aey et (g1]e2) = 0.

. (e1le2)
Donc Aller |2 + (e1]e2) = 0, PUis A = —— 22 .
el
. (e1]e2)
Finalement, | e; = e> — T £1.
€1

De plus, €2 #0 car (e, ez) est une famille libre, et Vect(e1,e2) = Vect(er, e;). (L'inclusion < est im-
médiate, I'inclusion o> vient du fait qu’on puisse exprimer facilement e, comme combinaison

linéaire de e; et ey : er = ex+ (ﬁ;“ﬁ’gl.)
1

* Supposons, par récurrence, que I'on ait construit ey,...,¢-; tels que
o (e1,...,€j-1) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls,
o pour tout entier i€ [2, j-1], Vect(e,...,&;) = Vect(e,...,e)
o pour tout entier i € [2, j - 1], la composante de ¢; sur e; est 1.

Jj-1
On cherche des réels A tels que le vecteurej =e; + kz Arer soit orthogonal & tous les €; pour
=il
i€ [[l,j—l]] : (gilej) =0.
j-1
Donc, siie[1,j—1], (eilep) + Y. Ak(eilex) = 0.
k=1
. . (eilej)
D'oU (eilej) + A lle; 2 =0, puis A; = — ”l ”’2 )
£
, _ 1= (exlej)
La récurrence est alors etablie avec|e; =e; - T ok
k=1 €k

En effet :
o (e1,...,&j) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls,
o Vect(ey,...,ej) =Vect(e,...,e;).
En effet, Vect(ey,...,ej-1) = Vect(ey,...,ej_1), donc I'inclusion c est immediate et I'inclusion
> vient du fait que I'on puisse exprimer facilement e; comme combinaison linéaire des ¢;,
j-1 .
pouriell,j]: ej=¢j+ Z %fjk.
=1 ekl
o La composante de ¢ sur e; est 1.
On obtient n vecteurs non nuls orthogonaux en dimension n: (e1,...,&,) €st une base orthogonale
de E.
» 26Me étape : Normalisation.
On obtient alors trés facilement un b.o.n. de E :

( &1 En )
T ey .
el llenll
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Remarque
Matrice de passage de la base (ey,...,e;) O la base (e1,...,&,) :

Base de la décomposition QR (exercice classique, cf TD).

Corollaire

Tout sous-espace vectoriel non nul d'un espace euclidien admet une base orthonormale.

Démonstration

C'est en effet encore un espace euclidien, muni du produit scalaire restreint d ce sous-espace. O

Corollaire : Théoréme de la base orthonormale incompléte

Tout famille orthonormale d’'un espace euclidien peut étre complétée en une b.o.n. de cet
espace.

Démonstration

Il suffit d'appliguer I'orthonormalisation de Schmidt d cette famille liore complétée en une base : les
vecteurs de la famille orthonormale seront inchangés. O

2 Coordonnées, produit scalaire et norme en base orthonormale

n
Soit (E,| ) un espace euclidien et & = (ey,...,e,) Une base orthonormale de E : x = ) x;e;,
i=1

yzéYiei: X = (:x )ef Va= (J;n) Alors

1
EEG
n
Vie[l,n], x;=/(ejlx) =) xyi=X"xY
i=1

n n
lxl =1/ x¥=VXTxX dx, y) =1/ Y (i = yi)®
i=1 i=1
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Démonstration
n n
«Siie[1,n], * (xly) = (Z x,-e,-|z J’jef)
i=1 j=1
n n
n = x~(e- y-e-)
(eilx)=(ei ijej) 1:21 l l,; ™
j=1 n n
E = xiyjleilej)
=) xjleile)) 1:21];1 AR
j=1 n
n = )C'y‘(S‘,'
=D Xj0i; w'zzl R
j=1 n
=X; = XiYi
i=1
n
o x> = (xlx) = Y_ x?, d’aprés ce qui précéde. 0

i=1

Soit E euclidien, % et %' des bases orthonormales.
(i) Sip=pP%, p~l=pT
(i) Si ue £L(E), la formule de changement de base s'écrit

Matg (1) = PT Matg(u) P
(i) detg B’ =+1: 1 si elles ont méme orientation, -1 sinon.

Remarques

R1- La réciproque est fausse, il ne suffit pas que ce déterminant vale +1 pour que les bases soient
orthonormales.

R2 - Faciles, les changements de bases orthonormales !l

Démonstration

(i) Pij= (ei‘e}) (coordonnée de e;. selon e;.)

1= )=o) =i
(i) Immediat.
(iii) detg %' =detP or PPT = I, donc (detP)?=1. e

3 Isomorphisme avec le dual

Théoréeme : de représentation de Riesz

Soit a€ E euclidien et ®,: x € E— (alx). Alors

E — Z(ER)
WV
a —_— q)d

est un isomorphisme.
Ainsi, pour tout forme linéaire ¢ € £ (E,R), il existe un unique élément ac€ E tel que ¢ = (al-).

4 Produit mixte
Soit E un espace euclidien orienté de dimension n.
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Si # est une base orthonormale directe de E, detgz ne dépend pas de 4.

Démonstration
dety = dety B’ dety =detg . O

a a

Définition : Produit mixte

On appelle produit mixte sur E le déterminant de n vecteurs dans n'importe quelle base
orthonormale directe.

On le note [vy,...,v,], PpOUr vy,..., v, €E.

Propriétés
(i) (vi,...,vn)— [v1,...,v,] €St Une forme n-linéaire alternée sur E.

(i) Si(ey,...,en) estune bond, [ey,...,e,] =1€tsi(ey,...,e,) estune boni, [ey,...,e,] = —1 (réciproque
fausse).

(iii) [v1,...,vy] =0si et seulement si (vy,...,v,) €st liée.
(iv) Si ue L(E), [u(vy),...,u(vy)] =detux [vy,..., vyl

Remarque

Comme, si E est de dimension 3 et x,y € E, [x,y,-] € Z(E,R), avec I'isomorphisme de la partie précé-
dente, il existe une unique vecteur a € E tel que pour tout z€ E, [x,y,z] = (alz). Ce vecteur a est appelé
produit vectoriel de x et y, noté xa y.

On a alors [x,y,z] = (x A y|z) d'ou I'appellation produit mixte.

Soit E euclidien orienté.

(i) SidimE =2, [i, U] représente le volume orienté du parallélogramme construit sur i et b.
(i) Si dimE =3, [, U, w] représente le volume orienté du parallélépipede construit sur o, v et .

Démonstration

C'est évident si i, 7 (respectivement i, v, iv) sont liés. Sinon :

(i) Si dmE = 2, soit (e,e) base orthonormale obtenu par orthonormalisation de
Schmidt de (i, 7). Alors ii = ce; et U =de; + he,, 0U h hauteur et ¢ coté, donc [i, U] = chley,ex] = +ch
aire orientée du parallélogramme.

(i) Si dimE = 3, soit (e, ere3) base orthonormale obtenu par orthonormalisation de
Schmidt de (i, 7, ). Alors i = cey, U = dey + he; et @ = xe; + ye, + Hes, oU H hauteur et ch aire

-

de la base. [ii, U, W] = chHle, es,e3] = +chH volume orienté du parallélépipéde construit sur i, v et
w.

O
5 Propriétés de F+

Théoréme

Si F est un sev de dimension finie de E prehilbertien réel, alors
E=FeFt=FOF*!

Le sev F+ est alors appelé supplémentaire orthogonal de F, il est unique.
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Démonstration

« Si F={0g}, on a vu que F = E et alors le résultat est immédiat.
« De méme, si F=E, on a vu que FL ={0g} et alors le résultat est immédiat.
« Sinon, on a déja que Fn F* ={0g}.

p

De plus, si (ey, ..., ep) est une base orthonormée de F, et y =) (e;|x)e; € F, x = y+(x—y) avec x—y € F+
i=1

car pour tout i, (x—yle;) =0.

D'ou le résultat.

Unicité : Si E= F © G, alors F et G sont orthogonaux, donc, si E est de dimension finie, G c F* et
dimG = dimE — dim F = dim F*, donc G = F*.

Si E n'est pas de dimension finie 2 si x € F-, x = xp+x¢ et xp = x—xg € FNF+ ={0g} donc x = xg € G et

G=F*i.
O
Soit E un espace euclidien, F et G des sous-espaces vectoriels de E.
(i) dimFt=dimE-dimF (i) (F+G)*=F+tnGt
(i) (FY)"=F (iv) FnG*=Ft+Gt
Remarque
On retiendra gu’en dimension finie, il n'y a plus trop de probleme.
Démonstration
(i) : Vu dans la préecédente démonstration.
(ii) : Une inclusion connue et dimensions.
(iii) et (iv) : FX @ F=E : unicité du supplémentaire orthogonal de F*.
FLn Gt c(F+G)*t est direct.
Donc (F+G)* = FtnG*. (Vrai méme s'ils ne sont pas de dimension finie.)
1
PUis (FR Gt = (FX2 nGH) = ((FH+GHY) = FL+ G,
O

Exercice : CCINP 77
Soit £ un espace euclidien.

1. Soit A un sous-espace vectoriel de E.
Démontrer que (AL)" = A.
2. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(a) Démontrer que (F+G)* = F+nG*.
(b) Démontrer que (FNG)* = F++G* .

1. OnaAc(a)" . (%
En effet, Vxe A, Vye AL, (x| y) =0.
C'est-0-dire, Vxe A, xe (AH*L.
Comme E est un espace euclidien, E= Ae A" donc dimA=n-dimA*'.

De méme, E = Al & (AL)" donc dim (A%)" = n—dim A*.
Donc dim (AY)" =dimA.  (**)
D'aprés (*) et (**), (AL)" = A.
2. (a) Procédons par double inclusion.
Prouvons que FL NGt c (F+G)*.

Soit xe FL nG*t.
Soit ye F+G.
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Alors3(f,g)e FxGtelque y=f+g.

xly= &IfH + lg =0.
—— N——
=0 =0

carfeFetxeFl  cargeGetxeGl
Donc Vye(F+@G), (x]y)=0.
Donc xe (F+G)*.
Prouvons que (F+ G)t c FtnG* .

Soit xe (F+G)L.

VyeF,ona (x|y)=0carye Fc F+G.

Donc xe Ft.

De méme,VzeG, ona(x|z)=0carze G F+G.
Donc x e G*.

On en déduit que xe F-nG* .

Finalement, par double inclusion, (F+ G+ =FtnG*t.

(b) D'aprés 2.(a), appliquée & F* et & G+, ona (FX+G+)" = (FY) n(GH)*.

Donc, d'aprés 1., (FL+GL) = FnG.
1
Donc ((FL + Gi)L) =(FNG)*.
C'est-a-dire, en utilisant 1. d nouveau, FX+ G+ = (FnG)*.

Exercice : CCINP 92

Soit ne N*. On considére E = .#,(R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.
On pose : V(A,B) € E?, (A,B) = tr(("AB) oU tr désigne la frace et ‘A désigne la fransposée de la matrice A.

1. Prouver que ¢(,) est un produit scalaire sur E.

2. On note S, (R) 'ensemble des matrices symétriques de E.
Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque ‘A = - A.
On note A, (R) 'ensemble des matrices antisymétriques de E.
On admet que S, (R) et A,,(R) sont des sous-espaces vectoriels de E.

(a) Prouver que E=S,(R)® A,(R).
(b) Prouver que A, (R)* =S,(R).

3. Soit F I'ensemble des matrices diagonales de E.
Déterminer F-.

1. (,) est linéaire par rapport d sa premiere variable par linéarité de la trace, de la transposition et
par distributivité de la multiplication par rapport a I'addition dans E.
De plus, une matrice et sa transposée ayant la méme trace, on a :
V(A,B) € E?, (A,B) = tr('AB) = tr(*("AB)) = tr('BA) = (B, A).
Donc (,) est symétrique.
On en déduit que ¢(,) est bilinéaire et symétrique. (1)
Soit A=(4;;) €E.

1<ij<n

n n n n n

(A, 8 =tr(AM =) (AN =Y Y (AixAri=Y, Y Az, donc (A,A4) >0.
i=1 i=1k=1 i=1k=1

Donc (,) est positive. (2)

Soit A=(Ay;),_, _ €Etelle que (4,4)=0.

1<0,j<

n n

Alors 3 3 A%,;=0.0r, Vie[1,n], Vke[1,n], A2, >0.
i=1k=1 '

Donc Vie[1,n], Vke[1,n], A,; =0. Donc A=0.

Donc (,) est définie. (3)

D'apres (1),(2) et (3), (,) est un produit scalaire sur E.

Remarque importante : Soit (A, B) € E2.

On pose A=(4; ;) et B=(B;)

1<i,j<n 1<i,j<n”
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2.

3

n

n
Alors (A,B) = tr(*AB) = Z(tAB)l i= Z Z (‘A); ¢ Bri = Z Y AkiBgi -
i=1k=1 i=1k=1
Donc (,) est le produﬁ scolcure canonique sur E.

(a) Soit Me S, (R) N A,R).
alors'M=Met'M=-Mdonc M=-M et M=0.
Donc S,[R) N A,[®R) ={0}. (1)

Soit M€ E.

PosonsSim St o g METM

OnoM=St+A.

S MJ; M)z%(‘M+’(‘M))—%(IM+M)=S, donc Se S,[R).
tA:t(w):%(tM—t(‘M)) 1(fM M)=-A, donc A€ A,(R).

On en déduit que E=S,[R) + A,(R). (2)
D'aprés (1) et (2), E=S,[R) & A, (R).

Remarque : on pouvait également procéder par analyse et synthese pour prouver que
E=5,R & A,[R).

(b) Prouvons que S, (R) c A, (R)*.
Soit Se S, (R).
Prouvons que V A€ A, (R), (S, A) =
Soit A€ A,(R).
(S, Ay =tr(*SA) = tr(SA) = tr(AS) = tr(-"AS) = —tr(*AS) = — (A, S) = — (S, A).
Donc 2(S, Ay =0 s0it (S, A)=0
On en déduit que S, (R) c A,(R)* (1)

De plus, dim A, (R)* = n? —dim A, (R).

Or, d'aprés 2.(a), E=S,(R) & A,(R) donc dim S, (R) = n? —dim A, (R).
On en déduit que dim S, ([R) =dim A,[®)*. (2)
D'apres (1) et (2), Su(R) = A, (R)*.

On infroduit la base canonique de .4, (R) en posant :

) ) 1 sik=ietl=j
Vie[l,n], Vje[l,n], Ej=(ex:) _,,_. 0 s
S sinon

avec ey = {
On a alors F=Vect(Ei1,Ez2, ... Enn)-
SOiTMZ(miyj) . €E.

1<i,j<n
Alors, en utilisant la remarque importante de la question 1.,

MeF+t <= Vie[l,n],(M,E;;)=0=>Vie[l,n], m;;=0.
Donc Ft =Vect (E, jtelles que (i, j) € [1,n]* et i ;éj)
En d'autres termes, F+ est I'ensemble des matrices comprenant des zéros sur la diagonale.

é Projections et symétries orthogonales

° Projections orthogonales

Définition : Projection orthogonale

Soit E un espace préhilbertien réel, et F un sous-espace de E de dimension finie.
On appelle projecteur orthogonal sur F la projection pg sur F parallélement & F*.

Remarque

Cette définition est justifiée par le fait que E= Fe F*.
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* pre Z(E) o F1=Kerpr

o P2=pr o Impr @ Kerpr=E

e F=Imppr=Ker(pr—idg) e VXEE, pr(x)€Fetx— pr(x)e FL.
Remarque

Le projeté orthogonal de x € E est le seule vecteur y € E tel que y e F et x—y e F. Pratique pour le
frouver!

Exercice : CCINP 80
Soit E I'espace vectoriel des applications continues et 27-périodiques de R dans R.

2n
1. Démontrer que (f | g) = % f (1) g (v dt définit un produit scalaire sur E.
0

2. Soit F le sous-espace vectoriel engendré par f: x— cosx et g: x — cos(2x).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u: x — sin® x.

1 21
1. Onpose V (f,g) € E%, (flg) = Efo f(Hg(ndt.

Par linéarité de I'intégrale, (]) est linéaire par rapport a sa premiére variable.
Par commutativité du produit sur R, (|) est symétrique.
On en déduit que () est une forme bilinéaire symétrique. (*)

2n
Soit feE. (f|f):%f0 f2(ndt.

Or t— f2(1) est positive sur [0,27] et 0 <27, donc (fIf) = 0.
Donc (|) est positive.  (**)
Soit f € E telle que (fIf) =0.

2n
Alors | fA(ndt=o.
0
Or t— f2(1) est positive et continue sur [0,27].

Donc, f est nulle sur [0,27].

Or f est 2n-périodique donc f =0.

Donc (]) est définie. (**¥)

D'apres (*), (**) et (***), (1) est un produit scalaire sur E.

cos(2x).

N | =
N | =

2. OnaVxeR,sin?x =
1

xX— ~3 cos(2x) € F.

. . . 1

De plus, si on note h I'application x— 2

21

ey 1
(hIf) = Ef cosxdx=0 et (hlg) = Ef cos(2x)dx =0 donc he F* (car F =Vect(f, g)).
0 0

;o . 1
On en déduit que le projeté orthogonal de u sur F est x— —Ecos(Zx).

Propriété : Expression en base orthonormale

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E préhilberfienréel, (ey,...,ep) une base
orthonormale de F. Alors

p
Vx€eE, pr(x)=)_(eilx)e;
i=1
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Démonstration

D'aprées la démonstration du supplémentaire orthogonal. O

Remarque
On peut voir le procédé d'orthogonalisation de Schmidt en terme de projection : nous cherchions
j-1
unvecteure;=ej+ Y Areg ie
k=1

Jj-1
ej=€j—kz_:]/1k€k. (])

Dong, si I'on note F = Vect(ey,...,j-1), (1) est la décomposition de e; dans F e F. Donc ¢; = pp.(e)) et

j-1
=) A€k = prlej).
k=1
.. €1 Ej-1
De plus, ici (e1,...,€j-1) est une base orthogonale de F, donc (m”’_”) en est une b.o.n. et
&1 Ej—l
IZloe € =1 (elej)
prej) =) (—k j) —k_ Tk, d'oU I'expression des A, que I'on avait trouvé.
=1 ekl leel = llell

A savoir refrouver plutét que de connaitre par coeur :

Cas particulier

« Projection orthogonale sur une droite : D=1Ra, oU a # 0g. Alors (La) est une base ortho-

llall
normée de D et o
. 1 1 _ laix
pPp: X— (malx) (ma) = _||a||2 a.

(Attention & ne pas oublier le ||all?...)
« Projection orthogonale sur un hyperplan : H= (Ra)*, oU a # 0.

(alx)
PH: X— X———a.
llall

Démonstration
Pour la projection sur un hyperplan, sion nomme D la droite Ra= H+, onaque E= HO D et

. (al)
idg=puy+pp=pH+ Wa.

Exemple

Soit E=1R3, P le plan d'équation cartésienne x -z =0.
On note % = (e, e5,e3) la base canonique de R3.
Quelle est la matrice dans % de pp? Vecteur normal a P : (1,0,-1). Donc pour tout x e R3,

(110) _1) ° (xr }’, Z)

pe((x,y,2) = (x,y,2) - 5

1 1
(1,0,-1) = §(x+Z),y,§(x+Z)
Donc pplel) = 3(e1 +e3), pp(e2) = e, et pp(e3) = 1(e; +e3), et

1 0 1
1
Matga(PP)=§ 0 2 of-
1 01
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Remarque
Si 8 (qui peut étre choisie orthonormale) est une base adaptée a la décomposition E=F @ F+,

1
e (0)
Mat% (PF) = 0
(0) K
0

ou les p premiers vecteurs de % forment une base de F =Im(pr) et nous donnent les p premiéres co-
lonnes avec des 1 sur la diagonale, et les n— p autres forment une base de F* = Ker pr et nous donnent
les n— p derniéres colonnes nulles.

Propriété : Inégalité de Bessel

Soit E un espace préhilbertien, F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, pr la
projection orthogonale sur F. Alors

VxeE, |pr@)| <lixl

Démonstration

C'est le théoréme de Pythagore : pr(x) L (x— pr(x)) donc

112 = || pr@o)|* + | x = pr)|* = | pe0) |

Q Symétries orthogonales

-

Définition : Symétrie orthogonale

Soit E un espace préhilbertien, F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.

On appelle symétrie orthogonales par rapport a F, notée sg, la symétrie par rapport & F,
parallélement & F*.

Si F est un hyperplan, on parle de réflexion.

Si F est une droite vectorielle, on parle de retournement.

(i) speL(E) (iv) Ker(sp+idg)=F*
(II) Sposp=idg (V) SF=2pF—idE.
(ii) Ker(sgp—idg)=F (Vi] sp=pr—ppL

Exemple

Symétrie orthogonale par rapport au plan P de I'exemple précédent.
Comme sp =2pp —idps, on obtient I'expression générale

sp((x,3,2)) = (2,5, %)

Et alors Matg(sp) =2Matg(pp) — I3, donc

0 0 1
Matg(sp)=|0 1 0].
1 0 O
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Remarque
Si 8 (qui peut étre choisie orthonormale) est une base adaptée a la décomposition E=F @ F+,

1

e (0)

Mat?ﬂ (SF) = -1
(0) .
=]

ou les p premiers vecteurs de % forment une base de F = Ker(sg —id) et nous donnent les p premieres
colonnes avec des 1 sur la diagonale, et les n— p autres forment une base de F* = Ker (sg + id) et nous
donnent les n— p dernieres colonnes avec des -1 sur la diagonale.

A savoir retrouver :

Propriété : Expression d'une réflexion

Soient H est un hyperplan d’'un espace euclidien E et a un vecteur non nul de H*.

(xla)
VxeE, syglx)= x—ZWa.
a

Démonstration

sH(X)=2pg(x) —x=2(x—pyL(x)) —x=X—-2pg1(x) O

7 Distance a un sous-espace

On a vu gque si F est un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien réel E, alors, pour tout
x€E, d(x,F) = inf d(x,y) = inf ||x—y||
yeF yeF

Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un espace préhilbertien E, et x€ E.
Alors la distance de x a F est atteinte en le projeté orthogonal pr(x) de xsur F, et seulement
en ce vecteur:
d(x, F) = d(x, pp(x) = [|x~ pr(0) |

etsid(x,F) =|x-y| avec yeF, alors y = pg(x).
De plus, si (e1,...,ep) €st une b.o.n. de F,
2 2 L 2
d(x, F)* = lIx1° = )_ (exlx)”.
k=1
Si, enfin, F+ est aussi de dimension finie et (ep+1,...,e,) une b.o.n. de F,

dx, P2 =|pp@|®= Y (erl0?.
k=p+1

Démonstration

Par théoréme de Pythagore, si y € F,

|- preo+ pr - y|* = |x = pr@)|* + [ pr0) - y|| .

Donc ||pr(x) - y| < ||x-y| avec égalité si et seulement si | pr(x) - y|| =0 c'est-a-dire y = pp(x).
De plus,

dx, P2 =|x—pr@|>= Y (erlx—pr)?= Y (exln)?
k=p+1 k=p+1
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Car (exlpr(x)) =0 pour k> p+1. Ef

p
dx, F)? = ||x - pr@|* = 1212 = | pro)|* = 1212 = Y (exlx)?
k=1

par théoreme de Pythagore. O

Remarques

R1— Pratique : plutdét que de calculer une bon de F (orthonormalisation de Schmidt), il peut éfre plus

économique d'écrire que pr(x) est le seul vecteur de y e F tel que x—y € F+. Connaissant une
base quelconque de F, on décompose y dans cette base et on traduit I'orthogonalité de x—y &
chaque vecteur de la base : autant d’équation que d'inconnues. On résout et on frouve y = pp(x).

R2- Si F n'est pas de dimension finie, cette distance n'est pas nécessairement atteinte. Ainsi, par

exemple, si E = €([0,1],R) muni du produit scalaire canonique et si F est le sous-espace vec-
toriel des fonctions polynomiales, alors d(exp,F) n'est pas atteinte car on peut montrer que

n .k
d(exp,x»—» > —) —— 0 donc cette distance est nulle. Ainsi, dire qu’elle serait afteinte serait dire

que exp € F ce qui est faux (trop de dérivées non nulles 2).

On peut d'ailleurs montrer plus généralement, que si d(x, F) est afteinte pourun y e F, alors x—y € F+
et on peut montrer que si F est le sous-espace vectoriel des fonctions polynomiales, F- = {0}.

Exercice : CCINP 81

On définit dans ./ (R) x .4, (R) I'application ¢ par : ¢ (4, A') =tr(*AA’), ou tr("AA’) désigne la trace du
produit de la matrice ‘A par la matrice A'.
On admet que ¢ est un produit scalaire sur ./, (R) .

a b
On note & = , (a,b) e R% },
-b a

1.
2.

. Déterminer la projection orthogonale de j = (

a
. Soi’er(

Démontrer que & est un sous-espace vectoriel de ., (R).
Déterminer une base de Z*.
1

1
sur 1.
1 1

Calculer la distance de J a .

-1 0
On peut donc affirmer que & est un sous-espace vectoriel de /4, (R).

Z =Vect(,,K) donc (I, K) est une famille génératrice de &.
De plus, I, et K sont non colinéaires donc la famille (I, K) est libre.
On en déduit que (I, K) est une base de .

0 1
. On aimmédiatement & = Vect(d,,K) avec K = ( ) .

c d
Comme (I, K) est une base de &,

MeZFt < p(M,I,) =0 et p(M,K) =0.
C'est-a-dire, Me F+ < a+d=0et b—c=0.
Ou encore, Me ¥t — d=-aetc=h.

b
)(—:Mg([ﬂi).

P 1 0 0 1
On en déduit que &1 =Vect(A,B) avec A= ( ) et B= ( )
0 -1 1 0

(A, B) est une famille libre et génératrice de #+ donc (4, B) est une base de F+.
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3. Onpeut écrire J=L+Bavec L e % et Be F1.

0 1
Donc le projeté orthogonal de J sur #+ est B = ( )
10

4. On note d(J,%) la distance de J O %.
D'apres le cours, d(J,F) =11J - pz (DIl oU pg(J) désigne le projeté orthogonal de J sur &.
On peut écrire & nouveau que J=I,+Bavec , e Z et Be 1.
Donc pz()) =1,.
On en déduit que d(J,#) = l] - pz DIl = l7 -l = |Bl| = V2.

Exercice : CCINP 82
Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie n > 0.

On admet que, pour tout x € E, il existe un élément unique y, de F tel que x - y, soit orthogonal a F
et que la distance de x a F soit égale a ||x - y|.

a b a b

Pour A= et A= ,onpose (A| A')=ad +bb' +cc' +dd'.
c d ¢ d

1. Démontrer que (.|.) est un produit scalaire sur .# (R).

2. Calculer la distance de la matrice A= (1, 9) au sous-espace vectoriel F des matrices triangulaires
supérieures.

1. On pose E = 4 (R).

a b a v
Pour A= €eEetA'=| = [eE, onpose (AlA) = ad' +bb +cc'+dd'.
c d ¢ d

a b dl b/ all bl/
Soit A= €E, A = €eE,B= € E.Soit a eR.
c d C/ d/ C/I d//

a+a b+b\|[d b
(A+A'|B)= | =(a+a)a"+b+b)b" +(c+c)"+(d+d)d".
c+c d+d )\ d’

Donc (A+A'|B) = (aa" +bb" +cc" +dd") + (a'a" + b'b" + c'¢" +d'd") = (AIB) + (A'|B).
aa ab)|a’ b"

(¢ A|B) = | =aaad"+abb"+acc" +add" = a (A|B).
ac adl|\c" d’

On en déduit que (.].) est linéaire par rapport d sa premiere variable.
De plus, par commutativité du produit sur R, (.|.) est symétrique.
Donc (.].) est une forme bilinéaire et symétrique. (*)

. a b
Soit A= €E.
c d

(AlA) = a® +b*> + 2 +d? > 0. Donc (.].) est positive.  (**)

c

b
Soit A= (a ) € E telle que (AlA) =0.
d

Alors a? + b? + ¢* + d* =0.

Comme il s’agit d'une somme de termes tous positifs, on en déduit que a=b=c=d =0donc A=0.
Donc (.|.) est définie. (**¥)

D'aprés (*), (**) et (***), (.].) est un produit scalaire sur E.
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1 0 0 0 0 O0\fa b
eFet € FL carv(a,b,d) € R®, | =0.
0 2 -1 0 -1 o/lo d

1 0
On en déduit que le projeté orthogonal, noté pr(A), de A sur F est la matrice ( )
0 2

0 0
Ainsi, d(A,F)=||A—pF(A)|I=|I( O)H:l-
-1

8 Hyperplans affines d’un espace euclidien

Définition : Vecteur normal

Soit # = A+ H un hyperplan affine d’'un espace euclidien E, A étant un point de E et H un
hyperplan linéaire.
On appelle vecteur normal & .#, tout vecteur 7 de H\ {0g}.

(i) Tous les vecteurs normaux de # sont colinéaires.
(i) Si 7 est un vecteur normal & 7€, Me 7€ < AM L 7.

Démonstration

H = Vect 7. O

Corollaire

Soit A(e,...,e,) une base orthonormale de E, % = (0,%) un repére orthonormal.
ii(a,...,a,) est un vecteur normal de # si et seulement si # a une équation de la forme
aixy+---+apx, =bdans &.

Exemples

E1— Dans R? muni de sa structure euclidienne canonique, si ax + by = ¢ est une équation de .# dans
un repére orthonormal, alors 7(a, b) est un vecteur normal & 7.

E2 - Dans R® muni de sa structure euclidienne canonique, si ax+ by + cz = d est une équation de .#
dans un repére orthonormal, alors 7i(a, b, ¢) est un vecteur normal a 7.

Propriété : Distance a un hyperplan affine

Soit # un hyperplan affine de E euclidien.
Soit A un point de # et 7 un vecteur normal a E.

dM, ) = —
721l

Siayx1 +...+ayx, = b est une équation de # en repéere orthonormal et si M(xy, ..., x,), alors

A(M, ) = la1x1+...+anx, — bI.

2

a

+otad

Espaces préhilbertiens réels (MPSI) - page 27



Lycée Carnot - Dijon HTTPS://MP1.PREPA-CARNOT.F

Exemple

Déterminer les équations des bissectrices, dans un repéere orthonormal du plan, de 2:3x+4y =7 et
P':5x-12y=-7.

Démonstration

| A
n
171

-

A, 76) = d (AM, 7) = | . (M) = il

Avec fi(ay,...,ay),

AM‘ﬁZ(ll (xl_xﬁﬂ))+...+an(x”—xf1°)):a1x1+...+anxn—b.
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