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chapitreXXIl

Limite, continuité,
compacité et connexité par
arcs

On se donne (E,I-llp). (Fl-Ig). (G, l-lg) des K-espaces
vectoriels normés, avec K = R ou C, dg. dg, dg les dis-
tances associées d la norme pour chague espace.

On fixe A et B des parties non vides de E et F respecti-
vement.

l Limite

1 Limite en un point
Soit fe FA, acA, beF.
Définition
On dit que f(x) —a b lorsque pour tout € >0, il
existe n>0tel que Vxe A,

dg(x,a) = llx-alp <n=>dp(f(x),b) = || f)-b|p<e

Si f admet b comme limite en a, alors f est bor-
née au voisinage de a.

Propriété : Caractérisation séquen-

tielle

f(x) — b si et seulement si pour fout suite
(an) € AN telle que a, — a, f(an) — b.

Propriété : Unicité de la limite

Sif;—;beff;:;b’, alors b="b'.

Propriété

Si g e R4 telle que g(x) —0 et si, au voisinage
de a, |fx)-b| < gx) alors f(x) b.

x—a

Propriété

b || f0 g — 1Bl

Si f(x)

xX—a

2 Cas ou F est de dimension finie

Propriété

Si F est de dimension finie n, & = (ey,...,en) Une
n

base de F, fe FA b= Y brer€F.

On note f; € IKK:ITeI que pour tout x € A
=3 fiter.

AI(‘I)Cr:S1 fx)
ke[1,n], fix)

b si et seulement si pour tout
by.

Xx—a

Xx—a

3 Fonction a valeurs dans un espace pro-
duit

Si' (F1,N1),...,(Fp,Np) sont des K-espaces vecto-
riels normeés, on munit Fy x---x Fj, de la norme produit
N

Si fe(Fx--xFpA, aeA Pourie[l,p], on pose
fi EFlA fel que f:x— (fi(x),..., fp(x).

SOHbZ(bl,...,bp)€F1X-~~><Fp.

Alors f — bsi et seulement si pour tout i € [1, p],

fi(x) —a b;.

4 Opérations algébriques
La caractérisation séquentielle permet de prouver fa-

cilement les propriétés sur les opérations algébriques sur
les limites.

Soient f,ge FA, he KA telles que f(x) ——beF,
g(x) b €F, h(x) ae K.

X—a xX—a

(i) SireX, alors f+Ag

(i) h(x)- f(x)

(i) Si @« # 0 ef h ne s'annule pas sur A, alors
1 1

b+Ab'.

X—a

a-b.

X—a

h(x) —a a

Si feF4 tele que f(A) =B geGh aca
b e B, ce G tels que f(x) — b, gy — ¢ alors
= —

gOf(x)m»c.

5 Extension a l'infini
Définition
Si Anon bornée, feF4, beF.
On dit que f(x) ‘4» b lorsque

[xl| g—+o0

Ve>0, AIMeR, VxeA lxlg>2M=|fx)-b|p<e

Définition
SiAcR, feFA bePF.

(i) Si An'est pas majorée, on dit que f(x)
lorsque

b

X—+00

Ve>0, AIMeR, YxeA x>M= |fx)-b|p<e

b

(i) Si An'est pas minorée, on dit que f(x)
lorsque f(-x)

. X X——00
b c'est-a-dire

X—+00

Ve>0, IMeR, VxeA x<M=|fx)-b|p<e
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Définition
Soit feRA et ac A.
(i) Ondit que f(x)

+oo lorsque
X—a

VMeR, d3n>0, VxeA, x—al<n=fx)>M

(i) On dit que f(x) — ™ lorsque —f(x) 7 ~®
c'est-a-dire

VMeR, d3n>0, VxeA, lx—al<n=fx)<M

“ Relations de comparaison

Définition

Soit f,g € FA oU A partie de E, pe R4, ae A. Si A
est une partie non minorée ou non majorée de R, a
peut aussi éfre +oo.

« f est dominée par ¢ au voisinage de a, et on
note f = O(p) ou f() xiaO((p(x)) lorsqu'il existe
un réel M et un voisinage V de a tel que

VxeVnA, [[fO]<M|ew)l.

Cela revient & dire que || f]|z =0 (|¢|)-

Lorsque ¢ ne s'annule pas au voisinage de a
(sauf éventuellement en a), cela revient & dire

que x— ﬁf(x) est bornée au voisinage de a.

« f est négligeable devant ¢ au voisinage de a,
et on note f=o(g) ou f(x) = ofpw) lorsque
pour tout € > 0, il existe un voisinage V de a tel
que

VxeVnA, ||[f0]g<elew).
Celarevient a dire que | f||z =o(|¢]).
Lorsque ¢ ne s'annule pas au voisinage de a
(sauf éventuellement en a), cela revient a dire

1
ve —— 0.
o @(x) f®

X—a

o On dit que f est équivalente & g au voisinage
de a ef on notfe f ~8 lorsque f - g est négli-

geable devant || f|| ou devant || g| (celarevient
au méme) au voisinage de a :

F-g=o(lf]) ouo(lg])-

l" Continuité

1 En un point, sur une partie
Soienff:AEE—»Fef acA.
Définition : Continuité
f est continue en a lorsque f admet une limite
(finie) en a.
f est continue sur A si et seulement si f est confi-
nue en fout point de A.

Si f est confinue en a, la limite de f en a vaut
f(a.

Propriété : Caractérisations séquen-

tielles

f est continue en a si et seulement si
Y(anp)n € AN telle que ay — a, flap) — f(a)
si et seulement si

VY(an)n € AN telle que an — a, (f(an)) converge.

Propriété : Opérations

« Si f est continue, x— | f(x)| I'est aussi.

« Toute combinaison linéaire, toute composée
de fonctions continues est continue.

e Sif:A—Feft h: A—IK sont continues, h- f I'est
aussi. Si h ne s'annule pas, %-f I'est aussi.

2 Continuité et topologie

L'image réciproque d’'un ouvert (respective-
ment fermé) par une application continue est un
ouvert (respectivement un fermé) relatif de I'en-
semble de départ.

Des applications confinues coincidant sur des
parties denses sont égales.

3 Uniforme continvité

Définition

Soit f: Ac E—T. On dit que f est uniformément
continue sur Asi
Ve>0, An>0, Vx,yeA,

lx=ylg<n=|f@-fW]p<e

Une fonction uniformément continue sur A est
continue sur A. Réciproque fausse.

Une combinaison linéaire, une composée de
fonctions uniformément continue I'est encore.

Limite, continuité,
compacité et connexité par arcs - page 2


https://mp1.prepa-carnot.fr

J. Larochette

Version du 3 février 2022

4 Fonctions lipschitziennes
Définition
f:AcE — F est dite k-lipschitzienne sur A (oU
keR] si

Vx,yeA |f@-fW|p<klx-ylg-

Toute fonction lipschitzienne sur Ay est uniformé-
ment continue. La réciproque est fausse.

Définition : distance a une partie

Si A est une partie non vide de E,

x € E, on appelle distance de x a A le réel
d(x,A) = infgepd(x,a) = infzeqllx—al qui est bien
défini.

E est I-lipschitzienne donc uni-
x — dx A
formément continue sur E.
C’est en particulier le cas de x— d(x,a) oU a€ E
avec A={a}.

5 Applications linéaires

Propriété : Continvité des applica-

tions linéaires

Soit u e #(E,F). Les cing propositions suivantes
sont équivalentes :

(i) u est continue sur E.
(i) w est continue en 0.
(iii) Il existe C e R} tel que pour tout xe E,

lu)llp <Cllxlg.

(iv) u est lipschitzienne sur E.
(v) u est uniformément continue sur E.

Définition

On note %.(E,F) = L(E,F)n%€(E,F) |'ensemble
des applications linéaires continues sur E.

5 Méthode : Etudier la continuité d'une applica-
tion linéaire en dimension infinie

« Pour montrer qu'une application linéaire est conti-
nue, on cherche une constante C telle que pour tout
X€E, luX)lp <Clxllg.

o Pour montrer qu'une application linéaire n'est pas
continue, on cherche a nier la caractérisation sé-
quentielle de la continuité en 0 en trouvant une suite
(xp)n € EN telle que x, — 0g (ie lx,llg — 0) et pourtant
u(xn) 7 Of (ie lulxp)llp 7 OF.)

|V Dimension finie

1 Coordonnées

On suppose F de dimension finie n> 1.
Soit A une partie non vide de E, f e FA,
n

% = (e1,...,ep) Une base de F. On pose f= ) frex.
k=1

Alors f est confinue sur Asi et seulement si pour
fout ke [1,n], fx est confinue sur A.

2 Applications linéaires

Théoréme

Si E est de dimension finie, alors toute applica-
tion linéaire de E vers F est continue sur E.
Autrement dit, £4.(E,F) = £(E,F).

3 Applications polynomiales
Définition

Soit f: E — K, ou E est de dimension finie,
B = (ey,...,ep) Une base de E. Pour x € E, on note
X1,...,Xn S€s coordonnées dans .

f est dite monomiale s'il existe ki,..., kp € NP tels

k
que f:xHx{C‘-nx 25

f est dite polynomiale si elle est combinaison li-
néaire de fonctions monomiales.

Toute fonction polynomiale sur E de dimension
finie est continue.

4 Applications multilinéaires

Propriété : Continuité des appli-

cations Dbilinéaires en
dimension finie

Si (B, Ilp). (Ellg) sont des K-espaces vecto-
riels de dimension finie, (G, |I-Ilg) K-espace vectoriel,
alors toute application bilinéaire de E x F dans G est
confinue.

Propriété : Généralisation

Plus généralement, toute application multili-
néaire définie sur un produit d'espaces de dimen-
sion finie est confinue.

V Compacité

1 Suites extraites

Définition : Suite exiraite

Soit u € EN. On appelle suite extraite ou sous-
suite de u toute suite v e EN telle qu'il existe ¢ : IN — IN
strictement croissante telle que YnelN, vy = uppy.

¢ est appelée extractrice.
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Si ¢ est une extractrice, alors

VnelN, o) > n.

Si u— ¢, toute suite extraite de u converge vers
l.

Définition : Valeur d’adhérence

On appelle valeur d'adhérence de u e EN toute
limite (dans E) de suite extraite de u.

Une suite convergente a une unique valeur
d’adhérence. Réciproque fausse.

Corollaire

Si une suite a plusieurs valeurs d'adhérence, elle
diverge.

Si (uzp) et (upn+1) convergent vers une méme li-
mite, alors u converge vers cette limite.

2 Parties compactes

Définition : de Bolzano-Weierstr3

Une partie K de E est dite compacte (ou est un
compact) lorsque toute suite d'éléments de K a au
moins une valeur d'adhérence dans K, c'est-a-dire
qu’on peut en extraire une suite qui converge dans
K.

Toute partie compacte est fermée et bornée.

Propriété

Soit K une partie compacte de E et Aune partie
de K. Si A est fermée, alors A est compacte.

° Produit de compacts

Si p e N*, (B l1),....(Ep,II-lp)) sont des K-
espaces vectoriels normés et pour i€ [[1, p], K; com-
pact de E;, alors K= Kj x--- x K est un compact de
E = E1 x...x E, muni de la norme produit.

3 Fonctions continues sur des compacts

Propriété : Image continue d'un
compact

Si f: K — F avec K partie compacte de E et f
continue, alors f(K) est compacte.

Corollaire : théoréme des bornes at-
teintes

Toute fonction continue sur un compact de E, a
valeur réelles, est bornée et atteint ses bornes.

Théoréme : de Heine

Toute application continue sur un compacty est
uniformément continue.

4 Cas de la dimension finie

0 «

On a déja vu que les segments de R étaient des compacts
de R.

Le théoreme de Bolzano WeierstrB permet de démontrer le
résultat suivant, généralisé un peu plus loin.

Théoréme : de Bolzano-Weierstra

De toutes suite bornée d’éléments du corps
K =R ou C, on peut exfraire une suite convergente.

Corollaire

Les compacts du corps K =R ou C sont exacte-
ment les parties fermées et bornées de K.

Q Equivalence des normes

Théoréme

Dans un espace vectoriel de dimension finie,
toutes les normes sont équivalentes.

e Compacts en dimension finie

Théoréme

Les compacts d'un espace vectoriel normé de
dimension finie sont exactement ses parties fermées
et bornées.

Corollaire

Dans un espace vectoriel normé de dimension
finie, toute suite bornée admet au moins une valeur
d'adhérence.

Corollaire : Théoréme de Bolzano-
Weierstra

De toute suite bornée d’'un espace vectoriel
normé de dimension finie, on peut exfraire une suite
convergente.

Limite, continuité,
compacité et connexité par arcs - page 4


https://mp1.prepa-carnot.fr

J. Larochette

Version du 3 février 2022

Corollaire : important!

Un sous-espace de dimension finie d'un espace
vectoriel normé est fermé.

5 Svuites convergente dans un compact

Propriété

Soit K un compact. Une suite d’'éléments de K
est convergente si ef seulement si elle a une unique
valeur d’adhérence.

Corollaire

En dimension finie, toute suite bornée converge
si et seulement si elle a une unique valeur d’adhé-
rence.

Vl Connexité par arcs

1 Une relation d’équivalence

Définition : chemin continu

Soit A une partie d'un espace vectoriel normé
(E,|I-I). Si (a,b) € A2, on appelle chemin continu joi-
gnant a a b dans A toute application ¢ : [0,1] — E
vérifiant les trois propriétés suivantes :

o ¢ est continue

e Vie[0,1], p()EA

e p0)=aetp)=b

La relation % sur A% « sont joints par un chemin
continu » est une relation d’équivalence.

2 Connexité par arcs
Définition : Composantes connexes
par arcs

Soit A une partie de E. On appelle composantes
connexes par arcs de A les classes d'équivalence
pour la relation % définie précédemment.

Les composantes connexes par arcs de A parti-
tionnent A.

Définition : partie connexe par arcs

On dit que A est connexe par arcs lorsqu'il y a
une unique composante connexe par arcs : A elle-
méme.

Propriété : convexe — connexe par
arc

Toute partie convexe de E est connexe par arcs.

Définition : Partie étoilée

A est dite étoilée s'il existe un point a € A tel que
pour tout point b de A, le segment [a,b] est inclus

dans A.
Propriété : étoilée — connexe par
arc

Toute partie étoilée de E est connexe par arcs.

3 Cas des parties de R

Les parties connexes par arcs de R sont les infer-
valles.

4 Image continue d’'une partie connexe
par arcs

Si E,F sont des espaces vectoriels normés, AcE,
f: A— F une application continue, alors f(A) est
connexe par arcs.

Corollaire

Si f est une application continue, définie sur une
partie A connexe par arcs, et a valeurs réelles, alors
f(A) est un intervalle.

Aufrement dit, f vérifie la propriété des valeurs
intermédiaires : s'il existe ae Atelque ¢p(a) =aetbe A
tel que ¢(b) = B, alors, pour fout y € [a, Bl, il existe ce A
tel que ¢(c) =1y.
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