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chapitreXXIl

Limite, continuité,
compacité et connexité par arcs

Extrait du programme officiel :

Contenus

Capacités & commentaires

e) Etude locale d'une application, continuité

Limite en un point adhérent & une partie A.
Caractérisation séquentielle.

Cas d'une application a valeurs dans un produit fini d'espaces
vectoriels normés.

Opérations algébriques sur les limites. Limite d'une composée.
Continuité en un point.
Caractérisation séquentielle.

Opérations algébriques sur les applications continues. Composi-
fion de deux applications confinues.

Image réciproque d'un ouvert, d'un fermé par une application
continue.

Applications uniformément continues, applications lipschit-
ziennes.

Pour qu'une application linéaire u de E dans F soit continue, il
faut et il suffit qu'il existe C >0 tel que :

VxeE, [llu@l<Clxl.

Extensions : limite de f(x) lorsque | x| fend vers +oo, limite de f(x)
quand x tend vers +oo 0U —oco lorsque A est une partie de R, limite
infinie en a adhérent A A pour une fonction réelle.

Les étudiants doivent savoir que deux applications continues qui
coincident sur une partie dense sont égales.
Exemple : I'application x+— d(x, A) oU A est une partie de E.

Notation Z.(E, F).
La notion de norme subordonnée est hors programme.

f) Parties compactes d’'un espace normé

Définition d'une partie compacte par la propriété de Bolzano-
Weierstrass.

Une partie compacte est fermée et bornée.

Une partie fermée d'une partie compacte est compacte.

Une suite d'éléments d'une partie compacte converge si et
seulement si elle admet une unique valeur d'adhérence.

Produit d'une famille finie de compacts.

La propriété de Borel-Lebesgue est hors programme.

g) Applications continues sur une partie compacte

Image d'une partie compacte par une application confinue.

Théoreme de Heine.

Cas particulier des applications & valeurs réelles : théoréme des
bornes atteintes.

h) Parties connexes par arcs d'un espace vectoriel normé

Chemin continu joignant deux points.

Parties connexes par arcs.

Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles.

Image continue d'une partie connexe par arcs.

Relation d'équivalence associée sur une partie A de E.
Les classes d'équivalence sont les composantes connexes par
arcs.

Dans des cas simples, une figure convaincante vaut preuve de
connexité par arcs.
Cas des parties convexes, des parties étoilées.

Cas particulier des applications & valeurs réelles : théoréme des
valeurs intermédiaires.

i) Espaces vectoriels normés de dimension finie

Equivalence des normes sur un espace de dimension finie.

Démonstration non exigible.
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Contfenus

Invariance des différentes notions topologiques par rapport au
choix d'une norme en dimension finie.

Une partie d'un espace normé de dimension finie est compacte
si et seulement si elle est fermée et bornée.

Une suite bornée d'un espace normé de dimension finie
converge si et seulement si elle a une unique valeur d'adhé-
rence.

Un sous-espace de dimension finie d'un espace normé est
fermé.

Si E est de dimension finie, toute application linéaire de E dans
F est contfinue.

Continuité des applications polynomiales, des applications mul-
filinéaires définies sur un produit d'espaces vectoriels normés de
dimensions finies.

Capacités & Commentaires

Les étudiants doivent savoir que la convergence d'une suite (ou
I'existence de la limite d'une fonction) a valeurs dans un espace
vectoriel normé de dimension finie équivaut d celle de chacune
de ses coordonnées dans une base.

Exemple : déterminant.
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VI Connexité par arcs

1 Unerelationd'@équivalence . . .. ... .. . e
2 Connexité PArArCS . . . . o v e e
3 Casdespartiesde R .. ... e e e e
4 Image continue d'une partie CoNNEXe PAr ArCS . . . . v v v v v v v v i e et e e e

On se donne (B, |lg), (-1, (G l-lg) des K-espaces vectoriels normés, avec K =R ou C, dg, df, dg les

distances associées a la norme pour chaque espace.
On fixe A et B des parties non vides de E et F respectivement.

| Limite

1 Limite en un point
Soit fe FA, ae A, beF.
Définition
On dit que f(x) — b lorsque pour tout € >0, il existe n>0 tel que Vxe A,

dp(x,a) =|lx—allp <n=>dp(f(x),b) = | f(x) - b| ;<€

Remarques

R1 - Définitions équivalentes :
Ve>0, An>0, VYxe A, xe€Bg(an = f(x)eBr(be)

vV V voisinage de b, 3W voisinage de a, f(AnW)cV
vV V voisinage de b, 3w’ voisinage de adans A, f(W)cV
|G =Bl —0r
fla+h) b

h—0p

R2— Cette définition dépend des normes. Mais en changeant une norme en une norme équivalente on ne

change pas la définition.

Si f admet b comme limite en a, alors f est bornée au voisinage de a.

Démonstration

Appliquer la définition avec e =1.

Propriété : Caractérisation séquentielle

fx) — b si et seulement si pour tout suite (a,) € AN telle que a, — a, f(a) — b.

Démonstration

Semblable au cas numérique.
o (=) :Soit (an), € AN tel que a, — a.
Soit e>0.On an>0tel que sixe Atel que x—alg<n. |f(x)-b|p<e.
OnaaussiNeN tel que sin> N, llap—alg <n. Alorssin > N, |f(an) - b| < €.
Enrésumé:Ve>0, AINeN, Vn>N, |flan)-Db|<e.
e (<) : par confraposée,

Si f(x)# b, alors on a >0 tel que pour tout >0, on a xe Atel que x—allgp<net | fx)-b|p>e.
Si pour tout ne N, on considére n= 11, on a a, € A tel que lay - al < ;11 et | flan) - b|p>e.

Alors a, — a et pourtant f(ay,) #~ b.

Limite, confinuité,
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Propriété : Unicité de la limite

Sifﬁbeffﬁb’, alors b=1'.

Démonstration

Comme a€ 4, on a une suite (ay) € AN telle que a, — a. alors flan) — b et flap) — b’ donc par unicité de la limite
des suites, b=b'. O

Si g e R4 telle que g(x) ——0etsi au voisinage de a, || f(x) - b|| < g(x) alors f(x) ——b.

Démonstration

Si ap — a, & partir d'un certain rang N, || f(ax) - b|| < glan) — 0 donc f(ax) — b donc par caractérisation séquen-
fielle, f(x) b. O

X—a

Si f) —=b, | f)]| g — Il

2 Cas ou F est de dimension finie

n
Si F est de dimension finie n, B = (ey,...,e,) Une base de F, fe FA, b= Z brer € F.

k=1
n
On note fi e KA tel que pour tout xe A, f(x) =Y fi(x)ex.
k=1
Alors f(x) — b si et seulement si pour tout ke [[1,n], fi(x) — bk
Démonstration
Toutes les normes sont équivalentes : utiliser |-l . a

3 Fonction a valeurs dans un espace produit

Si (F1,N1),...,(Fp, Np) sont des K-espaces vectoriels normeés, on munit F; x --- x F,, de la norme produit
N.

Si fe(Fyx---xFy)4, acA Pourie[l,p], onpose f;e F}tel que f:x— (fi(x),..., f(x)).

Soit b= (by,...,by) € Fy x -+ x F.

Alors f —b si et seulement si pour tout i € [1,p], fi(x) — b

Démonstration

Il suffit d'appliquer la caractérisation séquentielle et la propriété connue pour les suites. O

4 Opérations algébriques
La caractérisation séquentielle permet de prouver facilement les propriétés sur les opérations algé-
briques sur les limites.

Limite, confinuité,
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Soient f,ge FA, he KA telles que f(x) ——beF, gx) — b e€F, h(x) —ack

(i) Si AeXK, alors f+/1gE»b+Ab’.

(i) h(x)- f(x) —a b.
1

1
i) Si 0 et h ne s’annule pas sur A, alors — —— —.
(iii) Sia# P e 7

Si feF4, telle que f(A)cB, geGP, ae A beB, ceG tels que f&®) —b, g(y)—b»colors gofx) —v.
- — =

Exemples

3,.3

alx 9 el q g B

Y en 0,0). f(x,0) 7 0:s'ily aune limite, c’est 0. f(0,y) oy 0 aussi mais cela ne suffit pas!
X— X—

X
E1— f:(x,)) —
fixy) x2+y

|f(x), ] < Ixl+|y| —0.
Autfre méthode : changement de variable en polaire x = rcosf et y=rsinf avec r=/x% +y%2 — 0.
f(rcos,rsind) = r(cos® 0 +sin ) — 0.

2
E2— f:(x,))— |xx—y|

2

en (0,0). £(0,y) —0 et f(x,x+x%) — 1 donc pas de limite (par composition ou par caractérisation

séquentielle).

5 Extension a l'infini
Définition

Si Anon bornée, fe FA, beF.
On dit que f(x) b lorsque

I xllg—+o0

Ve>0, IMeR, Vxe A, lxlp>M= ||f(x)-b|,<e

Définition
SiAcR, feF4, beF.

(i) Si An'estpas majorée, on dit que f(x) b lorsque

X—+00
Ve>0, AMeR, VxeA x>M= |f(x)-b|,<e

b c'est-a-dire

b lorsque f(-x)

X——00 X—+00

(ii) Si An'est pas minorée, on dit que f(x)

Ve>0, IMeR, Yxe A, x<M=|f(x)-b|p<e¢

Définition
Soit feRA et ae A.
(i) Ondit que f(x) —— oo lorsque

VMeR, dn>0, VxeA, lx—al<n=fx)>M
(i) On dit que f(x) — lorsque —f(x) — c'est-a-dire

VMeR, d3n>0, VxeA, lx—al<n=fx)<M

Limite, confinuité,
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Remarques

R1— Reste les définitions vues en premiere année de f(x) oo lorsque E=F=R:
X—*0o0

o Pour A majorée
* f(x)

+00
X—+00

VMeR, AM eR, VxeA, x>M = f(x)> M.

* f(x) m —00 SSi —f(x) +00, ie

X—+00
VMeR, AM eR, VxeA, x>M = f(x) <M.

e Pour A minorée
* f(x) +00 SSi f(—x)

X——00 X—+00

+00, i€

VMeR, AIM eR, Vxe A x<M = f(x)> M.

* Pour A minorée : f(x) —00 S8 — f(—x) +o00, , i€

X——00 X—+o00
VMeR, AIM eR, Vxe A, x<M = f(x) <M.
R2— On définit de méme f(x)
llxll g —+00

R3— La caractérisation séquentielle de la limite est encore valable pour I'infini, avec une démonstration similaire.
R4 — On peut unifier foutes ces définitions en infroduisant une notion de voisinage de I'infini dans R : un voisinage

de +oco est une partie V telle qu'il existe M € R tel que | M, +oo[c V, un voisinage de —co est une partie V telle

qu'il existe Me R tel que ] —oo, M[c V.

Alors toutes les définitions de f(x) ¢ s'écrivent

Xx—a

vV V voisinage de b, 3W voisinage de a, f(AnW)cV

Il Relations de comparaison

Définition
Soit f,ge FA oU A partie de E, g e R4, a€ A. Si A est une partie non minorée ou non majorée de R, a
peut aussi étre +oo.

« f est dominée par ¢ au voisinage de a, et on note f =0 (¢) oU f0) =, 0 (p(x)) lorsqu’il existe un
réel M et un voisinage V de a tel que

VxeVnA |f@)|z<Mlew).

Celarevient a dire que | f|z=O(|¢]).
Lorsque ¢ ne s'annule pas au voisinage de a (sauf éventuellement en a), cela revient & dire que
1 , .
x— —— f(x) est bornée au voisinage de a.
@ (x)

« f est négligeable devant ¢ au voisinage de a, et on note f= o(¢p) ou f(x) xfao((p(x)) lorsque pour
fout £ >0, il existe un voisinage V de a tel que

VxeVnA, |fo]p<elew®).

Celarevient a dire que | f||z=o(|¢])-
Lorsque ¢ ne s'annule pas au voisinage de a (sauf éventuellement en a), cela revient a dire que

1
wf(x) —-0.

« On dit que f est équivalente & g au voisinage de a et on note f ~g lorsque f - g est négligeable
devant || f|| ou devant | g| (cela revient au méme) au voisinage de a:

F-g=o(]f]) ouo(lel)-

Limite, continuité,
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Il continuité

1 En un point, sur une partie
Soient f:AcE— F et ae A.

Définition : Continuité

f est continue en a lorsque f admet une limite (finie) en a.
f est continue sur A si ef seulement si f est continue en tout point de A.

Si f est confinue en a, la limite de f en a vaut f(a).

Démonstration

Pour tout >0, on an>0 tel que [x-all <np=||f(x) - ¢|| <& : en particulier, pour x=a, Ve>0, |f(a@)-¢|<e.

Propriété : Caractérisations séquentielles

f est continue en a si et seulement si
Y(an), € AN telle que a, — a, fla,) — f(a)

si et seulement si
Y(an), € AN telle que a, — a, (f(a,)) converge.

Démonstration

La premiére est une conséquence immédiate de la caractérisation séquentielle de la limite.
Pour la deuxieme :

e (=) :Si f est continue en a, f(x) — f@ donc la conclusion découle de la caractérisation séquentielle

de la limite.

e (<) : Si pour toute suite (a,), € AN telle que a, — a. (f(ay)) converge, soient deux telles suites (ay) et (by), et

¢ et ¢ tel que flay) — ¢ et f(bp)— .

Alors en considérant la suite (c;,) telle que ¢, = ay, si n est pair et ¢, = by, si n est impair, ¢, — a car ¢, — a et

cn+1 — a €n tant que suites extraites de (ay) et de (by).
Donc on a ¢" tel que f(cp) — ¢' et par extraction et unicité de la limite, £=¢"=/¢".

Finalement, pour toute suite (ay) telle que a, — a, (f(an)) converge vers une méme limite ¢ donc f converge

en a d'aprés la caractérisation séquentielle, donc f est continue en a.

Propriété : Opérations

« Si f est continue, x— || f(x)|| I'est aussi.
« Toute combinaison linéaire, toute composée de fonctions continues est continue.
o Sif:A—Fet h:A—IKsont continues, h- f I'est aussi. Si h ne s'annule pas, %-f I’est aussi.

Démonstration

Conséquences immédiates des propriétés de la limite.

Remarque
€ (A, F) est un K-espace vectoriel, €(A,K) est une K-algebre.

Limite, confinuité,
compacité et connexité par arcs - page 7

]

|



Lycée Carnot - Dijon HTTPS://MP1.PREPA-CARNOT.F

Exemples
E1— f:(x,y)— 2x+y 5 Si (x,) #(0,0), 0sinon, est discontinue en (0,0) malgre la continuité des applications partielles,
X5ty
mais continue ailleurs.
E2— f:(x,))— | |J-/+ 5 si (x,y) # (0,0) , 0 sinon, est disconfinue en (0,0) vu les applications partielles, mais confinue
Xl+Yy
ailleurs.

2 Continvité et topologie

L'image réciproque d’un ouvert (respectivement fermé) par une application continue est un ouvert
(respectivement un fermé) relatif de I'ensemble de départ.

Remarque

Rappel : f-V (¢B) = C(f(*l)(B)).

Démonstration

f:A—F

« Si Bfermé de F, soit (an) € fV (B) une suite convergeant vers ae A. Alors f(an) € B— f(a) par confinuité donc
f(a) € B car B est fermé, donc ae fV(B).

« Pour les ouverts, il suffit de passer au complémentaire avec le rappel.
Mais il n’est pas inintéressant de faire une preuve directe : si @ ouvert de F, on veut montrer que V@) est
un ouvert de E.
Soit ae fV(@). Alors f(a) € @ ouvert donc on a >0 tel que B(f(a),€) < O.
Par continuité, on an >0 tel que xe AnB(a,n) = f(x) € B(f(a),e) cO.
Donc AnB(a,n) c fCYB(f(a),e) c fCV @) et fD (@) est ouvert. O

Exemple

A=1{(x,y) € R? x*<y<x} estunfermé de R2.

Remarques

R1- Sif:A—Restcontfinue, aeR, {xe A, f(x)>a}etixe A, f(x)<a}sontdesouverts, {xe A, f(x)>a}, ixeA, f(x)<a}
et {xe A, f(x)=a} sont des fermés.

R2 - Ce n'est plus vrai pour les images directes. Exemples : sin(]0,47[) et Arctan(IR).

Exercice : CCINP 41

Enoncer quatre théorémes différents ou méthodes permettant de prouver qu’une partie d’'un espace vectoriel
normé est fermée et, pour chacun d’eux, donner un exemple concret d'utilisation dans r?.
Les théorémes utilisés pourront éire énoncés oralement a travers les exemples choisis.

Remarques :

1. On utilisera au moins une fois des suites.

2. On pourra utiliser au plus une fois le passage au complémentaire.

3. Ne pas utiliser le fait que R? et 'ensemble vide sont des parties ouvertes et fermées.

1. Soit E et F deux espaces vectoriels normés.
Soit f: E— F une application continue.
L'image réciproque d'un fermé de F par f est un fermé de E.
Exemple : A= {(x,y) eR?/ xy =1} est un fermé de R? car c'est I'image réciproque du fermé {1} de R par I'appli-

Limite, confinuité,
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. ) RZ  —R
cation continue f: .
(x,y) —xy

2. Soit E un espace vectoriel normé. Soit Fc E.
F est un fermé de E si et seulement si CgF est un ouvert de E.
Exemple : B={(x,y) e R?/ x*> + y* > 1} est un fermé de R? car Cgz B est un ouvert de R?.

En effet, CpaB ={(x,y) e R?/ x? + y? <1} = B,(0,1) 0U B,(0,1) désigne la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1
pour la norme euclidienne sur R2.
Puis, comme foute boule ouverte est un ouvert, on en déduit que Cgz B est un ouvert.

3. Caractérisation séquentielle des fermés :
Soit A une partie d'un espace vectoriel normé E.
A est un fermé de E si et seulement si, pour toute suite (x;,) a valeurs dans A telle que HIP Xp=x, alors xe A.
n—+00

Exemple : C={(x,y) eR?/ xy > 1} est un fermé.
En effet, soit ((xn, yn)) ,eny UNE sUite de‘ poirjts_de C qui converge vers (x, y).
VneN,x,y, =1, donc, par passage a la limite, xy > 1 donc (x,y) € C.

4. Une intersection de fermés d'un espace vectoriel normé E est un fermé de E.
Exemple : D={(x,y) eR?*/xy >1etx>0}.

On pose Dy ={(x,y) eR?/xy > 1} et Do ={(x,y) eR?/ x > 0}.
D'apreés 3., D; est un fermé.
D, est également un fermé.

R? —R
En effet, D, est I'image réciproque du fermé [0, +oo[ de R par I'application continue f: .
(%,y) —x

On en déduit que D= D;n D, estun fermé de E.

Remarque :

On peut aussi ufiliser le fait qu’un produit de compacts est un compact et qu'un ensemble compact est fermé.
Exemple : E=[0;1] x [2;5] est un fermé de R?.

En effet, comme [0;1] et [2;5] sont fermés dans R et bornés, ce sont donc des compacts de R.

On en déduit que E est un compact de RZ donc un fermé de R2.

Des applications continues coincidant sur des parties denses sont égales.

Démonstration

Conséquence des caractérisations séquentielles. O

Exercice : CCINP 35
E et F désignent deux espaces vectoriels normés.

1. Soient f une application de E dans F et a un point de E.
On considére les propositions suivantes :

P1. f est continue en a.
P2. Pour toute suite (x,),,cn d'éléments de E telle que x,

a, alors f(x,)

n—+oo n—+oo

fla.

Prouver que les propositions P1 et P2 sont équivalentes.

2. Soit A une partie dense dans E, et soient f et g deux applications continues de E dans F.
Démontrer que si, pour tout x € A, f(x) =g(x), alors f=g.

1. Prouvons que P1.—= P2..
Supposons f continue en a.
Soit (x5) en UNe suite d'éléments de E convergeant vers a. Prouvons que nngf(xn) = f(a).
Soit £ > 0.
Par continuité de f ena, 3a>0/ YxeE |x—al<a=|fx)-f@|<e. (¥
On fixe un tel a strictement positif.
Par convergence de (xp)pen VErs a, ANeN / YneN,n > N= |lx, —al < a.

Limite, confinuité,
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On fixe un N convenable.
Alors, d'aprés (*), VneN,n2 N= | f(xp) - f(a)| <e.

On peut donc conclure que ngl}rloof(xn) = f(a).
Prouvons que P2. = PI1.

Supposons P2. vraie.

Raisonnons par I'absurde en supposant que f non confinue en a.
C'est-0-dire 3¢ >0/ VYa >0, Ixe E tel que |[x—all < a et || f(x) - f(a)l| > €.
On fixe un tel ¢ strictement positif.

1 . . 1
Alors, VneN*, en prenant a = o il existe x, € E tel que ||x, —all < o etllf(xn) - f@ll>e. (¥)

Comme VneN*, [|x; —all < l, la suite (xp),en+ Qinsi construite converge vers a.
Donc, d'aprés I’hypoThése,rIlo suite (f(xn))nen+ CONvVerge vers f(a).

Donc INeN* tel que Y neN, n3 N = ||f(xn) - f@]l < g

Ainsi, on obtient une contradiction avec (*).

2. Soit xe E.
Puisque la partie A est dense dans E, il existe une suite (x,) ey d'éléments de A telle que nliT Xp = X.
—+00

Onaalors:VreN, f(xy) = g(xn).
Et en passant d la limite, sachant que f et g sont continues sur E, on obtient f(x) = g(x).

3 Uniforme continuité
Définition

Soit f: Ac E—T. On dit que f est uniformément continue sur A si
Ve>0, 3n>0, Vx,yeA,

lx=ylz<n=|f@-rol:<e

Remarque

A ne pas confondre avec f continue sur A :
VaceA, Ye>0, dn>0, VxeA,
Ix-alg<n=|fx)-fl@|p<e.

Cela impose que si x et y sont suffisamment proches, mais n’'importe ou dans I, alors f(x) et f(y) sont proches
également.

Une fonction uniformément continue sur A est continue sur A. Réciproque fausse.

Démonstration
Si
Ve>0, 3n>0, YaxeA, lx—alp<n=|f)-f@|p<e

alors
YacA, Ye>0, An>0, Vxel, x—alg<n=|f0)-f@|p<e. O

Démonstration

(=) Si f uniformément continue et x, -y, 0Oete>o0.

n—+oo

Onan>o0telqueVx,yel, |x-y|<n=|fW-fp)||<eoronaNelNtelqueVn>N, x,-yn<n dinsi
Vn>N, f(xp)-f(yn) <eetdonc f(xn) - f(yn) 0.

n—+oo

(<) Par confraposée, si  f n'est pas uniformément continue, on a ¢ > 0 tel que
Vn>0, dx,y€el, ||x—y||<17et ||f(x)—f(y)||>£.
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. 1 . 1 ..
Soit ne N et = — on a xp,yn des réels tels que |lan -yl < P et | f(xn) = fyn)|| > €. Ainsi, xp, —yn — 0 et
fxn) = flyn) #~ 0. O

Une combinaison linéaire, une composée de fonctions uniformément continue I'est encore.

Remarque

AFOUX pour un produit ou un quotient.

Exemple

x— |x| est uniformément continue sur R mais pas x — x2.

4 Fonctions lipschitziennes
Définition
f:AcE— F est dite k-lipschitzienne sur A (oU ke R% si

vayed |f@-fol<klx-yl;.

Toute fonction lipschitzienne sur Ay est uniformément continue. La réciproque est fausse.

Démonstration

Vx,yeA |f@)-fW|p<k|x-y|g Doncsin= % convient dans la définition de I'uniforme continuité. O
Exemple
x—[lxl

Définition : distance & une partie

Si A est une partie non vide de E, x € E, on appelle distance de x a A le réel
d(x, A) = infe 4 d(x, a) = infue 4 | x — all qui est bien défini.

Démonstration

{lx—al, a€ A} est une partie non vide de R (car A non vide) minorée par 0. O

est I-lipschitzienne donc uniformément continue sur E.
x — dxA

C’est en particulier le cas de x— d(x,a) oU a€ E avec A={a}.

Limite, confinuité,
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Démonstration

Déja vu dans le chapitre espaces vectoriels normés. O

Exemple
On retrouve que les boules ouverte/fermée le sont, et que les sphéeres sont fermées.

5 Applications linéaires

Remarque

Pour une application linéaire, on peut toujours déplacer un probleme en un point donné en un probleme en
0g, et la continuité revient & une lipschitziannité, et donc une uniformité continue.

Propriété : Continuité des applications linéaires

Soit ue £(E,F). Les cing propositions suivantes sont équivalentes :
(i) uest continue sur E.
(i) u est continue en 0.
(i) Il existe C e R} tel que pour tout x€ E,
lu@lr < Clixlg.
(iv) u est lipschitzienne sur E.
(v) u est uniformément continue sur E.

Démonstration
(i = ii) Immédiat.
(ii = iii) Si uest continue en 0g, en écrivant la définition avec e=1, on an >0 tel que si llxllg <n, lu@) <1 (car
uOg) = OE)-
n

Si xe E\{0g}, alors on peut trouver 1 € K tel que [[Axllg <7 : il suffit de choisir A = Xl par exemple.
E

1
Alors u(A0llp =M lu)llp <1 donc [u(llf < — =

L s
g E

Comme cette inégalité est également vérifiee en 0g, C= — convient.
n

(ii=iv) S'll existe C € RY tel que pour tout x € E, Ju@lg < Clxlg, alors pour tout xx' € E,
[u0) - ux)| g = |ux-x"| g < C|lx- x| donc u est C-lipschitzienne.

(iv=rv) Connu.
(v=1i) Connu.

Définition

On note %.(E,F) = £(E,F)né(E,F) I'ensemble des applications linéaires continues sur E.

Remarque
%.(E,F) est un sous-espace vectoriel de £(E, F).

Exemples

b
E1— ¢:f€e(€(la b],C),Nso) —»f fndre (C,|-) est continue. En effet, c’est une forme linéaire telle que pour tout f,

P(N<Bb=a)| [
Elle est aussi continue si on munit € ([a, b],C) de la norme N; de la convergence en moyenne.

E2— f€e(€(0,1],C),l-11)— f(0) € (C,|-)) est non continue avec f, telle que f,(0) =1 mais Ny (f,) = % (par exemple un

Limite, confinuité,
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triangle : fn(0) =1, fu(x)=05si x> £ et f, affine entre 0 et 2) ou alors fr:x— (1-x)").

fg Méthode : Etudier la continuité d'une application linéaire en dimension infinie

« Pour montrer qu'une application linéaire est continue, on cherche une constante C telle que pour tout x € E,
lu@ < Clxlg.

« Pour montrer qu'une application linéaire n'est pas continue, on cherche d nier la caractérisation séquen-
tielle de la continuité en 0 en trouvant une suite (x,), € EN telle que x, — 0y (ie llxulp — 0) et pourtant
u(xp) 7 0Of (ie lulxn)lip # OF.)

Remarques

R1- La continuité dépend des normes au départ et a I'arrivée, mais ne change pas en prenant des normes
équivalentes.

R2- La domination de norme est équivalente & la continuité de I'endomorphisme idg pour ces normes :
idg : (E,Ny) — (E,N») est continue ssion a C tel que Vxe E, No(idg(x)) = No(x) < CNp(x) si ef seulement si Ny
domine Ns.

Exercice : CCINP 36
Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur le corps R.

1. Démontrer que si f est une application linéaire de E dans F, alors les propriétés suivantes sont deux a deux
équivalentes :
P1. f est continue sur E.
P2. f est continue en 0.
P3. dk>o0telque: Vx€eE, | f(x0)| < klxlg.
2. Soit E l'espace vectoriel des applications continues de [0;1] dans R muni de la norme définie par :
1
I flloo = sup |f(x)] . On considére I'application ¢ de E dans R définie par ¢(f) :f f(pdt. Démontrer que ¢
0

xe[0;1]
est linéaire et continue.

1. P1 = P2 de maniére évidente.
Prouvons que P2 = P3.

Supposons f confinue en 0g.
Poure=1>0, il existe a>0tel que Vx e E, [x-0gll < a= || f(x) - fOp)| < 1.
Soit xe E

Six#0g, posons y= ﬁx. Puisque ||y| =a. ona | f(m| <1

Donc, par linéarité de f on obtient || f(x)| < é llxIl.
Si x=0g I'inégallité précédente est encore Vvérifiée.
En prenant alors k = é, on obtient le résultat voulu.
Prouvons que P3 = P1.

Supposons que 3k >0 tel que Vx e E, || f(x)|| < kllxll .
Comme f estlinéaire, V(x,y) € E2, || f) - f@)| = | fy-0| < k|ly-x].
La fonction f est alors lipschitzienne, donc continue sur E.

2. L'application ¢ est une forme linéaire par linéarité de I'intégrale et continue car :

1 1 1
vres ool =|[ road< [[1rwlars [ frjac=|sl.

Limite, confinuité,
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\Y Dimension finie
1 Coordonnées

On suppose F de dimension finie n> 1.

n
Soit A une partie non vide de E, fe FA, & = (ey,...,e,) Une base de F. On pose f = > frex
k=1
Alors f est continue sur A si et seulement si pour tout ke [1,n], fi est continue sur A.

Démonstration

Propriété analogue connue pour les limites. O

2 Applications linéaires

Théoréme

Si E est de dimension finie, alors toute application linéaire de E vers F est continue sur E.
Autrement dit, £.(E,F) = £(E,F).

Remarque
La réciproque est vraie car une domination de norme est une continuité d'application linéaire (idg).

Démonstration

Soit B =(ey,...,ep) Une base de E, ue £L(E,F), xeE.

p p
On décompose x = xje +-+- +xpep. Alors lux) g = || Y. xpulep)| < Y. |xi| | uler) | p < CN1(x) 0U C = max |uler)| ne
k=1 k=1
dépend pas de x et Ny horme sur E de dimension finie donc équivalente & |-l : on a a e R tel que Ny < allllg et
alors |ux)llr < aCllxllg donc u est bien continue. O

Exemple

SiPe9%,(K), Ae 4, (K)— PAP~! est continue car linéaire en dimension finie.
Ainsi, si A — A, alors PAP~! — pAP™L,

3 Applications polynomiales

Définition
Soit f: E— XK, ou E est de dimension finie, 8 = (ey,...,e,) une base de E. Pour x € E, on note xj,..., X,
ses coordonnées dans 4. .
f est dite monomiale s'il existe ky, ..., k, € N” tels que f:x— x}! s A
f est dite polynomiale si elle est combinaison linéaire de fonctions monomiales.

Remarque

En changeant des base, les anciennes coordonnées sont fransformées en combinaisons linéaires de nouvelles
coordonnées. Ainsi, le caractére polynomial d’une fonction ne dépend pas de la base.

Toute fonction polynomiale sur E de dimension finie est continue.

Limite, confinuité,
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Démonstration

Les formes i® coordonnées ¢; : x — x; sont linéaires donc continues, donc, par opérations, f I'est. O

Exemple

det est donc continue sur ., (IK) car polynomial en les coefficients de la matrice.

On en déduit par exemple que 4.2, (K) est ouvert en tant que image réciproque de I'ouvert K\ {0} par I'appli-
cation continue det.

4 Applications multilinéaires

Propriété : Continuité des applications bilinéaires en dimension finie

Si (E, g, (FlllF) sont des K-espaces vectoriels de dimension finie, (G, |-llg) IK-espace vectoriel, alors
toute application bilinéaire de E x F dans G est continue.

Démonstration
B:ExF— G bilinéaire, 8 = (ey,...,ep) une base de E et € = (fi,..., f;) une base de F.

p q p 4
Si(x,y) EExF, B(x,y) = B(Z X ) ygf[) =YY xpyeBlek fo).
k=1 /=1 k=1¢=1
Or (x,y) — x;. est continue car x— x; I'est et (x, y) — y, est continue car y — y, donc par opérations B est continue.

O

Propriété : Généralisation

Plus généralement, toute application multilinéaire définie sur un produit d'espaces de dimension
finie est continue.

Démonstration

Démonstration similaire. O

Exemple

Si % base de E de dimension finie, detg est une forme n-linéaire de E donc est continue.

\) Compacité

1 Suites exitraites

Définition : Suite exiraite

Soit ue EN. On appelle suite exiraite ou sous-suite de u toute suite v e EN telle qu'il existe ¢ :IN - N
strictement croissante telle que VrnelN, v, = uym.
¢ est appelée exiractrice.

Lemme

Si @ est une extractrice, alors
VnelN, ¢(n) > n.

Si u— ¢, toute suite extraite de u converge vers /.

Limite, confinuité,
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Définition : Valeur d’adhérence

On appelle valeur d’adhérence de u e EN toute limite (dans E) de suite extraite de u.

Propriété

Une suite convergente a une unique valeur d'adhérence. Réciproque fausse.

Corollaire

Si une suite a plusieurs valeurs d’adhérence, elle diverge.

Propriété

Si (upn) et (u2n4+1) convergent vers une méme limite, alors u converge vers cette limite.

Exercice
Soit uc EN, ¢ ¢ E.
1. Montrer qu'il y a équivalence entre
(i) ¢ est valeur d’adhérence de u.
(ii) Pourtout £>0, {neN,u;, € B(¢,¢)} estinfini.
(iii) Pourtout ¢ >0, pourtout pe NN, {n> p,u, € B(¢,¢)} n'est pas vide.
2. Application classique : en déduire que I'ensemble des valeurs d’adhérences de u est fermé.

1.

(ij==(ii) Si¢ est valeur d’adhérence, ¢ extractrice telle que uy () — ¢, € >0, alors APCr g,y € B(4,€).

(i)=>(iii) Soite>0,si{neN,u, € B(,¢)} est majoré et si pe N, {n > p,un € B(¢,e)} ne peut étre vide, sinon I'ensemble
{neN,uy € B(¢,¢)} serait majoré par p et inclus dans IN donc fini.

(iii)=>(i) Sipourtoute>0, pourtout peNN, {n> p une B, e} n'est pas vide, on construit une suite extraite conver-
geant vers ¢ : on pose ¢(0) € N tel que ¢(0) >0 et uy) € B (g, zlo)
Puis ¢(1) > p=¢(0) +1 tel que Up1) €B (é, le)
Et par récurrence, pour tout ne IN*, p(n) > p=¢p(n-1)+1 tel que Upn) € B ([, 2l,,)
Alors ¢ est strictement croissante et, par construction, g — ¢.

2. Soit Al'ensemble des valeurs d'adhérences de u. Montrons que °A est ouverte.

Si xe A, on a e >0 tel que {n,u, € B(x,¢)} est fini et donc aucun des élément de B(x,¢) ne peut étre valeur
d'adhérence non plus, c'est-a-dire que B(x, &) < °A, ce qui signifie bien que A est ouverte et que A est fermée.

2 Parties compactes
@ Définition

Définition : de Bolzano-Weiersir3

Une partie K de E est dite compacte (ou est un compact) lorsque toute suite d'éléments de K a au

moins une valeur d'adhérence dans K, c'est-a-dire qu’on peut en extraire une suite qui converge dans
K.

Remarques
R1 - @ est compacte.

R2 - Par théoreme de Bolzano-WeierstraB, tout segment de R est compact.

Limite, confinuité,
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Q Un compact est fermé borné

Toute partie compacte est fermée et bornée.

Démonstration

Soit K une partie compacte de E.

Soit u = (1), Une suite d’éléments de K, convergeant vers £ € E. Comme K est compacte, on peut extraire de
x une suite convergeant dans K. Par propriété des suites extraites et unicité de la limite, on a alors ¢ € K. Ainsi, K est
fermée.

K est bornée sinon, on pourrait construire une suite u e K™ telle que |ull — +oco (avec, pour tout ne N, uy, € B(0g, n),
par exemple) et dont les suites exiraites ne peuvent converger. ]

Remarques

R1— Laréciproque est fausse en général, mais on va voir qu’elle est vraie en dimension finie.
R2 - Tout compact de R est inclus dans un segment.

Exemple
Dans K[X] muni de la norme ||Pllo = sup |px| (avec des notations évidentes), X™ € S(0,1) (qui est fermée et
kelN
bornée).
Si (X™) a une valeur d'adhérence, on a Pe K[X] et ¢ extractrice telle que “X‘P(”) —P“ — 0. Alors chaque coef-
[e.e]

ficient de X tend vers le ccefficient correspondant de P, donc P = 0,x;. Mais alors 1 = HX‘/’(”)
contradictoire.

— 0 ce qui est
oo

Exercice : CCINP 13 (nouveau)

1. Rappeler, oralement, la définition, par les suites de vecteurs, d’'une partie compacte d’'un espace vectoriel
normé.

2. Démontrer qu'une partie compacte d’'un espace vectoriel normé est une partie fermée de cet espace.

3. Démontrer qu'une partie compacte d’'un espace vectoriel normé est une partie bornée de cet espace. Indi-
cation : On pourra raisonner par I'absurde.

4. On se place sur E = R[X] muni de la norme |||; définie pour tout polynéme P=ag+a; X +....+a, X" de E par :

n
1Pl =) |ail.
i=0

(a) Justifier que S(0,1) = {P e R[X]/||P|; = 1} est une partie fermée et bornée de E.

(b) Calculer |X"-Xx™|, pour m et n entiers naturels distincts. S(0,1) est-elle une partie compacte de E?
Justifier.

1. Une partie A d'un espace vectoriel normé (E, |-I) est compacte si de toute suite a valeurs dans A on peut
exiraire une sous-suite qui converge dans A.

C’est-a-dire il existe ¢ :N— N strictement croissante telle que (xy(,)) converge vers ¢ € A.
Remarque : ¢ :N— N étant strictement croissante, on a, par récurrence immédiate, Vrne N, ¢(n) > n.

2. Soit (E,]I-I) un espace vectoriel normé. Soit A une partie compacte de E.
Montrons que A est une partie fermée de E.
C’est-a-dire montrons que toute suite & valeurs dans A qui converge, converge dans A.

Soit (1) une suite a valeurs dans A telle que (uy) converge vers £. A est une partie compacte donc il existe
¢ :N — N strictement croissante telle que (xy(,)) converge vers ¢’ € A.

Or, (x5) converge vers ¢ donc (x(p(n)) converge vers ¢, en tant que sous-suite de (x,). Par unicité de la limite,
=2
Or, ¢'e Adonc € A.
3. Soit (B, 1) un espace vectoriel normé.
Rappel : Soit B une partie de E. B est bornée si et seulement siaM e R/Vx e B, || x| < M.
Soit A une partie compacte de E. Montrons que A est une partie bornée de E.

Limite, confinuité,
compacité et connexité par arcs - page 17



Lycée Carnot - Dijon HTTPS://MP1.PREPA-CARNOT.F

Raisonnons par I'absurde. Supposons que A est non bornée.
C'est-a-dire, VM eR,3x € A/|| x| > M.
Donc, VreN,3x, € Al llxpll>n (%)

(xn) est une suite a valeurs dans A et A est une partie compacte donc il existe ¢ : N — N strictement croissante
telle que (xy(n)) converge vers ¢ € A.

Donc, d'aprés (), YneN, | xpwm || > ¢(1).
OrvneN,p(n) > n.
Donc, VneN, || xpm | > n.
Donc, limy— 10 Xl = +00.
Absurde car (xy(n)) converge donc (x, ) est bornée.
4. Posons $=S(0,1).
(a) VxeS§, |lxll =1 donc S est bornée.

E — R
Soit f: o V(x,y) € B2, |llxl - llyl I< lx—yl donc f est 1-lipschitzienne.
X — X

Donc f est continue sur E.

Or, S= 1) et {1} est un fermé de R donc S est une partie fermée de E, en tant qu’image réciproque
par une application continue d'un fermé.

(b) Soit (m, n) e N2.
[l = xm]l, =2
Supposons que S soit une partie compacte.

(X™) est une partie compacte de E donc existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (X‘/’(”))
converge vers (€ S.

Alors limy,— 100 "X‘P(’” — xon+l) "1 =|¢—-¢| =0 confredit HX‘P(”) SRl Hl =2.
Donc S est non compact.

° Partie fermée d'un compact

Soit K une partie compacte de E et A une partie de K. Si A est fermée, alors A est compacte.

Remarques

R1— Laréciproque est vraie! Ainsiles partie de K fermées sont exactement les parties de K compacte.

R2 — Parle-t-on de fermé de E ou de fermés relatifs de K ¢ En fait, c’est la méme chose car le compact K est fermé.
IIn"y a donc pas d'ambiguité.

R3— En dimension finie, ce ne sera pas trés intéressant car on va montrer que les compacts en général sont
exactement les fermés bornés.

Démonstration

En effet, si Ac K est fermée, toute suite d'éléments de A donc de K a une valeur d'adhérence dans K et comme
A est fermée, cette limite de sous-suite est nécessairement dans A, donc A est compacte. a

° Produit de compacts

Si pe N*, ((Ev,lI1),...,(Ep, Il 5)) sont des K-espaces vectoriels normés et pour i € [1,p], K; compact
de E;, alors K=Kj x---x K, est un compact de E = E; x... x E, muni de la norme produit.
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Démonstration

C'est évident si p =1, on montre le résultat pour p =2 et la démonstration se généralise pour p quelconque.

Si, donc, K; et K; sont des compacts de Ey et Ex, u=((xn,¥n)) e € KN,

Comme pour le théoreme de Bolzano-WeierstraB, de (x,) € K1 compact, on extrait (x,,)) qui converge dans
K1, puis de (yy(m)) ONn extrait (y,wmy)) convergeant dans K.

Alors (”wow(n))n converge dans K x K», ce qu'il fallait démontrer.

Pour p > 2, il suffit de continuer le procédé avec chaque nouvelle composante. |

Remarque

La démonstration est intéressante, mais dans la pratique, en cas d'extractions multiples, il est [égitime de se
poser la question : peut-on faire apparaditre un produit de compact 2

Exercice : CCINP 41

3 Fonctions continues sur des compacts

Propriété : Image continue d’'un compact

Si f:K— F avec K partie compacte de E et f continue, alors f(K) est compacte.

Remarques

R1- L'image continue d'un compact est compacte, et donc en particulier fermée et bornée.

R2 - A ne pas confondre avec la propriété qui dit que I'image réciproque d’une partie relativement ouverte ou
fermée de F I'est encore dans E.

Démonstration

Soit ye F(N. On a, pour tout ne N, x, € K tel que y, = f(xn).
De (xn) € KN, on peut extraire une suite (xp(m)) cOnvergeant vers £ e K.
Alors, par continuite, yym) = f(xpm) — f(©) € f(K), ce qu'il fallait démontrer. O

Corollaire : théoréme des bornes atteintes

Toute fonction continue sur un compact de E, a valeur réelles, est bornée et atteint ses bornes.

Remarque
Tréééeés utile ! Et avec un petit golt de déja-vu...

Démonstration

f:K— TR continue et K compacte, alors f(K) est une partie compacte de R, donc fermée et bornée.

Donc f est bornée et si M = sup f, alors on a une suite (y,) € fFKN convergeant vers M par caractérisation
séquentielle du sup et comme f(K) est fermée, M€ f(K).

On montre de la méme maniére que I'inf est atteint. a

° Théoréme de Heine

Théoréme : de Heine

Toute application continue sur un compact y est uniformément continue.
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Démonstration

Comme dans le cas réel, on raisonne classiquement par I'absurde.
Soit f: K — F continue et non uniformément continue. Alors

3e>0, Vn>0, 3(x,x)ek?, |x—x|<net|fx)-fx)|>e

1 1
T xn xp € K tel que |x, — x),| < @r et |flxn) - fxp)|>e.

et k% est compacte donc on peut en extraire une suite (x(,,(,,),x(’p(n)) convergeant vers

Soit un tel e >0, avec, pour nelN, =
Mais ((xn, 1)) € (K2)™
(¢,0") e K2.

Mais xp, — x;, — 0 donc ¢ =¢' et par continuité & < ‘f(xq,(n)) —f( ]’ — 0 ce qui est contradictoire. O

/
xw(n)

4 Cas de la dimension finie

0 «

On a déjd vu que les segments de R étaient des compacts de R.
Le théoréme de Bolzano Weierstr3 permet de démontrer le résultat suivant, généralisé un peu plus loin.

Théoréme : de Bolzano-Weierstra

De toutes suite bornée d’'éléments du corps K =R ou C, on peut extraire une suite convergente.

Corollaire

Les compacts du corps K =R ou C sont exactement les parties fermées et bornées de K.

Démonstration

Soit K un compact du corps K. On a déja vu que K était fermé et borné.

Soit K une partie fermée et bornée du corps K. Soit x € KN une suite d'éléments de K. Par théoréme de Bolzano-
WeierstraB, on peut en extraire une suite convergente. Mais comme K est fermée, la limite de la sous-suite est
encore dans K qui est bien compact. O

Remarque

Les segments de R sont alors exactement les intervalles compacts de R.

Mais il existe bien d’'autre compacts qui ne sont pas des intervalles.

Par exemple, un ensemble fini est toujours compact (pourquoi ¢ — et c’est valable dans n'importe quel espace
vectoriel normé).

Cependant, tout compact de R étant fermé et borné, il est inclus dans [infK, sup K] = [min K, maxK] (le caractere
fermé assurant le fait que les bornes soient atteintes).

Ainsi, les propriétés vraies « sur tout segment de R » sont aussi les propriétés vraies « sur tout compact de R. »

Q Equivalence des normes

Théoréme

Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Lemme

Les compacts de K™ muni de |-l sont exactement les parties fermées et bornées de (K™, ||llso)-

Remarque
On généralise & tout espace vectoriel normé de dimension finie ci-apres.
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Démonstration : du lemme

On sait déja que les compacts sont fermés et bornés.

Soit A une partie fermée et bornée de (K", |lll). Pour montrer qu'elle est compacte, il suffit de I'inclure dans
un compact.

OronaM>0telque xe A= ||xlloo <M. Alors, siK=R, Ac[-M,M]" et siIK =C, Ac D(0,M)" qui, dans les deux
cas, est un produit fini de compacts donc un compact (et |I-llo est bien la norme produit de |-| n fois.) a

Démonstration : du théoréme - Non exigible

Soit N une norme sur E espace vectoriel de dimension finie munie d'une base (ey,...,e;). On va montrer que N

est équivalente a N, définie par Noo(
l

n
xje;| = max |x;| ce quisuffit & conclure par transitivité.
=il \ign

n
. q 2 a X
Or,six=)_ xje; € E\{0}, aNoo(x) < N(x) < fNoo(x) revient & avoir a < N( de norme 1, donc
i=1 Noo(x) Noo(x)

dans la sphére unité. Il se trouve qu'il n'est pas difficile de montrer que la sphére unité de K" est compacte.

) < B, avec

(K}’l, ”'"OO) - (va'l)
On infroduit alors I'application ¢ : n .
X=(x1,...,xXn) +— N(Z xiei)
i=1
L'idée est de
« montrer que ¢ est continue,
« montrer que la sphere unité S de K" est compacte pour |“lleo.
« utiliser le fait que ¢ est bornée sur S,
e conclure.
Allons-y.

1. Montrons que ¢ est lipschitzienne. Si X = (x1,...,x1), Y = (y1,...,yn) e K",

X)) —pM)| = |p X1, x) =P (V1,25 ¥n)| = ‘N(Z xiei)_N(Z yiei)
i=1 i=1

n
<N[Y (x —y,-)e,-) par inégalité triangulaire sur ||
i=1
n
<Y (x;—yi)N(e;) par inégalité triangulaire sur N
i=1
<klX-Yloo

n
ovuonaposé k=Y N(ej) X=(x1,....xn). Y =(¥1,-,¥n)-
i=1
¢ est donc k-lipschitzienne, donc continue.
2. Soit S =5(0,1) la sphére unité de K" pour |-l.. C'est une partie fermée et bornée de K", donc compacte
d'aprées un résultat vu précédemment.

3. Comme ¢ est continue sur le compact S, elle atteint un minimum a et un maximum g sur S. Remarquons
également que si xe S, x#0 et donc ¢(x) #0 et a > 0.

n
4. Soit x=)_ x;e; € E\{0}, alors ~ 1( ) (X1,...,xp) €S donc a < N( ) < B PUIS @ Neo(x) < N(x) < BNoo(x). Si x=0g,

i=1 oo (X Noo (X)

I'encadrement reste valable.
Ainsi, N est équivalente & Ny. O

e Compacts en dimension finie

Théoréme

Les compacts d’'un espace vectoriel normé de dimension finie sont exactement ses parties fermées
et bornées.

Démonstration
Soit n=dimE.
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Résultat déja vu sur K", que l'on transporte & E muni d'une base (ey,...,es) Via lisomorphisme

K" — E
n , qui est continu pour foute norme car on est en dimension finie et tel que si
(X1,.. %) — D Xje
=1

1
X=(x1,...,xp) eK" et x= f(X) € E, | Xlloo = Noo(x) : f «iransporte la norme. »
Si A est une partie fermée bormnée de E, f~1(4) est donc fermée par continuité et bornée car f transporte la
norme. Donc c’est un compact de K. Donc A = f(f~1(4)) (car f est bijective) est compacte comme image
continue d'un compact. O

Corollaire

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toute suite bornée admet au moins une valeur
d’'adhérence.

Démonstration

Une suite bornée est dans une boule fermée qui est fermée et bornée donc compacte. O

Corollaire : Théoréme de Bolzano-Weierstra

De toute suite bornée d'un espace vectoriel normé de dimension finie, on peut extraire une suite
convergente.

Corollaire : important!

Un sous-espace de dimension finie d'un espace vectoriel normé est fermé.

Remarque
Exercice classique : tout sous-espace strict d'un espace vectoriel normé est d'intérieur vide.

Démonstration

E evn, F sev de dimension finie, (u,) € FN une suite d'éléments de F, convergeant vers ¢ ¢ E.

Alors (up) est bornée dans F qui est de dimension finie, donc admet une suite extraite convergeant dans F
d'apres le théoréme de Bolzano-WeierstraB.

Par unicité de la limite, ¢ € F et F est fermé. O

Exercice : Trééééeés classique

O(n)={Me t»(R), MTM = I,,} est compact.

On est en dimension finie, il suffit de montrer que @(n) est fermée et bornée pour n'importe quelle norme.

Or 0 (n) est fermée comme image réciproque du fermé {I,} par I'application continue M — MTM (bilinéarité du
produit matriciel et linéarité de la transposition) et bornée car, avec la norme euclidienne |M|? = tr(MTM), on a
0(n) < B, Vn).

On a aussi avec une autre norme NooM = max; ; [|m,]“ <1

Remarque

Le théoreme de Riesz (HP) dit qu'un espace vectoriel normé est de dimension finie si et seulement si sa boule
unité fermée est compacte.

Exercice : Mines
Montrer que la boule unité fermée de €¢°°([0,1]) muni de la norme N, n'est pas compacte.

fn:xe[0,1]1 — x" est continue, de norme 1 et converge simplement vers §. ;. Si on pouvait en extraire une suite
uniformément convergente, la limite devrait étre continue.
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5 Svuites convergente dans un compact

Soit K un compact. Une suite d’éléments de K est convergente si et seulement si elle a une unique
valeur d'adhérence.

Démonstration

Le sens direct est vrai sans hypothese de compacité.

Pour le sens réciprogque, on raisonne par contraposée. On suppose que u e KN ne converge pas. On sait qu'elle
a au moins une valeur d'adhérence ¢ e K.

On a gy >0 tel que pour tout Ne N, il existe n > N tel que |lu, — 21l > gg.

On a donc ¢(0) > 0 tel que |upe) —£| > €0, PUis $p1) > @(0) +1 tel que [luya) - £|| > g0 et on construit ainsi par
récurrence une fonction ¢ : IN — N strictement croissante telle que pour tout ne N, |y —£| > €o.

Mais (uy(n) €tant & valeur dans le compact K, on peut en extraire une suite convergente. Sa limite, valeur
d'adhérence de u ne peut valoir ¢. O

Corollaire

En dimension finie, toute suite bornée converge si et seulement si elle a une unique valeur d’adhé-
rence.

Démonstration

Toute boule fermée est compacte. a

VI Connexité par arcs

1 Une relation d’équivalence

Définition : chemin continu

Soit Aune partie d'un espace vectoriel normé (E, |I-1). Si (a, b) € A%, on appelle chemin continu joignant
a O b dans A toute application ¢ : [0,1] — E vérifiant les trois propriétés suivantes :
o ¢ est continue
e Vre[0,1], p(HEA
e p0)=aetpl)=b

La relation % sur A% « sont joints par un chemin continu » est une relation d’'équivalence.

Démonstration

On vérifie facilement
Réflexivité : Prendre ¢ constante, qui est bien continue.
Symétrie : Si ¢ est un chemin continu joignant a & b, 1-¢ est un chemin continu joignant b a a.

¢21) si t€[0,1/2]

. est un chemin continu joignant a a c.
yt-1) Slte[l/2,1]

Transitivité : Si ¢ jointaa b et wjointbac, alors¢:t— {

O
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2 Connexité par arcs

-~ -

Définition : Composantes connexes par arcs

Soit A une partie de E. On appelle composantes connexes par arcs de A les classes d'équivalence
pour la relation 2 définie précédemment.

Remarque
La composante connexe par arc de ae A estl’'ensemble des b e A pouvant étre joints & b par un chemin continu.

Les composantes connexes par arcs de A partitionnent A.

Exemple

A={x, e R2,xy # 0} possede quatre composantes connexes par arcs.

Définition : partie connexe par arcs

On dit que A est connexe par arcs lorsqu'il y a une unique composante connexe par arcs : A elle-
méme.

Propriété : convexe — connexe par arc

Toute partie convexe de E est connexe par arcs.

Démonstration

On choisit le segment comme chemin continu. O

Définition : Partie étoilée
A est dite étoilée s'il existe un point a € A tel que pour tout point b de A, le segment [a, b] est inclus
dans A.

Remarque
Une partie convexe est étoilée par rapport & chacun de ses points.

Propriété : étoilée — connexe par arc

Toute partie étoilée de E est connexe par arcs.

Démonstration

Si A est étoilée par rapport & a, b,ce A, alors le chemin continu constitué des segments [b,al et [a,c] joint b d ¢
en restant dans A. O
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3 Cas des parties de R

Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles.

Démonstration

Les intervalles étant convexes, ils sont connexes par arcs.

Siréciproguement, AcR est connexe par arcs, on montre que A est convexe, ce qui permet de conclure.

Six,ye A,ona¢:[0,1] — A continue telle que ¢(0) = x et ¢p(1) = y. Si z € [x, y], le théoreme des valeurs intermédiaires
nous garantit I'existence de 1y € [0,1] fel que ¢(1y) = z € A. a

Remarque

Les connexes par arcs de R sont les convexes.
C'est faux en général, par exemple dans R2.

4 Image continue d’une partie connexe par arcs

Si E,F sont des espaces vectoriels normés, Ac E, f: A— F une application continue, alors f(A) est
connexe par arcs.

Remarque

Pour les ouverts et les fermés, c’est I'image réciproque par une application continue qui est ouverte ou fermée.
Pour les compacts ou les connexes par arcs, c'est I'image directe par une applicatfion confinue qui est com-
pacte ou connexe par arcs.

Démonstration

Il suffit de composer les chemins continus par f. O

Corollaire

Si f est une application continue, définie sur une partie Aconnexe par arcs, et a valeurs réelles, alors
f(A) est un infervalle.

Autrement dit, f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires : s'il existe ae Atel que ¢p(a) =a et be A
fel que ¢(b) = B, alors, pour tout y € [a, Bl, il existe ce A tel que ¢(c) =7.

Remarque

Si pour résoudre une question on a envie d'appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires, mais si on a une
application (continue) qui n'est pas définie sur un intervalle de R, on peut penser & se demander si I'application
ne serait pas, par hasard, définie sur une partie connexe par arcs d'un espace vectoriel normé.

Limite, confinuité,
compacité et connexité par arcs - page 25



	XXII Limite, continuité,  compacité et connexité par arcs
	Limite
	Limite en un point
	Cas où F est de dimension finie
	Fonction à valeurs dans un espace produit
	Opérations algébriques
	Extension à l'infini

	Relations de comparaison
	Continuité
	En un point, sur une partie
	Continuité et topologie
	Uniforme continuité
	Fonctions lipschitziennes
	Applications linéaires

	Dimension finie
	Coordonnées
	Applications linéaires
	Applications polynomiales
	Applications multilinéaires

	Compacité
	Suites extraites
	Parties compactes
	Définition
	Un compact est fermé borné
	Partie fermée d'un compact
	Produit de compacts

	Fonctions continues sur des compacts
	Théorème de Heine

	Cas de la dimension finie
	K
	Équivalence des normes
	Compacts en dimension finie

	Suites convergente dans un compact

	Connexité par arcs
	Une relation d'équivalence
	Connexité par arcs
	Cas des parties de R
	Image continue d'une partie connexe par arcs



