MP 1 Lycée Carnot - Dijon
Espaces vectoriels normes, topologie

Exercices cherchés en cours

@ CCINP 37 On note E I'espace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans R.
Onpose:V f e FE, Noo(f) = sup |f(x)| et Ni(f / |f(t)|dt.
z€[0;1]
(a) Démontrer que N, et Ni sont deux normes sur E.
(b) Démontrer qu'il existe k > 0 tel que, pour tout f de E, N1(f) < kNoo(f).
(c) Bém

2. Démontrer que les normes N; et N, ne sont pas équivalentes.

Solution de 1 : CCINP 37

1. (a) Prouvons que N, est une norme sur E.
VfeE,|f| estpositive et continue surle segment [0,1] donc f est bornée et donc N (f)
existe et est positive.
i) Soit f € E telle que N (f) = 0.
Alors, Vt € [0,1], |f(t)] =0, donc f = 0.
ii) Soit A € R. Soit f € E.

SiA=0alors Noo(Af) =0 = |A\|[Noo(f).
SiIANA0:

Vi e [0, 1] [Af(B)] = M) < [A[Noo(f)-
Donc Nuo(Af) < !AIN (). (M)

vie 0,1, 1£(8)] = M) <

SV

Al
Donc Na(f) < &' Nao(Mf).

C'est-a-dire, |A|Noo(f) < Noo(Af).  (2)

Donc, d'apres (1) et (2), Noo(Af) = [A[Noo(f)-

iii) Soit (f,g) € E2.

Vi e [0, 1L[(f +9)®)] < [f(B)] +19(t)] < Noo(f) + Noo(g)-
Donc Neo(f +9) < Noo(f) + Noo(9)-

On en déduit que N, est une norme.

Prouvons que Ny est une norme sur E.

V f € E, |f| est continue et positive sur [0, 1] donc N;(f) existe et est positive.

i) Soit f € FE telle que Ny(f) = 0.

Or | f| est continue et positive sur [0, 1], donc | f| est nulle.

C'est-a-dire f = 0.

i) Soit A € R. Soit f € E.

1 1

M) = [ IOE= P [ 170l = AN
0 0

iii) Soit (f,g) € E%
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vt € [0,1], |(f+9) ()| < |f(#)|+]|g(t)|. Donc, parlinéarité de I'intégrale, N1 (f+g) < N1(f)+N1(g).
On en déduit que N; est une norme sur E.

1 1
(b) k::1convien’rcmr,VfeE,/O |f(t)\dt</0 Noo(f)dt = Noo(f).

(c) L'application identité de E, muni de la norme N, vers E, muni de la norme Ny, est

continue car linéaire et vérifiantV f € E, N1(f) < kNoo(f)-
L'image réciproque d’'un ouvert par une application continue étant un ouvert, on en
déduit que :
un ouvert pour la norme N; est un ouvert pour la norme N.
On peut aussi raisonner de facon plus élémentaire par inclusion de boules et retour d la
définition d’un ouvert.

2. Pour f,(t) =t", on a N,(fn) = n—lk ]

Donc ces deux normes ne sont donc pas équivalentes.

_ . Noo(fn) _
et Noo(fn) = 1, donc ngr—ir-loo ML) +o0.

@ CCINP 38 On note R[X] I'espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels.

On pose V P € R[X Z\az\e’rN = max|azyouP Z‘“X avec n > deg P.
=0
(a) Démontrer que N, es’r une norme sur R X].
Dans la suite de I'exercice, on admet que N; est une norme sur R[X].
(b) Beér
(c) Démontrer que les normes Ny et N, ne sont pas équivalentes.

2. On note Ri[X] le sous-espace vectoriel de R[X] constitué par les polyndmes de degré infé-
rieur ou égal a k. On note Ny la restriction de Ny a Ri[X] et N/ la restriction de Ny, O Ri[X].

Les normes N; et N/ sont-elles équivalentes 2

Solution de 2 : CCINP 38

(a) On pose E = R[X].
Montrons que N, est une norme sur E.
Par définition, N (P) > 0.

i) Soit P = ZaiXi € E tel que Ny (P) = 0.
=0
C'est-0-dire max

0<igsn

On en déduit que P = 0.
ii) Soit P =) "4, X" € Eet AcR.

=0
Noo(AP) = max |A] |a;| = [A|Noo(P).
iii) Soit (P, Q) € E2.
On cormdere un entier n ’rel que n > max(deg P, deg Q).

Alors, P = ZaZXZeTQ Zle

=0 =0
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Ainsi, P+ Q = Z;(ai +b) X" et Noo(P + Q) = 012%\@ + by).
Or, Vi e [0,n]. |a; + bi| < |ai| + |bi] < Noo(P) + Noo(Q).
Donc, Noo(P + Q) < Noo(P) + N (Q).

On en déduit que N, est une norme.

(b) L'application identité de R [X], muni de la norme Ny, vers R [X], muni de la norme N,
est continue car linéaire et vérifiant, VP € R[X], Noo(P) < N1(P).
L'image réciproque d'un ouvert par une application continue étant un ouvert, on en
déduit qu'un ouvert pour la norme N, est un ouvert pour la norme Nj.
On peut aussi raisonner, de facon plus élémentaire, par inclusion de boules et retour a
la définition d'un ouvert.

(c) PourP, =1+X+X?2+.--+X"0onaNi(P,)=n+1et Nyo(P,) = 1.
Donc 1 — L =
e No(Py) — T°

On en déduit que les normes N; et N, ne sont pas équivalentes.
2. En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, en particulier N et N/_.

CCINP 41 Enoncer quatre théorémes différents ou méthodes permettant de prouver qu'une

partie d'un espace vectoriel normé est fermée et, pour chacun d’eux, donnerun exemple concret
d'utilisation dans R2.
Les théoremes utilisés pourront étre énoncés oralement a travers les exemples choisis.

Remarques :
1. On utilisera au moins une fois des suites.
2. On pourra utiliser au plus une fois le passage au complémentaire.
3. Ne pas utiliser le fait que R? et I'ensemble vide sont des parties ouvertes et fermées.

Solution de 3 : CCINP 41

1. Soit E et F deux espaces vectoriels normés.

Soit f : E — F une application continue.

L'image réciproque d'un fermé de F par f est un fermé de E.

Exemple: A = {(z,y) € R? / zy = 1} estun fermé de R? car c'est I'image réciproque du fermé
, L . R? —R
{1} de R par I'application continue f : (,y) — 2y
2. Soit E un espace vectoriel normé. Soit F C E.

F est un fermé de E si et seulement si CzF est un ouvert de E.

Exemple : B = {(z,y) € R? / 2? + y* > 1} est un fermé de R? car (g2 B est un ouvert de R2.

En effet, CgeB = {(z,y) € R? /2% + y? < 1} = B,(0,1) oU B,(0,1) désigne la boule ouverte de
centre 0 et de rayon 1 pour la norme euclidienne sur R2.
Puis, comme toute boule ouverte est un ouvert, on en déduit que (g2 B est un ouvert.

3. Caractérisation séquentielle des fermés :
Soit A une partie d'un espace vectoriel normé E.
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A est un fermé de F si et seulement si, pour toute suite (z,) & valeurs dans A telle que

lim z, =z, alorsx € A.
n—-+oo

Exemple : C = {(z,y) € R? / zy > 1} est un fermé.

En effet, soit (2, yn)),cny UNE suite de points de C qui converge vers (z,y).
Vn €N, z,y, > 1, donc, par passage a la limite, zy > 1 donc (z,y) € C.

4. Une intersection de fermés d'un espace vectoriel normé E est un fermé de E.
Exemple : D = {(z,y) e R* /oy > 1 etz > 0}.
Onpose Dy = {(z,y) € R? /zy > 1} et Dy = {(z,y) € R* /= > 0}.
D'apres 3., D, est un fermé.

D, est également un fermé.

2 — R

En effet, Dy estl'image réciproque du fermé [0, +oo[ de R par’application confinue f : (5.y) —z

On en déduit que D = D; N D, est un fermé de E.

Remarque :

On peut aussi utiliser le fait qu'un produit de compacts est un compact et qu'un ensemble com-
pact est fermé.

Exemple : E = [0; 1] x [2;5] est un fermé de R2.
En effet, comme [0; 1] et [2;5] sont fermés dans R et bornés, ce sont donc des compacts de R.
On en déduit que E est un compact de R? donc un fermé de R2.

@ CCINP 34 Soit A une partie non vide d'un R-espace vectoriel normé E.

1. Rappeler la définition d’'un point adhérent a A, en termes de voisinages ou de boules.
2. Démontrer que : z € A <= 3(z,)nen telle que, Vn € N, z,, € A et z,, — .

3. Démontrer que, si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A est un sous-espace vectoriel
de FE.

4. Démontrer que si A est convexe alors A est convexe.

Solution de 4 : CCINP 34

1. Soit A une partie non vide de E.
V(a) désigne I'ensemble des voisinages de a.
Vr >0, Bo(a,r) désigne la boule ouverte de centre a et de rayon r.
Soita € A.

a€A = VVeV),VNA+a.
QOu encore :
a€A < Vr>0, Bola,r)NA# 2.

2. Soit z € A.
Prouvons que 3(z, )qen telle que, Vn e N, z, € A et Erf Tp = .
Par hypothese, Vr > 0, By(a,r) N A # @.
1
Donc Vn € N*, By(xz, H) NA+#a.

N 1
C’est-a-dire Vn € N*, 3z, € By(z, —) N A.
n
On fixe alors, pour tout entier naturel n non nul, un tel z,,.
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. . s 1
Ainsi, la suite (x,)nen+ €St une suite a valeurs dans A et Vn € N*, ||z, — z|| < —.
n

C'est-a-dire la suite (x,),en CONvVeErge vers x.
Soit x € E. On suppose que I(xy,)nen telle que Vn e N, 2, € Aet lim x, = z.

n—+400

Prouvons que z € A.
Soit Ve V(x). Alors, 3e > 0 tel que By(x,e) C V.
On fixe un tel e strictement positif.

lim z, =cxdonc3IN eNtelquevVne N, n> N = ||z, —z|| <e.
n—-+00

On fixe un tel entier N.

Donc, comme (z,,) est a valeurs dans A, on en déduitque Vn € N, n > N = x,, € By(z,¢)NA.
Or By(z,e) cV,doncVneN,n> N = x, € VNA, c'est-a-dire VNA# 2.

On peut en conclure que z € A.

3. ACEetOgpc AcarOgpc Aet AcC A.
Soit (z,y) € (/I)2 et A e K.
D’apres 1., Il existe deux suites (x,,) et (y,) d’éléments de A convergeant respectivement vers
x ety.
Onaalors lim (x, + Ayn) =z + Ay.
n—-+00
Or A est un sous-espace vectoriel de E et Vn € N, (z,,y,) € A? , donc z, + Ay, € A.
On en déduit que la suite (z;,, + A\yn)nen €5t O valeurs dans A et converge vers z + \y.
On a bien = + \y € A.
4. On suppose que A partie non vide et convexe de E. Prouvons que A est convexe.
Soit (z,y) € (4)°. Soit t € [0,1].
Prouvons que z =tz + (1 — t)y € A.
r € A, donc il existe une suite (z,,) & valeurs dans A telle que ETOO Ty = X.

n

y € A, donc il existe une suite (y,,) & valeurs dans A telle que lirf Yn = Y.
n——+0oo

On pose Vn € N, z, = tx, + (1 — t)yn.
vneN, z, € A, y, € Aet Aest convexe, donc z, € A. De plus lirf Zn = 2.
—+o0

n

Donc z est limite d'une suite & valeurs dans A4, c'est-a-dire z € A.

@ CCINP 44 Soit E un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties non vides de E.

1. (a) Rappeler la caractérisation de I'adhérence d'un ensemble a I'aide des suites.
(b) Montrerque : Ac B=— A C B.

2. Montrerque : AUB = AU B.
Remarque : une réponse sans utiliser les suites est aussi acceptée.

3. (a) Montrerque: ANB C AN B.

(b) Montrer, a I'aide d'un exemple, que I'autre inclusion n'est pas forcément vérifiee (on
pourra prendre E = R).

Solution de 5 : CCINP 44
Soit E un espace vectoriel normé. On note A et B deux parties non vides de E.

1. (a) = € Asietseulement siil existe une suite a valeurs dans A qui converge vers x.

(b) Onsuppose A C B. Prouvons que A C B.
Soit z € A.
I existe une suite (u,)nen telle que Vn e N, u,, € A et lim wu, = z.

n—-4o0o
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OrAc B,donc,VvneN,u, €e Bet lim u,=x.

L n——+oo
Donc z € B.

2. D'apres la question précédente,
ACAUB,donc Ac AUB.
BCc AUuB,donc Bc AUB.
Donc AUB Cc AUB.
Prouvons que AUB C AU B.
Soitz € AU B.

I existe une suite (uy,)nen telle que, Vn € N, u,, € AU B et lirf Uy = T.
n—-+0oo

On considere les ensembles Ay = {n € Ntels que u,, € A} et A, = {n € Ntels que u, € B}.
CommevVn e N, u,, € AU B, A; ou A, est de cardinal infini.
On peut donc extraire de (uy)nen UNE SOUS-SUItE (uy () )nen A Valeurs dans A ou une sous-suite

(Up(n))Jnen O valeurs dans B telle que ngrfoo Ugp(n) = T-

Donc z € AU B.
Remarque :On peut aussi prouver que AU B ¢ A U B sans Ufiliser les suites :

A et B sont fermés, donc AU B est un fermé contenant Au B. Or AU B est le plus petit fermé
contenant AU B, donc AUB Cc AU B.
3. (a) D'apresla question 1.,
ANBC A donc ANB C A.
ANBcC B,doncANBCB.
Donc ANB C AN B.
Autre méthode :

Comme Ac AetBc BalorsANBcC AN B.

Comme ANB est un fermé contenant ANB, alors par minimalité de AN B,ona AN B C ANB.
(b) A=]0,1[ et B =]1,2].

ANB=getANnB = {1}.

@ CCINP 45 Les questions 1. et 2. sont indépendantes.

Soit E un R-espace vectoriel normé. Soit A une partie non vide de E.
On note A I'adhérence de A.

1. (a) Donner la caractérisation séquentielle de A.
(b) Prouver que, si A est convexe, alors A est convexe.
2. Onpose :Vx € E, da(z) = in£l |l — all.
ac

(a) Soit x € E. Prouver que d(z) =0 = z € A.

(b) Onsuppose que A estfermée et que :V(z,y) € E2,Vt € [0,1], da(tz+(1—t)y) < tda(z)+(1—t)da(y).
Prouver que A est convexe.

Solution de 6 : CCINP 45

1. (a) Soit A une partie d'un ensemble E.
r € A <= il existe une suite (z,),en O valeurs dans A telle que lim z, = z.

n—-+o0o
(b) Onsuppose que A est une partie non vide et convexe de E. Prouvons que A est convexe.
Soit (z,y) € (4)°. Soit t € [0,1].
Prouvons que z =tz + (1 — t)y € A.
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r € Adonc, il existe une suite (z,,),en O valeurs dans A telle que lirf Ty = T.
n—-+0oo

y € A donc, il existe une suite (y,).en G Valeurs dans A telle que hT Yn = Y.
n—-+0oo

Onpose :Vn € N, z, = tx, + (1 — t)yn.
vneN, z, € Ay, € Aet Aest convexe, donc z, € A. De plus lirf Zn = Z.
n—-—+0oo

Donc z est limite d'une suite A valeurs dans A, c'est-a-dire z € A.

2. (a) Soit A une partie non vide de E. Soit z € E tel que d4(x) = 0.
Par définition de la borne inférieure, nous avons : Ve > 0, 3a € A tel que ||z — al| < e.

1 . .
Donc, Vn € N*, pour e = —, il existe a,, € A tel que ||z — a,|| < L.

n —
Alors la suite (a, )nen+ @insi construite est a valeurs dans A et converge vers z, donc x € A.

(b) Onsuppose que A estfermée et que, V(xz,y) € E2,Vt € [0,1], da(tz+(1—t)y) < tda(z)+(1—t)da(y).
Soit (x,y) € (4)% Soit t € [0,1].
Prouvons que z =tz + (1 — t)y € A.
Par hypotheése, on a d4(z) < tda(z) + (1 —t)da(y). (1)
Orxe Aetye A doncda(z) = da(y) =0 et donc, d'apres (1), da(z) = 0.
Alors, d'apres 2.(a), z € A. Or A est fermée, donc A = A et donc z € A.

Normes

K désigne R ou C.

Soitn € N ef (ag, a1, ..,a,) € K" tels que ag, ay,. .. ,a, sont deux a deux distincts.
Pour fout P € K, [X], on pose ||P|| = Jhax |P(ag)].

Monftrer qu’il s’agit d'une norme sur K, [ X].

Soit n € IN*. Pour toute matrice A € M, (R), on pose ||A| = [nax Z la; j|. Montrer que cela

définit une norme sur M, (R).

@ Soit I'espace vectoriel E = {f € C*([0,1], R =0}.

Pour foute fonction f € E, on pose | f||,, = sup \f(x)\ et|fll= sup |f'(z)|.
z€[0,1] z€[0,1]

1. Démontrer que ||-|| est une norme sur E.
2. Montrer que pour toute fonction f € E, |||l < || f]|-
3. Démontrer que les normes ||-|| et |||, he sont pas équivalentes.

m Montrer que tout parallélogramme non aplati centré a I'origine est la boule unité d’'une

norme sur R2.

@ Soit N définie sur R? par N(z,y) = sup |z + ty|.
t€[0,1]

Montrer qu'il s'agit d'une norme et dessiner sa boule unité.
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@ Montrer que la propriété d'inégalité triangulaire d’'une norme peut étre remplacée par la

convexité de la boule unité ('ensemble des = € E tels que N(z) < 1 est un convexe de E).
Indication : s'intéresser au segment d’extrémités les vecteurs unitaires associés a x et .

@ Soit E = C([0,1], R) et ¢ € E une fonction telle que pour tout z €]0,1], ¢(x) > 0. Pour toute

fonction f € E, on pose N(f) = /01 o(t) | f(t)] dt.

1. Démontrer que N est une norme sur E.
2. Démontrer que N est dominée par N.
3. Démontrer que les normes N4, et N ne sont pas équivalentes.

m Montrer que toute norme est 1-lipschitzienne.

@ Les inégalités de Holder et de Minkowski dans K"

. 1 1 .
Soit n € IN*, p, ¢ €]1,4+o00| tels que — + — = 1. Soient (z1,...,z,) € K" et (y1,...,yn) € K". On note
P q

n 1/p n 1/q
= (Z\xk\p> et f= (Z |yk|q> :
k=1 k=1

. 1 1
1. Montrerquesia,be Rtelsquea>0etb>0,ab< —aP + —b1.

p q
n n 1/p n 1/q
2. On veut en déduire I'inégalité de Holder sur K™ ) ~ [axyk| < (Z |xk|1’> (Z |ka> .
k=1 k=1 k=1

Commencer par la démontrer en supposant |[z||, =

n
> lzl" = 1etyl, =
k=1

puis, dans le cas geénéral, en normalisant les vecteurs (c'est-a-dire en les divisant par ||z||,
ef ||yl respectivement (Attention : on ne sait pas encore que ce sont des normes) lorsque
c’est possible.)

Quelle inégalité classique retrouve-t-on en particulier 2

n n n
3. Enremarquant que Y _ lzy + yel” < lwkl [ok + ukl '+ lukl 2k + yilP~ en déduire I'inéga-

k=1 k=1 k=1
n 1/p n 1/p n 1/p
lité de Minkowski (Z £ +yk\p> < (Z |xk|p> + (Z |yk|p) .
k=1 k=1 k=1
4. Montrer que [z, = ¢/ > |ax[” définit une norme sur R".
k=1

5. Calculer la limite de ||z||,, lorsque p — +oc.

Remarque : On peut faire le méme travail et obtenir des résultats similaires avec des intégrales de
fonctions confinues sur un segment |a, b].

Solution de 15 : Les inégalités de Holder et de Minkowski dans K"
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A B N

. Concavité de 1n.

Y|

g

Utiliser deux fois la question précédente dans I'indication.

|z |

Appliquer la premiere question a — et et sommer, puis remplacer a et 3.
«

Seule I'T est difficile mais c’est la question précédente.

2o < llzll, < n'/P (|l

Retrouver le cas d'égalité dans I'inégalité triangulaire d'une norme euclidienne (inégalité

de Minkowski). En déduire que |||, sur R" n’est pas euclidienne.

Topologie

(E, |||l) désigne un K-espace vectoriel norme.

Vrai ou faux|

1.

N o~

Un voisinage d’un point est foujours borné.

Une partie qui n'est pas ouverte est fermée.

Une intersection d'ouverts est ouverte.

L'adhérence d'une partie est toujours fermée.

Siun fermé contient une partie, il contient son adhérence.

Siune partie A est fermée, toute suite d’élément de A converge dans A.

Un point n’est pas intérieur O A si et seulement s'il est adhérent au complémentaire de A.

Ouverts, fermés

18]

7 est-elle une partie ouverte de R 2 une partie fermée de R 2

Soit F un espace vectoriel normé, F, G deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires,

p, q les projections associées a la somme directe F & G et A une partie de E.
Monftrer que si A est ouverte, p(A) est un ouvert (relatif) de F et ¢(A) est un ouvert de G.
En est-il de méme pour une partie fermée ¢

1.

2.

Soit P = X3 +aX? 4+ bX + c un polyndme réel. Vérifier que les racines ¢ de P satisfont

€] < max{1, |a] + [b] + |c]}.

On note 2 I'ensemble des (a, b, c) € R? tels que le polynéme P = X3 +aX?+bX + c soit scindé
sur R.

Montrer que 2 est une partie fermée de R3
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Solutionde 19 :
(a) Si € est racine de P alors

& = —ag? —be —c

Cas : [¢] < 1. L'inégalité voulue est vérifiée. Cas : |¢] > 1. On vérifie 1 < €2 et €] < |¢]2. On @
alors

€7 = |a&® + b¢ + ¢|

NN

lallg[*[bllg] + Ic]
lal[€[ + [blIE[* + lell&]*.

En simplifiant par |£]2,

[l < lal + [ + |e|

et I'inégalité voulue est d nouveau vérifiée.

(B) Soit (an, by, cn), ey UNE suite convergente d'éléments de 2 et notons (a, b, ¢) sa limite. Pour
tout n € N, notons z,,, y, et z, les trois racines réelles du polynéme P, = X3 + a4, X? + b, X + ¢, que
I'on sait scindé sur R.

La suite (an, bn, cn), ey €5t DOMée car convergente et la suite (2, Yn, 2n),cy I'€St dONC aussi en
vertu du résultat de la premiere question. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut en
extraire une suite convergente ($¢(k)’y¢(k)72¢(k))keN' Notons (z,y, z) la limite de celle-ci. Par les
relations coefficients/racines d'un polynéme scindé, on sait

ap = _($n+yn+zn)
bn = TpYn + Ynzn + 2nTn
Cn = —TnplYnin

pour tout n € N.
Cela vaut en particulier pour n = p(k) et en faisant alors tendre k vers I'infini, il vient

a=—(z+y+2)
b=xy+yz+zz
c=—xyz

Par ce systéme, on peut affirmer que lesréels x, y et z sontles trois racines du polyndme X3 +a X% +bX +c
qui est donc scindé sur R. Ainsi, (a, b, c) € 2 et 2 est donc une partie fermée car contient les limites

de ses suites convergentes.

m Dans E = R[X], on considere les normes N1 (P) = sup |P(t)| et No(P) = sup |P(t)].
te[0;1] te[1;2]

L'ensemble Q = {P € E | P(0) # 0} est-il ouvert pour la norme N; ¢ pour la norme N ¢

"goUSISIDM SP Bwaloay) N Jasuad punod uQO

Solution de 20 :
Posons ¢ : E — R I'application définie par ¢(P) = P(0).
Le cas de N se traite facilement avec les résultats sur les fonctions continues : I'application ¢ est
linéaire et puisque |p(P)| < N1(P), cette application est continue. On en déduit que Q2 = ¢! (R*)
est un ouvert relatif & E c'est-a-dire un ouvert de E pour la norme V.
Mais nous n'avons pas encore vu ces résultats. On peut montrer directement que Q est ouvert
pour N; directement :si P € Q, on vérifie que By, (P,|P(0)|) C Q car si Q appartient a cette boule,

[P(0) - Q(0)] < [P(0)] donc [Q(0)] > 0.
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Ou alors on montre que 2 = {P € E, P(0) = 0} est fermé car si (P,), est une suite d'éléments
de E convergeant vers Q au sens de N; (donc uniformément sur [0, 1]), pour tfout n € IN, P,(0) = 0
donc Q(0) = 0 (la convergence uniforme implique la convergence simple) soit @ € €.

Pour la norme Ny, montrons que la partie Q n'est pas ouverte en observant qu’elle n'est pas
voisinage de son point P = 1. Pour cela considérons la fonction continue f : [0;2] — R felle que
f(z)=xsiz €[0,1] et 1 sinon.

Par le théoreme d’approximation de Weierstrass, il existe une suite (P,,) de polyndmes vérifiant

sup |Pn(t) — f(t)] — 0
s 1Pa0) = 0] 2

et en particulier
P,(0) — 0 et Ny(P,—P) — 0.
n——+o0o n—-+00

Considéerons alors la suite de polynémes (Q,,) avec

Pour toutn € N,Q,(0) =0donc @, ¢ Q et

No (Qn) < N2 (P, — P)+ |P,(0)] — 0

n—-4o00
donc
Ny
P.
Qn n—-+o0o
Puisque la partie Q n'est pas voisinage de chacun de ses points, elle n’est pas ouverte pour la
norme No.

@ On munit le R-espace vectoriel Z(N, R) des suites réelles bornées de la norme
[ulloo = sup fuy| .
neN

Déterminer si les sous-ensembles suivants sont fermés ou non :

A = {suites croissantes}

B = {suites convergeant vers 0}

C = {suites convergentes}

D = {suites admettant 0 pour valeur d’adhérence}

E = {suites périodiques}

F = {suites terme général d'une série absolument convergente}.

Solution de 21 :
A est fermé carsiu? = (uh) est une suite d'éléments de A convergeant vers une suite u = (u,,) pour
la norme || - ||« alors pour tout n € N et tout p € N,uf, < ul ; quidonne & lalimite u, < u,41 ef donc
u € A.
B est fermé carsi u? = (ul,) est une suite d’éléments de B convergeant vers une suite u = (uy,)
pourla norme |- ||« alors pour fout e > 0l existe p € N tel que ||u — u?|| < /2 et puisque uf, Nl 0,

il existe N € N tel que

Vn = N, jub| <e/2

et donc
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Ainsiu — 0 et donc u € B.

C est fermé. En effet, si u? = (u},) est une suite d’éléments de C convergeant vers une suite
u = (uy,) pour la norme || - || alors en notant ¢7 la limite de w?, la suite (¢P) est une suite de Cauchy
puisque [P — (1] < ||uP — ul|| . Posons ¢ la limite de la suite (¢°) et considérons v? = u? — (P - vP € B
et —u—-¢doncu—{le BetueC.

D est fermé car si u? = (u},) est une suite d'éléments de D convergeant vers une suite u = (uy,)
pour la norme || - || alors pour tout e > 0 il existe p € N fel que |lu — ||, < /2 ef puisque O est
valeur d'adhérence de w?, il existe une infinité de n tels que |uh| < /2 et donc tels que

Jun| < fun —up| +|up| < e

Ainsi 0 est valeur d'adhérence de uw et donc u € D.
E n'est pas fermé. Notons 67, la suite déterminée par 6, = 1sip | n et 0 sinon. La suite 67 est
périodique et toute combinaison linéaire de suites §? I'est encore. Posons alors

uf = oF
k=1

qui est élément de E. La suite u? converge car

+
pTq 1

1
lu ™ =P < D0 Gr< g 20
k=p+1

et la limite « de cette suite n’est pas périodique car

:hmE k:
p—>+00

et que u, < 1 pour tout n puisque pour que u,, = 1 il faut k | n pour tout k£ € N.
Soit (u™) la suite définie par

1
VR

La suite (u™) est une suite d’éléments de F et une étude en norme || - ||« permet d’établir que
u™ — u™ avec uy’ La suite u™ n'étant pas élément de F, la partie F n'est pas fermée.

Vn € N*,Vp € N, u,

p+1

@ On note R I'ensemble des suites réelles nulles & partir d’un certain rang.

1. Montrer que R est un sous-espace vectoriel de I'espace %(N,R) des suites réelles bornées.

2. B(N,R) étant normé par || - ||« Le sous-espace vectoriel RN est-il une partie ouverte 2 une
partie fermée 2

Solution de 22 :
(a) Les eléments de R sont bornés donc RN ¢ #(N,R). L’appartenance de I'élément nul et la
stabilité par combinaison linéaire sont immédiates.
(b) Si RN est ouvert alors puisque 0 € RM il existe o > 0 tel que By (0,a) ¢ RM. Or la suite
constante égale a a/2 appartient & B, (0, «) et n'est pas nulle a partir d'un certain rang donc
Boo(0,0) RN et donc RM n’est pas ouverT

(c) Pour N € N, posons u¥ définie par uY n—H sin < N etu!Y =0sinon.
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(uN) € RN et u™ — u avec u donné par u, = ;1. En effet,

1

— — 0.
N +2

[ =l =

Mais u ¢ RM donc RM n’est pas fermé

Adhérence, intérieur
@ Montrer que “A = “A et A = <A’

Si A est une partie non vide majorée de R, montrer que sup A est I'unique majorant de A

adhérent a A.

@ Si A et B sont deux parties de E, montrerque AUB=AUB, ANBC ANB, AnNB=ANB,

AUB c AU B et donner des contre-exemples pour les inclusions réciproques.

m Déterminer l'intérieur et I'adhérence de Q.
Soit F sous-espace vectoriel normé de E. Montrer que soit F = E soit F = @.

Soit A une partie de E. Comparer par inclusion les parties 4, 4, A, Z E, ZZ Peut-on créer

d’autres combinaison 2
Calculer tous ces ensembles pour A = 0U [1,2[U]2,3] U (Q N [4, 5]).

m Frontiere

1. Comparer Fr A et FreA.
2. Monftrer que Fr AU B C Fr AU Fr B. L'inclusion réciproque est-elle vraie 2
3. Montrer que Fr A C Fr A et Fr A C Fr A. Ces inclusions sont-elles des égalités 2

Densité

1. Monfrer que {zﬁn ;nelNetke [[0,2”]]} est dense dans [0, 1].

2. Une fonction est dite mid-convexe sur un intervalle I si pour tout (z,y) € I?,

7 (25Y) < U@ + 1),

Monftrer que, si f est continue, f est convexe si et seulement si elle est mid-convexe.
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(On pourra commencer par montrer que I'ensemble
Alw,y) = {te 01| [tz + (1= 1y) <tf@) + (1 -DfW)
. k
contient tous les Q—n...)

Solution de 30 :
Indication :
Montrer I'indication par récurrence puis utiliser un argument de densité.
Corrigé :
IIn"y a qu'un sens intéressant.
Méthode 1 On voit assez facilement que si on itére I'application de

1

£ (5 +9) <5 0@ + 1)

on obtient par exemple :

1((Glerns)) <

<

(r(Ge+n) +1w)
(3 U@ +F0) + 1)

N = N =

ce qui se résume Q

(3o 2) < @+ 2w

d'ou l'idée de démontrer, par récurrence sur n :

k k

Vn > 0Vk e [0,2"] V(z,y) € I> f (2”@« +(1— 2n)y) < %f(x) + (1= 5-)f(y)

La récurrence n’est pas difficile a etablir : il suffit de dire que, si k et £’ sont dans [0,2"], on a

1 ((Fra-gon)+ (v a-gm))) <5 (r (o r 0o ) 41 (o v 0o o)

on simplifie, on utilise la propriété a I'étape n, on en déduit la propriété a I'étape n + 1.
Pour conclure, on utilise alors la continuité de f et la densité de I'ensemble {2—”  0< k< 2"}

dans [0,1] (qui se démontfre comme dans I'exercice de topologie sur les sous-groupes additifs de
R).

Méthode 2 (Beaucoup plus graphique, mais demande des notions de topologie). On raisonne
par |'absurde, en supposant que f ne soit pas convexe. On fixe alors xz < y dans I et ¢y €]0, 1] tels
que

[ (toxr + (1 —to)y) > tof(z) + (1 —t0) f(y)
Par continuité de f,

A={uel0,to]; flur+ (1 -u)y)=uf(z)+ (1 —-u)fy)

est un fermé relaftif de [0, ¢y (image réciproque d’'un fermé par une application continue), donc
un fermé (un fermé relatif A d'un fermé F est I'intersection avec ce fermé F d'un fermé G, donc
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est fermé). Non vide car il contient 0. Il a donc un plus grand élément (il est non vide majoré, il a
donc une borne supérieure, qu'il contient car il est fermé). On appelle t; cet élément, et on note
x1 = tiz+(1—1t1)y (évidemment, on ne fait que décrire ce qu’on voit sur un dessin : z; est I'abscisse
du dernier point avant toz + (1 — t9)y en lequel la corde [(z, f(z)), (v, f(y))] rencontre la courbe).
De méme,
B={uelto,1]; f(ur+ (1 —-wy) =uf(x)+ (1 —u)f(y)

a un plus petit élément ¢, et on note xg = tox + (1 — t2)y (z2 est I'abscisse du premier point apres
tox + (1 — to)y en lequel la corde [(z, f(x)), (y, f(y))] rencontre la courbe).
Sur Jt1, to], I'application continue

w fluz 4+ (1 -w)y) —uf(z) = (1 —u)f(y)

ne s'annule pas et est continue, donc garde un signe constant strict d’aprés le théoreme des
valeurs infermédiaires, donc est strictement positif (¢’ est son signe en ty). En particulier en (t;+t2)/2,
ce qui donne finalement

F(EE2) > S () + f2)

@ Montrer que GL,(K) est dense dans M,,(K).

Solution de 31 :
Déja vu : perturber les coefficient diagonaux de J, dans I'écriture A = PJ,.Q ou bien remarquer
que pour k suffisamment grand, A — %In estinversible.

@ Montrer que les sous-groupes additifs de R dont soit denses, soit discrets (de la forme aZ

pour a € R.) Applications :
a
bik’
2. Soient a,b € R*. On note aZ + bZ = {ap+ bq | p,q € Z}.

Montrer que aZ + bZ est dense dans R si et seulement si % ¢ Q.

1. Soit b un enfier au moins €gal a 2. Monfrer que { (a,k) € Z x ]N} est dense dans R.

3. Montrer qu’entre = et 7 + 1072, il y a un réel de la forme p + ¢v/2 oU p, q € Z.

Solution de 32 :
Déjd vu : infroduire a =€ G N R} lorsqu'il existe et séparer les cas oU a = 0 (dense, semblable &
la densité de Q) ou o > 0 (discret, avec une presque division euclidienne, semblable aux sous-
groupes de (Z,+) ou aux idéaux de (K[X], +)).
Applications :

1. Densité de {% |a € Z, k € N} :
Soit b un enfier au moins égal a 2. On note G = {l% la€eZ, ke ]N}. On a bien sir G # o et
G # {0}.
De plus, si z et y sont des éléments de G, on aa,a’ € Z et k, k' e Ntelsque z = ety = b%’,

!
ab® —a/bk
pk+k!

Mais alors o — y = avec ab? —d'bF e Zetk+k €N, doncz—yeq.

De plus, comme 0 minore G NR*% et &2 ——— 0 (carb > 1) avec pour tout k € N, 4 € G,
+ b k——+o0 b

a=inf (GNRY) =0,
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C’est donc que [{bi la€Z, ke ]N} est dense dans ]R]

Remarque : cette densité se retrouve directement en remarquant que la suite de terme
Lbbnxj élément de G converge vers x € R quelconque.
2. CNS pour que aZ + bZ est dense dans R :

Soit G = aZ + vZ. On vérifie sans mal que G n'est ni vide, niréduit a 0 et que la différence de
deux éléments de G est encore dans G.

Remarquons que dire que

général x,, =

« aZ + bZ est dense dans R si et seulement si % ¢Q»

c'est dire que
«aZ + bZ est n'est pas dense dans R si et seulement si % €qQ.»

e SiG = aZ + bZ n'est pas dense dans R, alors, d'apres ce qui précede, G = aZ avec
a > 0.

Donc, comme a € G et b € G, on a deux entiers k et k' (non nuls car a et b sont non nuls)
tels que a = ak et b = ak’.

a k'
Alors — = — .
p ok <@
e Réciproguement, si % € Q, soient n et m deux entiers tels que % = %

Pour tout x € G = aZ + bZ, on A p, q € Z tels que = = ap + bq. Mais alors

b b
x:bﬁp—i—bq: —(np+mq) € —Z.
m m m

. b .
Ainsi, G = aZ + bZ C %Z. Mais alors G n'est pas dense dans R car on ne peut pas, par
b

L b
exemple, frouver d'élement de G entre 3 et —.
m m

Do b
(On peut aussi voir que inf (GNRY) > >0

(Remarque : le théoréme de Bézout permet de dire que si la fraction " estiréductible,
m

a7 + V7, = %Z (=2z),)

Conclusion : [aZ + bZ est dense dans R si et seulement si % ¢ Q]

3. Avutre application :

N . . 2
D'apres la question précédente, comme \( =2 ¢ Q, Z + /2Z est dense dans R.

[Donc entre 7 et 7+ 1072, il y a un réel de la forme p + ¢v2 oU p,q € Z)

@ Montrer qu'un hyperplan d'un espace vectoriel normé est soit fermé, soit dense.

Espaces vectoriels normés, topologie - page 16



Solution de 33 :

Supposons H hyperplan non fermé. On a alors une suite (z,,), € HN telle que =, — = ¢ H. Mais
comme H estun hyperplan, H Kz = E.

Soitye E.lls'écrity=h+ A xavec he H et A € K.

Mais alors (h+ Az,,), st une suite d’éléments de H qui converge vers y donc H est dense dans
E.

Remarque : en dimension finie, tout sous-espace vectoriel est fermé comme noyau d'une
forme linéaire, qui est automatiquement continue.
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