MP 1 Lycée Carnot - Dijon
Probabilites

Exercices vus en cours

@ Le probléme des clés Au lycée Carnot, il y a beaucoup de serrures différentes, on vous a

prété un trousseau de n clefs pour ouvrir une porte, et vous avez oublié de demander laquelle
était la bonne.

De plus, elles se ressemblent suffisamment pour qu'il soit impossible de deviner a vue laquelle
est la plus plausible.

Vous les essayez donc I'une aprés I'autre.

Quelle est la probabilité pour que ce soif la ke clé testée qui vous ouvre la porte (1 <k < n)?

Solution de 1 : Le probléme des clés
Soit A; I'événement «la clé n°j est la bonne ».
L'événement auquel on s'intéresse est alors Ay N Ao N --- N Ap_1 N Ag.

D'apres la formule des probabilités composées, sa probabilité est (en modélisant chaque si-
tuation par une probabilité uniforme)

__ - — N 1 1 1 1 1
P(Al)IP(AQ‘Al)IP(Ak‘AlﬂﬂAkfl): (1_77,) <l_n—1><1_n—k+2>n—/€+1 :E

Logique ou hon 2

@ Dans une urne se trouvent n — 1 boules blanches, 1 boule rouge. On tire, sans remise, boule

apres boule. Quelle est la probabilité pour que la boule rouge sorte de I'urne au ke tirage @

@ CCINP 101 Dans une zone désertique, un animal erre entre trois points d'eau A, B et C.

A l'instant t = 0, il se tfrouve au point A.

Quand il a épuisé I'eau du point ou il se frouve, il part avec équiprobabilité rejoindre I'un des
deux autres points d'eau.

L'eau du point qu'il vient de quitter se régénéere alors. Soit n € N.

On note 4, I'événement «'animal est en A aprés son nieme trajety.
On note B, I'événement «I’animal est en B apres son n'°*Me trajety.
On note C,, I'événement «l'animal est en C apres son n'*™M€ trajety.

On pose P(A,) = ay, P(B,) =b, et P(Cy,) = c,.
1. (a) Exprimer, en le justifiant, a,+1 en fonction de a,,, b, et ¢,.
(b) Exprimer, de méme, b,,.1 et ¢,.1 en fonction de a,, b, et ¢,.

0 12 1/
2. On considéere lamatrice A= | 1/2 0 1/2
2 1/2 0

(a) Justifier, sans calcul, que la matrice A est diagonalisable.

1 , . .y
(b) Prouver que ) est valeur propre de A et déterminer le sous-espace propre associe.
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(c) Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale de M3(R) telles que
D =P 1AP.
Remarque : le calcul de P~! n’est pas demandé.

3. Montrer comment les résultats de la question 2. peuvent étre utilisés pour calculer a,,, b, €t ¢,
en fonction de n.
Remarque : aucune expression finalisée de a,, b, et ¢, n'est demandée.

Solution de 3 : CCINP 101

1. (a) (A, By, Cy) est un systeme complet d’éveénements donc d’apres la formule des probao-
bilités totales :
P(Apt1) = P(Any1]An) P(An) + P(Apia|Bp) P(Bn) + P(An41|Cn) P(Ch).

donc a,41 = Oay, + 1b, + 1c, C'est-a-dire an+1 = b, + 3¢4.

(b) De méme, byt = dan + e e s = b + 3o

2. (a) A estsymétrique a coefficients réels, donc elle est diagonalisable.
1 1/111 1
() A+3l=3 (% I %) donc rg <A+ 2|3) ~ 1.
Donc —1 est valeur propre de A et dim E_1(A)=2.

, . 1 . . 1 0
L'expression de A + §I3 donne immediatement que E_%(A) = Vect ((_01) (_11>>.
(c) Puisque 1r(A4) = 0, on en déduit que 1 est une valeur propre de A de multiplicité 1.
A étant symétrique réelle, les sous-espaces propres sont supplémentaires sur R? et ortho-

gonaux deux a deux.
Onendéduitque R®=E
Donc E;(A) = Vect ((i)) .

1 1
(A) @ E1(A), donc que By (A) = (Ei (A)) .

1
2

N

1 0 0
En posant P = (% o 9 ) et D= (0 -1/2 0 > onaalors D =P 1AP.
1-1-1 0 0 -—1/2

3. D'aprés la question 1., (bZE) =A (%Z)
Cn+1 Cn

Et donc on prouve par récurrence que : Vn € N, (ZZ) = A" (‘gg)

Cn co

Or A= I;DP—l donc A" = PD"P~1,

Donc (bff) = ppnp-! <bo )

Cn co
Or, d'aprésI'énoncé, ag =1, by = 0 et ¢ = 0 donc :

() =r(2ch 2 ) ()

@ CCINP 107 On dispose de deux urnes U; et Us.

L'urne U; contient deux boules blanches et trois boules noires.

Probabilités - page 2



L'urne U, contient quatre boules blanches et frois boules noires.
On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes :

e On choisit une urne au hasard et on tire une boule dans I'urne choisie.
e On note sa couleur et on laremet dans I'urne d'ou elle provient.

e Sila boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait dans I'urne Uy.

e Sinon le tirage suivant se fait dans I'urne Us.

Pour tout n € N*, on note B, I'événement « la boule tirée au n'°™M€ tirage est blanche » et on
pose p, = P(By,).

1. Calculer py.
6 4
BT

3. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, la valeur de p,,.

2. Prouverque :Vn e N*, p,11 = —

Solution de 4 : CCINP 107

1. Notons U; I'événement le premier tirage se fait dans I'urne U;.
Notons U; I'événement le premier tirage se fait dans I'urne Us.
(U1, Us) est un systeme complet dévénements.

Donc d'apres la formule des probabilités totales, py = P(By) = Py, (B1)P(U1) + Py, (B1)P(Us).
2 1 4 1 17
Onad = —.
nadoncp; = o
2. Soit n € N*.
(Bn, B,) est un systéme complet d'événements.

Donc, d’apresla formule des probabilités totales, P(B,,11) = P, (Bnt1)P(Bn)+Pg-(Bny1)P(Bn).

- . 2 4
Alors en tenant compte des conditions de tirage, on d p,,.1 = =Pn + ?(1 — Dn)-
6 4
Donc, *. =—— =.
onc, Vn € N*. pp41 35pn+7

6 4
3. Vn € N*, ppiq = —gpn + =

Donc (pn)nen+ €st une suite arithmético-géomeétrique.

, , . 6 4 20
nr tr fionl=—-—I[+ - etonir = —.
Onrésout I'équation | 351 + - et on trouve [ 1

On considere alors la suite (uy,)pen+ définie par:Vn € N* , u, = p, — L.

n—1
(un)nen- €St géometrique de raison —3%, donc, Vn € N*, u,, = ( 6 ) uy.

35
17 20 3
Oru=pi—l=5s= 1~ T35
On en déduit que, Vn € N* = u, + [, c'est-a-dire p,, = 3 6 n_1+@
que, v € B Pn = Un + 1 Pr="7435 \ " 35 h

@ CCINP 105

1. Enoncer et démontrer la formule de Bayes pour un systéme complet d’événements.
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2. On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés (c'est-a-dire tfruqués).
Pour chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le chiffre 6 lors d'un lancer vaut %
(a) On tire un dé au hasard parmiles 100 dés. On lance ce dé et on obtient le chiffre 6.
Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé 2

(b) Soit n € N*.
On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé n fois et on obtient n fois le
chiffre 6.
Quelle est la probabilité p,, que ce dé soit pipé 2

(c) Déterminer Iirp pn. Interpréter ce résultat.
n—-+0oo
Solution de 5 : CCINP 105

1. Soit (Q, A, P) un espace probabilisé.
Soit B un événement de probabilité non nulle et (A4;),.; un systeme complet d'événements
de probabilités non nulles.

: P(Ai,)Pa;, (B)
Alors, Vig € I, PB(AiO) = .
> P(4)Pa,(B)
iel
Preuve : Pp(4;,) = P(f;i&;B) _ P(Ai;D)(];l;o(B)' ()

Or (A;),c; un systeme complet d’événements donc P(B) = ZP(AZ- N B).
iel
Donc P(B) =Y P(A;)Pa,(B). (2).
icl
(1) et (2) donnent le résultat souhaite.
2. (a) On fire au hasard un dé parmiles 100 dés.
Notons T I'événement : «le dé choisi est pipény.
Notons A I'événement « On obtient le chiffre é lors du lancer ».
On demande de calculer P4(T).
Le systéme (T, T) est un systeme complet d'événements de probabilités non nulles.
. ) 1 — 3
' ,PT)=—=- P(T)=-.
On a d'ailleurs, P(T) 100 4e’rdonc (T) 1
Alors, d'apres la formule de Bayes, on a:

X

4 Pr(A)P(T) + Pp(A)P(T)

N | —

e B G M
+

| =N =

=~ w
N | —

(b) Soit n € N*,
On choisit au hasard un dé parmiles 100 dés. B
V k € [1,n], on note A, I'événement « on obtient le chiffre 6 au £'°™M€ lancer ».

On pose A = ] 4.

k=1
On nous demande de calculer p, = Pa(T).

Le systéme (T, T) est un systeme complet d'événements de probabilités non nulles.

. 25 1 —
On a d'dilleurs, P(T) = oo = 7 &t donc P(T) = 3.
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Alors d'apres la formule de Bayes, on a :

P(T)Pr(A
po = PA(T) = ()Pr(4)
Pr(A)P(T) + Pr(A)P (T)
1 1\"
1" <2 1
DOﬂCpn_ 1n><1+ lnxg_l—i_ 1
2 4 6 4 3n—1
1 .
(c) Vn e N*, p, = — Donc lim p, =1.
n—-+oo
1+ n—1

Ce qui signifie que, lorsqu’on effectue un nombre élevé de lancers, si on n'obtient que
des é sur ces lancers alors il y a de fortes chances que le dé tiré au hasard au départ soit
pipé.

@ Une certaine maladie affecte une personne sur dix mille.

On dispose d'un test sanguin qui détecte cette maladie avec une fiabilité de 99 % lorsqu’elle
est effectivement présente.

Cependant, on obtient un résultat faussement positif pour 0,1 % des personnes saines testées.

Quelle est la probabilité qu'une personne soit réellement malade sachant qu'elle a été testée
positive ¢ Commenter.

Solution de 6 :

Sur Q I'ensemble des personnes testées, avec la probabilité uniforme. Soit M I'événement «la
personne est malade » et T'I'événement « le test est positif ».

D'apres les informations dont on dispose, P(T' | M) = 0,99 et P(T ‘ M) =1073, P(M) = 107,
Donc

P(T | M)P(M) 0,99 - 1075

P(M|T)= - ‘
W ]P(T\M)IP(M)Jr]P(T‘M)IP(M) 0,99-107* + (1 —10-%)10-3

~9%.

Cela est dU au fait que il est rare que le test soit positif (le dénominateur vaut P(T)) mais tres tres
rare que I'on ait un malade (P(M) est tres petit devant P(T))). Proportionnellement, il y a beaucoup
plus de non malades testés positifs.

Le probleme de Monty Hall Dans un célebre jeu américain des années 70, un candidat de-

vait choisir une porte parmi frois sachant que derriere ces portes étaient dissimulées deux chévres
et une Ferrari. Une fois le choix effectué, I'animateur qui sait ou est la Ferrari ouvre I'une des portes
non choisies par le candidat, derriere laquelle il y a une chévre. |l propose ensuite au candidat
de changer de porte. A-t-il intérét a le faire 2

Solution de 7 : Le probléme de Monty Hall

Soit F; I'événement « La Ferrari est derriere la porte numéro i y.

Supposons par exemple, que le candidat ait choisi la porte 1.

On a P(F) = P(Fy) = P(F3) = §. (F1, Fa, F3) est un systéme complet d'événements.
Soit A 1'événement «I'animateur ouvre la porte numéro 3 ».
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On cherche P(F;, | A) pour savoir si le candidat a intérét & changer de porte. (Si I'animateur
ouvre la porte 2, le raisonnement est le méme).
D'apres la formule de Bayes,

P(A | F2)P(Fy)
(A F)P(F1) +P(A | F2)P(Fy) +P(A | F3)P(F3)

P(Fy | A) = P

Or
e P(A| Fy) = 5 carles deux portes restantes contiennent une chevre.

e P(A| F,) =1 carsila Ferrari est derriere la deuxieme porte, I'animateur ne peut ouvrir que la
troisieme porte.

e P(A| F3) =0 carl’animateur ne dévoile pas la Ferrari.

Finalement, on trouve P(F; | A) = 2 et le candidat a deux fois plus de chances de gagner en
changeant de porte qu’en la gardant.

Eny réfléchissant bien, sion décide de changer de porte, on a au départ 2 chances de gagner
(les portes oUily ales chevres) et 1 de perdre, alors que si on décide de ne pas changer de portes,
on a au départ 2 chances de perdre et 1 de gagner!

g On lance deux dés equilibres et I'on considere les eévénements A «le premier dé ameéne un

nombre pairy, B «le second dé amene un nombre pairy et C «les deux dés amenent des nombres
de méme parité ».

Monftrer que A, B, C sont deux a deux indépendants mais que A n’estindépendant nide BNC,
nide BUC.

Solution de 8 :
Q = [1,6]? probabilité uniforme.
P(A)=P(B)=P(C)=3%,P(ANB)=P(BNC)=P(ANC) =

1 1
— 2 4

P(ANBNC) =P(BNC) = i LP(AP(BNC).

P(BUC)=4+3— 3=

|

P(AN(BUC)) =P(ANB) = P(BNC) = i £ P(AP(BUC).

@ Indicatrice d’Euler Soit Q = [1,n] oU n est un entier non premier supérieur ou égal a 2, muni
de la probabilité uniforme. Si d|n, on note Ay = {kd | k € Q et kd € Q}.
1. Quelle est la probabilité de A2
2. Soit P I'ensemble des diviseurs premiers de n.
(a) Démontrer que (Ap),cp €st une famille d'événements indépendants.

(b) En déduire le cardinal ¢(n) de I'ensemble A des nombres inferieurs ou égaux a n et
premiers avec n (indicatrice d’Euler).

Solution de 9 : Indicatrice d’Euler

Ay 21
ITRINCYIS
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2. (a) Sipi,...,pssont des diviseurs premiers deux & deux distincts de n, comme ils sont premiers,
¢

f—] fipj = Apypy
j=1

¢ . ¢
P Ay | =P(Ap..p,) = = P(A,.).

jﬂl P (Apy-py) p— ]1_[1 (4p;)

(b) Les 4, sont aussiindépendant, A= (] 4 IP(A):@: 11 1),
P 4 P n P
peEP peEP

Si Ay,..., A, sont mutuellement indépendants, 1 < p < n — 1, Montrer que les événements

suivants sont indépendants :

p n p n p n
° m A; et ﬂ A;, ] U A; et ﬂ A;. ° U A; et U A,
=1 =1 =1

i=p+1 i=p+1 i=p+1

Solution de 10:

e Direct,
o Ay,..., Ay, Apia, ..., A, sont mutuellement indépendants, par le premier point, sont indépen-

p n n p n
dants () 4;et (| 4i= |J Aidoncsontindépendants (] 4; et | ] A

i=1 i=p+1 i=p+1 i=1 i=p+1

e idemavec Ay,..., Ay, Api1, ..., Ap.

Dénombrements

@ Combien peut-on construire de nombres comportant 6 chiffres (en base décimale) et ne

contenant aucune répétition ¢ une seule répétition 2

Solution de 11 :

e Sans aucune répétition, cela revient a choisir le premier chiffre non nul et & avoir tous les
chiffres différents.
Soit9 x A3 =9x9x8x7x6x5= 136080 nombre différents.
Vérification avec python :

def sans_repetition():
compteur = 0O
for nombre in range(10 **x 5, 10 ** 6):
if len(set(str(nombre))) ==
compteur +=1
return compteur

>>> sans_repetition()
136080

e Avec exactement une répétition, il faut faire une disjonction de cas.
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x Soit le chiffre répété est 0, ce n'est donc pas le premier, et il faut choisir les places de la
répétition et tous les autres chiffres soit (5) x A3 =10 x 9 x 8 x 7 x 6 = 30240 possibilités.

x Soit le chiffre répété n’est pas 0, et il faut choisir ce chiffre : 9 possibilités, puis

o sile premier chiffre est répété, il faut choisir la place de la répétition, et tous les autres
chiffres soit
5x Ag=5x9x8xTx6

possibilités.
o sile premier chiffre n'est pas répété, il faut choisir les places de la répétition, le pre-
mier chiffre et les autres chiffres soit (5) x 8 x A3 =10 x 8 x 8 x 7 x 6 possibilités.
Soif, dansce cas, 9 x (5x 9 x 8 x 7x 6+ 10 x 8 x 8 x 7 x 6) = 378000 possibilités.

On frouve finalement 408240 tels nombres (soit 3 fois plus).
Vérification avec python :

def avec_repetition():

compteur = 0
for nombre in range(10 ** 5, 10 ** 6):
if len(set(str(nombre))) == 5:

compteur +=1
return compteur

>>> avec_repetition()
408240

@ Combien y a-t-il de p-cycles dans &,, 2

@ Soit E un ensemble fini & n éléments, A une partie de E a p éléments. Combien peut-on
trouver de parties de E ayant exactement un élément de A2

Solution de 13 :
On choisit I'élément de A : p possibilite, puis une partie de £\ A : 2" P possibilités.
Ainsi, il y a p2™~? telles parties.

m Monftrer que dans un ensembile fini non vide, il y a autant de parties de cardinal pair que

de parties de cardinal impair.

Solution de 14 :

Tre méthode Soit = un élément fixé de I'ensemble. L'application A +— AU {x}siz ¢ Aet A\ {z} si
x € A est bien défini de I'ensemble des parties paires dans I'ensemble des parties impaires
ou l'inverse, et ces deux applications sont réciproques I'une de I'autre.

2e méthode Le cardinal de I'ensemble des parties de cardinal pair est A = Z (n > celui de
0<2k<n

'ensemble des parties de cardinalimpair est B= "o,
2k +1
0<2k+1<n
Ces sommes se calculent classiqguement en remarquant que A+ B =2"et A— B = 0" en

utilisant le binbme.
Sin # 0, on obtient en particulier A = B.
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@ CCINP 112

Solution de 15 : CCINP 112

1. On note F = {(A,B) e (P(E)? /AC B}.
Soitp € [1,n]. On pose F, = {(A,B) € (P(E))? /Ac BetcardB = p}.

Pour une partie B d p éléments donnée, le nombre de parties A de E telles que A C B est
card P(B) = 2P.

De plus, on a (;j) possibilités pour choisir une partie B de E 4 p éléments.

On en déduit que : Vp € [0,n], card F, = (7)2”.

n
Or F = |J F, avec Fy, Fi, ..., F,, deux & deux disjoints.
p=0

> <Z> 2P = 3", d'apres le bindme de Newton.

n
Donc a = card F = chsrdF -
p=0 p=0

Conclusion : a = 3.
Autre méthode :
Le raisonnement suivant (corrigé non détaillé) permet également de répondre d la question

1.
Notons encore F = {(A,B) e (P(E)? JAC B}.
A tout couple (A, B) de F, on peut associer I'application ¢4 g définie par :
E — {1,2,3}

. L s reA

PAB: { 2 si ¢ AetzreB
3 s x ¢ B

On note A (E,{1,2,3}) 'ensemble des applications de E dans {1, 2, 3}.

F — A(E,{1,2,3}) )

Alors I'application © : est bijective.
pp (A') B) — ‘PA,B J

Le résultat en découle.
2. {(A,B) € (P(E)? /ANDB = @} - {(A,B) e (P(E)? /AC E}.

Or card {(A,B) c (P(E))? /A CE} — card {(A,B)e (P(E))> /ACE
= card {(4,0) € (P(E))* /AcCC

Donc b = a.

3. Compter tous les friplets (A, B, C) tels que A, B et C soient deux a deux disjoints ef tels que
AU BUC = E revient @ compter tous les couples (A, B) tels que AN B = @ car, alors, C est
obligatoirement égal & AU B.

En d’autres termes, ¢ = card {(A,B) e (P(E)? /ANB= @} =b=3"

m Partitions d’'un entier
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1. Déterminer le nombre a, d'écritures possibles de n comme somme d’'au moins un entier
naturels non nuls (I'ordre étant important).
2. Soit n,p € N. Déterminer le nombre N} d'écritures de n comme somme de p entiers naturels.

"90USLND2I BP SINWIIOJ BUN JISANOIL UBIQ NO ‘SBI1S] XNap
D (2goydiD N INS S{OW SBP SWILIOD P32 Jaaidiaiul 18 « o » u juuod « | » sap Jooojd ap 18ADSsa buNod UuQ

Solution de 16 : Partitions d’un entier

1. On fait une disjonction de cas suivant le premier terme de la somme qui est un entier entre 1
etn:onobfientalorsa, =1+a; +as+ -+ ap—1 = 2a,—1 €t comme a1 = 1, pour fout n € IN,
a, = 271,

2. N} correspond au nombre de facon de placer p — 1 « | » (les signes +) parmi n «o» : par
exemple, 7=1+0+04 14240+ 2 correspond Q of|| o | o o[ o 0.

Il s’agit donc du nombre de mots de n+p — 1 lettres sur I'alphabet contenant les deux lettres
«|»ou«onavec exactement p — 1 «|».

Cela se dénombre en placant les « | » : (”;fjl) possibilités, le reste étant des « o .

On peut aussi commencer par placerles «oy : (”*f;‘l) possibilités.

Donc Nf = ("1 1) = (™).

Formule du crible

Soient Aq,..., A, des ensembles finis. Montrer que

n

|A1U"'UAn|=Z(—1)k+1 Z A, NN A | = Z (_1)|I\—1

k=1 1<y < <ip<n 1€P([1,n])

() Al

el

Jaddojersp
=2 =2

oj4e () = vns (Vi —1) [ [ 0 sessaigpul,s quswsidwis snid ‘no u ins 8ousun29. od seuuosiol inad uo
u u

Solution de 17 : Formule du crible
Voir par exemple https://fr.wikiversity.org/wiki/Formule_du_crible/D’%C3%A9monstration_de_
la_formule_du_crible

Probabilités

Soit (an)new UNE suite strictement décroissante de réels positifs de limite nulle. Déterminer
A € R tel qu'il existe une probabilité P sur N vérifiant P({n,n +1,...}) = Aa,.

Solution de 18 :

. ver s . 1
Si une telle probabilité existe, alors 1 = P(N) = Aag avec ag > 0 vu les hypotheses donc A = e
0

Réciproquement, avec un tellambda, si A,, = [n, +oo[, alorsP({n}) = P(A,)—P(4,+1) = Man—an+1) =0
et Z Man — an+1) t€lescopique de somme A(a — 0 — 0) = 1 d’ou I'existence de P d’apres la pro-

priété du cours.
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Sur I'univers IN*, muni de la fribu P(IN*), montrer qu'il existe une probabilité P unique telle

que pour tout n € IN*, P({n}) . Calculer P(2IN*).

- n(n+1)

Solution de 19 :

. 1 . . 1 1 .
On a bien que les ——— sont positifs et comment ils valent — — , ils sont sommables de
n(n +1) n n+1
somme (télescopique) 1 — 0 =1, d'ou I'existence de P.
=1 1 X (=1
Puis on calcule P(2IN*) = — — = =1-1In2.
R o

@ Poker

Dans un jeu de 52 cartes classiques, on distribue des mains de 5 cartes. Calculer les probabilités
des événements :

e QFR :«Avoir une quinte flush royale » (quinte a I'as et couleur),
e (QF :« Avoir une quinte flush non royale » (quinte non royale et couleur),

Ay 1« Avoirun carré» (les 4 cartes de méme valeur),

e F :«Avoirun full» (un brelan et une paire),

C : « Avoir une couleur qui ne soit pas une quinte » (5 cartes de la méme couleur qui ne se
suivent pas),

Q : « Avoir une quinte non flush » (5 cartes qui se suivent, pas toutes de la méme couleur),

As : « Avoir un brelany (exactement 3 cartes de méme valeur),

PP :« Avoir une double paire » (2 paires ne formant pas un carré),

As : « Avoir une paire » (exactement 2 cartes de méme valeur),
e R:«Rien de tout caly.

Evénement | QFR QF Ay F C Q@ A3 PP A | R

On devra trouver : o rire (%) ~ | 0,00015 0,0014 0,024 0,14 0,20 040 2,1 48 4250

Solution de 20 : Poker
Q = P5(C) oU C ensemble des cartes. | = (%) = 2 598 960, proba uniforme.

1
¢ [QFR| =4;P(QFR) = - —.
3
o [QF| =4x9=36;P(QF) = 57—
o Ay = 13 x 48 = 624; P(Ay) = ﬁ
o [F|=13x (}) x12x (3) =3744; P(F) = &.
o Cl=4x(Y)—40=5108; P(F) = 6};2(}.
o |Q] =4%x10—40 =10 200; P(Q) = %74.
o [A3] =13 x (1) x () x 42 =54912; P(4;3) = %.
o PP = (") x (1% x 44 = 123 552; P(PP) = %_
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852
833"

o B = (%) — 10) (47 — 4) = 1 302 540; P(R) = - 20

o |Ao| =13 x (5) x () x 43 =1 098 240; P(A;3) =

2 548"

@ Distance la plus probable

On constitue une file d'attente en attribuant au hasard des numéros d’ordre a n personnes.
Pour d compris entre 1 et n — 1, calculer la probabilité que deux amis soient distants de d places
(c'est-O-dire séparés par d — 1 personnes.) Quelle est la distance la plus probable 2

Méme question s'ils sont placés sur un cercle.

Solution de 21 : Distance la plus probable
2 =&, proba uniforme, || = n!.
Ay «la distance est d».
|Agl =2 x (n—d) x (n—2)!
2(n —d) . A s A

P(Ay) = a1 maximale lorsque d = 1 (amis cote & cote).
Autre possibilité : seulement la position des amis, @ = P»([1,n]), proba uniforme. || = (3).
|A4| =n —d (choix du prerr21ier). D'ou le résultat.

n

2 , . .
Surun cercle : P(4;) = P = ne dépend pas de d, sauf sin est pair et d = § auquel
1

n—1"

cas P(A,,) =

@ Une urne contient NV boules de k couleurs : Ny de couleur ¢;, No de couleur cy,..., N, de

couleur ¢, (onadonc Ny +---+ N, = N). On tire n boules et on cherche la probabilité p d’obtenir
exactement n; boules de couleur ¢; pour chaque i (donc nqy + - -+ + ng = n).

Déterminer p dans le cas d'un tirage simultané, dans le cas de tirages successifs avec remise
et dans le cas de tirages successifs sans remise et comparer les résultats.

Solution de 22 :

[ ] p =
N

(n)

n! NP NG
°p= (répartition pour les couleurs = comme les anagrammes).

nyl---ng! N™

nl AW A .

o p= k et on retrouve la premiere proba.

@ Probleme des anniversaires et des coincidences

1. Une urne contient M jetons numérotés de 1 a M. On tire successivement n jetons avec remise.
Calculer la probabilité qu’'aucun jeton ne soit firé plus d’une fois.

2. Dans une assemblée de n personnes, quelle est la probabilité que deux personnes soient
nées le méme jour (en supposant que personne n'est né le 29 février...) 2

Application numérique pour n € {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70}. A partir de quelle valeur de n cet
événement est-il plus probable que son contraire 2
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Solution de 23 : Probléme des anniversaires et des coincidences

n n—1
1. Q=[1,M]", A=A, ([1,M]), P(A) = % -1 (1_;‘4)
k=1

— A2 o L. . . -
2. M =365 B=A,PB)=1- 36352' Pour les applications numériques a la calculatrice, utiliser
plutdt la produit ci-dessus.

n |10 20 30 40 50 60 70
P(B)(%) |11 41 71 89 97 99,4 99,9

Pourn =22, P(B) ~ 47,5% et pour n = 23, P(B) ~ 50,7 %.

m Deux joueurs s’affrontent au tir & I'arc, le premier qui touche la cible a gagné. Le premier

joueur a une probabilité p; > 0 de toucher la cible, le second une probabilité p; > 0. On suppose
les tirs indépendants.

1. Calculer la probabilité que le premier tireur gagne puis celle que le second gagne.

2. En déduire qu'il est presque sir que le jeu se termine.

3. Retrouver le résultat en utilisant une confinuité monotone de la probabilité, en introduisant
I'événement A, : « Le jeu ne s'est pas arrété au bout de 2n parties. »

3 . S
4. On suppose que py = Pt Pour quelles valeurs de p; et ps le jeu est-il équitable 2

Solution de 24 :

1. Soit G et G5 de probabilités g, et g; les Evénements correspondant & la victoire du Ter et du
2e tireur respectivement.

Soit G¥ et G% les événements correspondant & la victoire du Ter et du 2e tireur apreés k tirs,
respectivement.
Alors (G%,CTD est un systeme complet d’événements.

Par la formule des probabilités totales,
g =P (GiNG])+P (G1 WCT%) =P (G})+P (@ﬂ@) P (G1|G7%QG7%) =p1+ (1 —p1)(1—p2)g1-

les tirs des deux joueurs étant indépendants.
P1

p1+p2—pip2’

2. Méme raisonnement pour calculer go = (1 — p1)p2 + (1 — p1)(1 — p2)g2 Qui donne g1 + g2 = 1.
3. Probabilité de A, : (1 — p1)™(1 — p2)™, suite décroissante.

1

3

D’ou g1 =

1
4. plzgeTPQZ

@ Probléme des rencontres

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On les extirait successivement sans remise et
aprées chaque tirage, on observe le numéro de la boule tirée. On dit qu'ily arencontre au i€ tirage
si la boule tirée porte le numéro i. On note E I'événement «il n'y a aucune rencontre » et pour
tout i € [1,n], on note A; I'événement «il y a rencontre au € tirage ».
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1. Définir un espace probabilisé permettant de décrire I'expérience aléatoire.

~ (=D

2. Démontrer, en utilisant librement la formule de Poincare (crible) que P(E) = o

k=0

Applications :

e Probleme des danseurs de Chicago : n couples se présentent a un concours de danse;
chaque danseur choisit une partenaire au hasard. Quelle est la probabilité que personne
ne danse avec son conjoint 2

e Un facteur possede n lettres adressées a n personnes distinctes. Il les distribue au hasard.
Quelle est la probabilité qu’aucune n’arrive a destination 2

e Les étudiants de MP 1 décident de se faire des cadeaux pour Noél. lls mettent tous un papier
portantleurnom dans la poubelle de la salle 210 puis tirent successivement un papier chacun
portant le nom de personne a qui ils doivent faire un cadeau. Quelle est la probabilité que
personne ne doivent se faire soi-méme un cadeau ¢

e Dans un club de Bridge, n messieurs laissent leurs n cannes (toutes distinctes) au vestiaire. En
repartant, ils reprennent au hasard une canne. Quelle est la probabilité qu'aucun d’entre
eux ne reprenne sa propre canne ¢

e Quelle estla proportion de permutations de &,, n’ayant aucun point fixe (on parle de déran-
gement) ¢

Solution de 25 : Probléme des rencontres

1. Q

Gn.

U
i=1

2. E

=
5
|
—_
|
%
=
I
—_
|
3
—_
=
L
=
N
D
&
N————
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Probabilités conditionnelles

Un canal de transmission tfransmet des bits selon le modele suivant : il fransmet fidélement

un bit avec une probabilité p et de facon erronée avec probabilité (1 —p) oU 0 < p < 1.

Un bif traverse n canaux de ce type successivement, et I'on suppose que chaque canal fonc-
tionne indépendamment des autres.

On notre z le bit initial. Pour n € IN, on note z,, le bit apres la traversée de n canaux, et p,, la
probabilité que z,, = xy.

1. Déterminer une relation entre p,,_1 et p,, pourn > 1.

2. En déduire une expression de p,, en fonction de n et p.
3. Déterminer la limite de (p,)n.

Solution de 26 :
Chaine de Markov

1. Proba totales : p, = ppp—1+ (1 —p)(1 —pp—1) = (2p — D)pp—1 + 1 — p.
2. pn=735+32p—1)"
3.

N

Dans une urne se trouvent n boules rouges et n boules blanches.

On tire deux par deux sans remise toutes les boules de I'urne.
Quelle est la probabilité que I'on tire une boule de chaque couleur & chaque tirage 2

Solution de 27 :
On suppose construit un espace probabilisé (2, P(R2), P) qui soit tel qu'a chaque étape les tirages
soient uniformes.
E; : «au i€ tirage, on obtient une boule de chaque couleur».
On va utiliser la formule des probabilités composées.
n? i (n —1i)?
2 j=1 2
n n—1 . n—1 .
(n —1i)? (n—1) n! 27 (n!)? 2"
]P EZ = - = - = = = .
(ﬂ ) il_!) (2(”2—1)) il_!) 2n—2i—1) (2n—-1)(2n-3)---1 (2n)! &8
Ou dalors, vu le résultat obtenu : on distingue toutes les boules tirées successivement et on s'in-
téresse seulement aux numéros des boules rouges. Q@ = P, ([1,2n]) avec probabilité uniforme.
Q| = (*") etsi A est’événement les couleurs sont alternées, pour chaque couple de tirage succes-

n

[I¢.i+13

=1

sif (i,7 + 1) on a deux emplacements possibles pour la boule rouge donc |A| = =2".

Un laboratoire fabrique un alcootest et les essais monfrent que

e 2 % des personnes contrélées sont en été d'ébriété ;

e 95 fois sur 100 I'alcootest a donné un résultat positif alors que la personne était en état
d'ébriété;
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e 98 fois sur 100 I'alcootest a donné un résultat négatif alors que la personne n'était pas en
état d'ébriété;

1. On essaie I'appareil sur une personne et I'on constate que le résultat est positif.
Quelle est la probabilité que cette personne soit en état d'ébriété 2

2. Méme question si le résultat est négatif.

3. Quel est la probabilité que le résultat soit faux ¢

Solution de 28 :

. Bayes (P(E | T)) : 49,2 %.
2. Bayes (P(E | T)) 0,1 %.
3. F=(TNE)U(ENT):2,1%.

m Urne de Pdlya

Une urne contient initialement » > 1 boules rouges et b > 1 boules blanches.

On effectue des tirages susccessifs d'une boule, en remettant aprées chaque tirage la boule
tiree dans I'urne avec en plus ¢ > 0 boules de la méme couleur.

Pourn > 1, on note R, (resp. B,) I'événement «la ne boule tirée est rouge (resp. blanche) ».

1. Quelle est la probabilité que la premiere boule tirée soit rouge sachant que la seconde boule
tirée est rouge ¢

2. On note p,(r,b) le probabilité d’obtenir une boule rouge au ne tirage quand I'urne contient
initialement r boules rouges et b boules blanches. Montrer que

T b
2 27 n b n— n— b
Vn pn(r,b) = +bp 1(r+e¢,b) + r—i—bp 1(r,b+¢)
3. En déduire que pour tout n € IN*, la probabilité de R,, est égale & %er
r(r+c)
4. Démontrer en utilisant la méme méethode que pour1 < m < n, P(R,,NR,) = R ETE

On pourra noter py, »(r,b) la probabilité d’obtenir des boules rouges aux me et ne tirages,
quand I'urne contient initialement r boules rouges et b boules blanches, et raisonner par
récurrence sur m.

5. En déduire la probabilité de R,, N B,,.

Solution de 29 : Urne de Pdlya

r+c
r+c+b
2. Proba totales (R1, Ry).

3. Récurrence.
4.

5. P(R,NB,) =

Indications: 1. Bayes :

br
(r+b)(r+b+c)

Probabilités - page 16



Corrigé : 1. Formule de Bayes : (Ry, By) est un systéme complet d'événements

P(Ry|R1)P(Ry)
(R2|R1)P(Ry) + P(Re|B1)P(By)

P(Ri|Ry) = 5

(probabilités non nulles vu ce qui suit), chaque tirage se faisant uniformément.

. b
e Au premier tirage, r boules rouges et b boules blanches. P(B;) = p—— et P(Ry) = . i 5
e Sachant que R, est réalisé, I'urne au deuxieme tirage contient r + ¢ boules rouges et b
boules blanches donc P(Rz|R1) = riﬂ.
r+b+c

e Sachant que B; est réalisé, I'urne au deuxieme tirage contient r boules rouges et b + ¢
boules blanches donc P(Ry|B1) = r

rT+c r
. _ r+b+c r+b __r+e
Au final, P(R;|Rs) = r+c 1 N r ' b r+4c+b
r+btc r+b r+btc r+b
r+c
Donc |P(R1|Rs) = P(Rs|R1) = ———.
[( Re) = P(Relf) = =

2. On peut appliquer la formule des probabilités totales avec le systeme complet d'événe-
ments (Ry, By) :

P(R,) = P(R,|R1)P(Ry) + P(Rn|B1)P(By).
Or P(R;,) = pu(r,b) par définition, P(B;) = 7& et P(R;) = " i 5
De plus, I'expérience qui consiste a firer une boule rouge au ne tirage sachant qu’'on avait tiré
une boule rouge au premier tirage avec r boulesrouges et b boules blanches est exactement
la méme que celle qui consiste a tirer une boule rouge au n — 1€ tirage a partir d'une urne
contenant r + ¢ boules rouges et b boules blanches. Ainsi, P(R,,|R1) = pn—1(r + ¢, b). De la
méme maniere, P(R,|B1) = pn_1(r,b+ c).

. b
Finalement, [pn(r, b) = %_f_bpn_l(r e b)+ —pa(rbt c).}

r

r+b

3. Parrécurrencesurn, P(Ry) = p1(r,b) = - 0 efsipourunn > 2, pourtousretb, p,_1(r,b) =
r—+
alors d'aprées la question précédente,

) = r r n b ro T
Pt O = Ty b T b v b r4b
ce qui établit la récurrence. Donc [pour tout n, P(Ry) = ib}

.

Remarquable ! Méme sile contenu de I'urne change, la probabilité d’obtenir une boule rouge
a chaque tirage ne change pas!

4. Delaméme maniére,sin > m > 2,0onaP(R,,NR,) = P(R,,NR,|R1)P(R1)+P(R,,NR,|B1)P(B1),
avec P(R,,NRy) = pmn(r,0), P(RymNRy|R1) = pm—1n—1(r+¢, b) €t P(RynNRy|B1) = pm—1,n—1(7, b+c).

Donc .
”
pnunOUb)—-;qjgpm—lm—10“+(%b)+‘;qjgpm—1m—1ﬁﬁb‘FC)
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On montre par récurrence sur m > 1 que pour tous r et b et tout n > m,

B r(r+c)
@m’”(r’ b= (r+b)(r+b+ c)j

H : T r(r+c
Sim=1,sin>1, p1p(r,b) =P(RiNR,) =P(R,|R1)P(R1) = pn(r+c, b)r " = ot bg(r —H))—i- 3

Sic'estvraipourm —1,etsin>m,alorsn—1>m—1et

r b
m,n 7b = 57 Pm-1n— 7b ——FPm—-1n— 7b
Pinnl,8) = P14 60) P11 b+ )

o (r+c¢)(r+2c) b r(r+c)

r+b (r+b+ce)r+b+2c) r+b (r+db+c)(r+b+2c)
B r(r+c)
C(r4+b)(r+btc)

ce qui établit la récurrence.
Remarquable! A nouveau, c’est indépendant de » et m.

Via la formule des probabilités composées, on obtient par la méme occasion que P(R,|R,,)
ne dépendant ni de », ni de m.

5. Comme (R,, B,) est un systeme complet d’événements,

B T r(r+c) B rb
P(B 1 By)) = B(Fm) = P(B O Ba) = T2 = (r+b)(r+b+c) _&r+b)(r+b+c3

Méme remarque.
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Trois joueurs A, B, C's'affrontent & un jeu aléatoire suivant les regles suivantes :
e 4 chaque partie, deux joueurs s'affrontent et chacun peut gagner avec la méme probabi-
lité,
e le gagnant de la partie précédente et le joueur n’ayant pas participé s'affrontent a la partie
suivante.
Est déclaré vainqueur celui qui gagne deux parties de suite.
1. Montrer que le jeu s'arréte presque sirement.

2. A et B s'affrontent en premier. Quelles sont les probabilités de gain de chaque joueur 2

Solution de 30 :

. L4 . . . 1
1. Soit A, I'événement «le jeu dure au moins n parties ». P(A,+1]|4,) = =.
1
on—2
Par confinuité décroissante, A « événement on ne s'arréte pas», P(A) = 0 en passant a la
limite.

Avec les probas composeées, P(A,) =

2. G4, Gg, G¢c les événements des gains de A, B, C.
B, «le jeu s’arréte a la ¢® partie.»
|
By = Ay \ Ag41 de probabilité 201

A1 «A gcgne la premiere partien. Onaalorsunjeuen A, C, B, A, C, B, ...
“+o0o

1 1 1 4
P(GalAr) ZIP Bipta) = Z 93kl — 91 _ 1/8 -7

Puis, avec umeu en B, C, A B C, A, ..
—+00

1 1 1 1
GA|A1 ZIP B3k+1 Z 23k = §1—71/8 = ?
k=
1 4 1 1 5
DonCIP(GA) 5 ?‘Fg?—z
Puis P(Gg) =P(G4) et P(Ge) =1 —-P(Ga) — P(Gp).

Indépendance

@ Oral CCINP - Loi du 0-1 de Borel Soit (4,), . Une suite d'événements mutuellement
indépendants. On suppose que pour tout k € IN, P(Ax) # 1.

Posons B, = U Ay, B = U Ay et u, = P(B,).
k=0 k=0
1. Démontrer que la suite (u,) converge vers P(B).

2. Démontrer que les séries Y _In(1 — ) et Y P(4,) sont de méme nature.

3. En déduire que P(B) < 1 si et seulement si ZIP ) converge.
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—+00 +00

4. Soit I = ﬂ U Ar. Démontrer que P(I) = 0 si et seulement si P(B) < 1, et que P(I) ne peut
n=0k=n
valoir que 0 ou 1.

Solution de 31 : Oral CCINP - Loi du 0-1 de Borel
On suppose que pour tout k € N, P(Ay) # 1.

1. Lasuite (B,), €tant croissante pourI'inclusion, par propriété de confinuité croissante, | P(B,,)) —— P (

n—-4o00

2. Soit P(A,) 4 0 et alors In(1—-P(4,)) 4 0 et les deux séries divergent grossierement, soit
P(A,) — 0etin(1-P(A4,)) ~ P(A4,) > 0 donc par comparaison de séries a fermes posififs,

Ges deux séries ont méme nature.

C'est donc toujours le cas.
3. Soit n € IN. En utilisant I'indépendance des A,

éln(l —P(4x)) =1In <I£[0]P (Ak)> =In < (:Q)k>>

{m 1-P(B)) siP(B)<1

=N -PBu) 7 o sinon

n—-4o0o

Avec la question précédente, on a bien EP(B) < 1sietseulementsi Z]P (An) converge]

4. On pose, pourn € N, C, = U Ay. Alors (Cy),, est décroissante, donc par continuité décrois-
k=n
sante, P (C,,) —— P(I).

n—-+o0o

m
Posons, pourn,m € N, C' = U Ay. Par continuité croissante, P (C') ——— P(C,,).
Pl m—+00

Puis, comme dans la question précédente,

g%ln(l—IP(Ak)):ln (kli'l[n]P(Ak > = < (ﬂ Ak>>

In(1-P(C,)) siP(C,) <1
=n(1-P((C)) —— { . (Gn)
m—+00 sinon
e Si P(B) < 1, alors par croissance, pour tout n € N, P(C,) < 1 donc Zln(l — P(Ag))
k>n
converge et 1—P(C,,) = eXiZn N1-P(4x)) — e’ = 1 comme reste d’une série conver-
n—-+0oo

gente. On a donc P(I) = 0 par unicité de la limite.
e SiP(B) =1, avec les deux questions précédentes, Z In(1-1P(A,)) diverge, et c’'est aussi

le cas, pour tout n € IN, de ) " In(1 — P(4;)). Comme c'est une série & terme négatifs,
k>n

In(1—P(C)")) ——— —o0, donc P(C),) = 1 pour tout n € N et donc P(I) = 1.

m——+00
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On a donc bien

(P(I) = 0 si et seulementsiP(B) < 1, et P(I) =1 lorsque ce n’est pas le cos)

@ Loi Zeta Soit s €]1,+00[, A € R.

1. Pour quelles valeurs de X peut-on définir une probabilité sur (IN*, P(IN*)) en posant P({n}) = %
pourn € IN* ¢
2. Sim € IN*, on note A,, I'événement «n est multiple de m ». Déterminer P(A4,,).

3. On note P I'ensemble des nombres premiers. Montrer que (4,) ., sont mutuellement indé-
pendants.

o 1 =1
4. E = — = .
n déduire que plel e ngl — =)

5. Application de cette formule

. . L 1 .
On se propose en application de prouver que la série Z — des inverses des nombres pre-

Dn
n>1
. . . L. 1
miers diverge. On raisonne par I'absurde en supposant que la série Z o converge. On pose
n>1 n
o1
pour tout n € N*, u, = [[ —.
o1l
Justifier que la suite (u,,) converge vers un réel ¢ et que I'on a pour toutréel s > 1, £ > ((s).
Conclure.
Solution de 32 : Loi Zeta
1. On peut définirune probabilité a condition que la famille <s> soit sommable de somme
nelN*
1
1.C'estle caslorsque| s >1et A= —.
¢(s)
2. Il fallait plutdt lire « n est un multiple de m».
1 1 1
P(A,) = = —.
((s) ,;1; (mk)* ~ m?
3. Sipi,...,p, sONt premiers, Ay, N---NA,, = Ap.p,-
Avec la question précédente,
P (A, N-NA,)=P(4 )—¥—ﬁi— T4,
P1 Pn P1-Pn (pl . 'pn)s h pz - P/

=1 k=1

donc Ges A, pour p € P sont mutuellement indépendon’rs)
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4. On souhaite montrer que H (1 - 1s> = L.
o ((5)
or [ (1 - ) [1 P (4,) auiest un produit infini.

pEP pEP
Mais les 4, sont mutuellement indépendants, donc si on considére les n premiers nombres
premiers pi, ..., .

,ﬁ(l—) HIP ) = (ﬂApk> — (ﬁ%)zP p@ﬁ

par continuité décroissante.
Orn e ﬂ A, <= n n'a aucun diviseur premier <= n = 1.

peEP
Donc H (1 - > P({1})= A= et, finalement, H <1 — ls> _ L
peEP C( ) peP p C(S>
n 1 1 ) .
. On a pour tout n € N*, Inw, = —Zln <1—> avec — — 0 donc —In (1—) ~
Dk Pn Pn P

k=1
donc (Inu,), converge par comparaison de séries a termes positifs. Donc, par continuité de
I'exponentielle, u,, — £.

. 1 1 -
Puis, pour tout s > 1 ettfoutn e N*, 0 < 1 - — < 1——S,dOﬂCun > H

Pn pn kIl pk

1

et lorsque

n — 400, £ = ((s).

Or il est classique que ((s) —— +o0. En effet, une comparaison série-intégrale permet d’ob-
s—1—

tenir' que ~ )
I C]U C(S) s—1— § — 1

, . . 1 i
Autre rédaction possible : pour tout n € IN, — < ((s) < £ donc lorsque s — 1, Z

ks
k=1 k=1

</, ce

| =

qui est contradictoire.

Finalement, | la série Z — diverge.
Pn
n>1

1.

Le sujet CCINP 2021 le faisait remontrer quelques questions avant
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