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Exercices vus en cours

@ Déterminer le rayon de convergence des séries entieres

Ly PRI 5. > nla" 7

n=0

Solution de 1:

n=>0 n=0 n=0
2. Y w2 43 6.3 e 8. 3
. . on . n . -
n=0 n=0 n=0 n=0
Zn
1. Rayon de convergence de > —.
7>0 n:
2" /(n+ 1) E Z"
Pour z € C*, = — 0, donc — convergence absolument pour tout
m g P
|z|" /n! n+1 n!

n=0
z € C,donc R = +oo0.

. Rayon de convergence de ) " n’:".
n>=0

(n+1)% |z
n?[z["

grossierement si |z| > 1, donc R = 1.

Pour z € C*, — |z

, donc anz” convergence absolument si |z| < 1 et diverge
n=0

!
. Rayon de convergence de » o,
nn
n=0
" (D ]
(n+ 1)+ z["n! (14 1/n)
2
n
. Rayon de convergence de ) TR

n=0

(n+1)2 2" 2 g
Pour Cr, - —,
ze n2 || 2n+1 B
. Rayon de convergence de > "nl2".
n=>0

Pour z € C*, ,donc R =e.

— ez
n

donc R = 2.

(n+1)![z"*
n!lz|"
Bon, pour cet exemple, pas besoin de d’Alembert, on a directement que si z # 0, nlz"™ 4 0...
nt+nd+1

2yn+3

Pour z € C*, — +o00, donc R =0.

. Rayon de convergence de » " a,,2" avec a, =
n=0

a1 2"

Dans cet exemple, mieux vaut passer par un équivalent : pour z € C*, ,donc

N|Z

|an] |2]"
R=1.
2
n 7 . o .
. Rayon de convergence de E 2—”,22” (série entiere lacunaire).
n=0
(n+1)2 [z 22n |2
* —_— =

Pour z € C*, peTmETE -5 donc R =+/2
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Zn
8. Rayon de convergence de Y =
n

n=0

Pour z = —1, la série est semi-convergente. Donc R = 1.
On aurait aussi pu appliquer le critéere de d'Alembert.

@ CCINP 20 - Rayons de convergence

Solutionde 2 :

CCINP 20 - Rayons de convergence

1. Voir cours.

2. (q)

(o)

(c)

12
Notons R le rayon de convergence de Z E;’L))‘z%“ etposons:Vn € N,Vz € C, up(z) =

Pour z =0, > u,(0) converge.
n+1

Unt1(2) | |z|2. Donc  lim
Un(2) dn + 2 n—+o00

D’apres la regle de d’Alembert,

Pour |z| < 2, la série numérique Zun(z) converge absolument.

Pour |z| > 2, la série numérique diverge grossierement.

On en déduit que R=2.

Notons R le rayon de convergence de » n(")"2" et posons : ¥n € N, a, = n(~D".
Ona,Vn € N,Vz € C, |apz"| < |n2"| et le rayon de convergence de la série entiere

an” vaut 1.
DoncR>1. (%
De méme,Vn € N*,Vz € C,

Un+1 (Z)
Un(2)

Pour z #£ 0,

;. 1
"| < |an2"| etle rayon de convergence de la série  ~ —z"
n=1

—Z
n
vaut 1.

Donc R< 1. (*

D'apres (*) et (**), R = 1.
Notons R le rayon de convergence de Z cosnz"et posons :vVn €N, a, = COsn.

Ona,VneN,VzeC, l|a,2"| < |2"| et le rayon de convergence de la série entiere Zz”
vaut 1.
Donc R>1. (%

Pour z =1, la série ) ~cosnz" = cosn diverge grossierement car cosn /4 0.

n—-+o0o
Donc R< 1. (*)
D'apres (*) et (**), R = 1.

@ CCINP 21 - Rayon de convergence

Solution de 3:

CCINP 21 - Rayon de convergence
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2. Puisque » _a,1" diverge, R < 1.
Puisque (a,1™) est bornée, R < 1.
Donc R =1.

—1\n 1 . s . N n s s .
3. (\/ﬁ)( D" In (1 + ) est une suite équivalente & (y/n)(~1)"~1 donc bornée en séparant n pair

NG
ouimpairet 3~ (V) ™" In (1 +

! ) diverge grossierement donc R = 1.

7

@ Oral Mines Déterminer le rayon de convergence de ) a,2" oU a, est le n-iéme chiffre du
développement décimal de /3.

Solution de 4 : Oral Mines
Comme (a,,) est bornée R > 1.
Mais a,, /4 0 (car /3 ¢ D), donc R < 1.
Finalement, R = 1.

@ Oral X Soit R le rayon de convergence de Z anz". Déterminer en fonction de R le rayon de
convergence R de ) "a}2".

Solution de 5 : Oral X
Si|z| < R, an|?|2" = 0 donc |an| /]2]" — 0 donc /2] < R et |z| < R? donc R’ < R2.
PUis si || < R, an2" — 0 donc a22?* — 0 donc |z|* < R’ donc R’ > R?.
Finalement, R’ = R2.

@ Soit R, R/, R" le rayon de convergence de > ana™, > aga™ €t ) ag,12”™ . Montrer que
R = min(R’, R").

Solution de 6 :
En séparant les termes d'indice pair ou impair, on frouve R > min(R’, R").
Si |z2| > R, ily a divergence grossiere de Zagnzzn, donc ag, 4 0donc a, /A 0donc |z| > R et
R' > R.De méme, R” > R.
Autre argument possible : en remarquant qu'en posant b, tel que b,, = a,, Sin pair et 0 sinon, on
a |b,| < |ay|, on obtient R > R et de méme on montrer que R” > R.
Finalement, R = min(R’, R").

CCINP 15 - Convergence normale et série entiere

Solution de 7 : CCINP 15 - Convergence normale et série entiere

1. Voir cours.

2. Voir cours.
n? . Onil n+1 . Ap+1

3. Onpose,VneN, a, = —.Vn e N¥, = ——.Donc lim =0.
n! (7% n n—+o00  Qp

2
, . ;. N n P N
5 0.
On en déduit que série entfiere ' ™ a un rayon de convergence egal a +
n:
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Cette série entiere converge donc normalement sur tout compact de C.

En particulier, cette série entiere converge normalement et donc uniformément, d'apres 2.,
sur tout disque de centre O et de rayon R.

8 CCINP 18 - Modes de convergence et continvité

Solution de 8 : CCINP 18 - Modes de convergence et continuité

1. La série de fonctions étudiée est une série entiére de rayon de convergence R = 1.
Enx =1, il y a convergence par le critere spécial des séries alternées.
En x = —1, la série diverge (série harmonique).
Onadonc D =]-1,1].
—1)"g"
n

2. (Q) Yz €D, uy(z) = (7

1 1 ..
lunllg = SUP |un(z)| == et > — diverge.

z€]—-1,1] n>1

—1)"
Donc EV" nne converge pas normalement sur D.
n
n=1

1" . , . .
E ! 2™ ne converge pas uniformément sur D non plus car, sinon, on pourrait em-
n
n=1

ployer le théoreme de la double limite en —1 et cela entrainerait la convergence de la
- 1 .
série >~ —, ce qui est absurde.
n

n=1
(b) En tant que somme d'une série entiere de rayon de convergence 1, S est continue sur
=110 (%)
Pour étudier la continuité en 1, on peut se placer sur [0,1] .

Vx € [0,1], la série numérique Zun(:n) satisfait le critere spécial des séries alternées ce
n=>1
qui permet de majorer son reste.

+oo n+1
x . . . ,
Ona,Vz € [0,1], ) Eﬂuk(:z:) < |upt1(z)| = i < i (majoration indépendante
=n

de z)
. 1
Ef, lim =0
n—+oon + 1

Donc, Zun converge uniformément sur [0, 1].

n=1
Les fonctions u,, €étant continues sur [0, 1] , la somme S est alors continue sur [0, 1].
Donc, en particulier, S est continue en 1. (xx)

Donc, d'apres () et (xx), S est continue sur D.

@ CCINP 47 - Rayon de convergence et somme

Solution de 9 : CCINP 47 - Rayon de convergence et somme
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n,.2Nn 3nx2n
et pour fout réel z, on pose u,(z) =

1. On note R le rayon de convergence de Z

n
n>1
3 2
Pour = non nul, Un+1(T) | _ | 3n |322|.
Up () n+1 nS o0
Donc, d'apres la regle de d’Alembert :
: o g 1 ng?n
Si |3x2\ < 1 c'est-a-dire si |z| < —= alors Z ° converge absolument
\/3 n=>1
1 3ng2n
et si [32%] > 1 c’est-a-dire si x| > — alors » diverge.
\/§ n>1
Loy 1
On en déduit que R = —.
V3
1 +oo 3n 2n
On pose:Vxe] — [ S(z) =
V3 V3 = n
+oo n
Ona:Vze ] [
ol S =L
+00 "o
Or, d'apres les déeveloppements en séries entfieres usuels, on a: VvVt € |-1,1], Z — =—In(1-1%).

Ainsi:Vx €

1 1
|, 5(x) = —In(1 — 322).
5 | 8@ =~ in(1 — 322)
2. Notons R le rayon de convergence de ) _ a,z”.
On considére les séries Z Ao 12" Z 4rg?n ot Z Aozt = Z srtlgntl

Notons R, le rayon de convergence de ) ~4"2”" et R, lerayon de convergence de » 571z,
Le rayon de convergence de » 2" vaut 1.

Or, Y dama® = (42®)".

Donc pour |[422| < 1 c'est-a-dire |z| < = 24" 2n converge absolument
N 1

et pour [4z2| > 1 c’est-a-dire |z| > 5 24%2” diverge.

On en déduit que Ry = —
1
N
> anz™ étant la série somme des séries > agna™ et Y ag112”T!, on en déduit, comme
1

Par un raisonnement similaire et comme ) " 5" 122+ = 52 Z(5x2)”, on frouve Ry =

Rl 7£ R2; C|U€ R = mlﬂ(Rl,RQ) =

V5
D'apres ce qui précéde, on en déduit égolemen’r que :
+o00 400
1 1 1 5%
Vae —\/g,\/g[,S(x)—nZ:Oanm nzo +53:Z (52?) 1—4w2+1—5x2'

m CCINP 23 - Série dérivée et classe C!

Solution de 10 : CCINP 23 - Série dérivée et classe C!
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1. Pour z # 0, posons u,(z) = ayz™ et v,(z) = (n + 1)ap+12™.

On pose ¢ = lim [l
n—00 ]an‘

ona, alors, fim ot @ _p ot iy D@l )
n—=00  |up ()| n—co v ()]

On en déduit que le rayon de convergence des deux series entieres Z apx" et Z (n+ 1apyi1z"
vaut R=1/¢ (avec R =+oco dansle cas{=0et R=0dansle cas ¢ = +x).

2. Soit R le rayon de convergence de Zanm”.
Onpose, Vn e NVz € |-R, R, fo(z) = apa™.
Soit r € [0, R[. On pose D, = [—r,7].
i) Z fn converge simplement sur D,..
i) Vn €N, f, estde classe C! sur D, .
i) D'apres 1., Z f1 est une série entiere de rayon de convergence R.

Donc, d'apres le cours, Z f1 converge normalement donc uniformément sur tout compact

inclus dans |—R, R[, donc converge uniformément sur D,..
—+00

OnendéduitqueVre[0,R], S:x+— Zanx” est de classe C! sur D,.

n=0

Donc, S est de classe C! sur ]—R, R].
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1)

+ n
, . . X

1. Déterminer le rayon de convergence R, puis calculer sur | — R, R|, E n?z" et E —5-
n

1 1 1 , .
2.Sin>1,onposeh, =1+~ sttt Déterminer le rayon de convergence r de Y _ hya”
n
>1
+o00 "
et calculer pour z €] —r,7[, Y hpa"
n=1

Solutionde 11 :

e Partons d’'une série entiére simple et plutét célébre :

+o0o 1
A —-1,1 "=
zel-1,1] ,§$ —

On peut dériver ou primitiver autant qu’on veut. Par exemple :

Ve €] —1,1] Zi —In(1 — )

Vo el —1,1] an 1—x)2

Et ainsi de suite...

e On prend vite I'habitude de « bricoler » si on n'a pas exactement la forme voulue pour les
séries entiéres que I'on veut calculer :

+o0o
Vo e] —1,1] Zn%"—
n=0

+oo$n
Vr €] —1,1] Zﬁ:
n=0

e Il n'y a pas que la primitivation et la dérivation : les opérations algébriques (combinaison
linéaire, produit) sont aussi bien utiles. Par exemple, définissons, sin > 1,

1 1 1
h:l el —_— o .. p—
n +2+3+ —i—n

Alors le rayon de convergence de Z h,z" estr =1 et on calcule
n>1

Ve €]l —r,r| Zh 71_1:)

1—=x
Remarquons que, pour tout n, h, > 1. Donc r < 1 (la série Zhnln diverge grossierement,

donc 1 n'est pas dans le disque ouvert de convergence). Mais aussi, pour fout n > 1

h,<nx1l=n
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(majoration d'une somme par le nombre de termes multiplié par le plus grand d'entre eux).
Donc r > 1 (en effet, si |z| < 1, hya" — 0 par croissances comparées, donc |z| < r).
n—-+0oo

Notons que I'équivalent célebre h, ~ Inn n'est pas nécessaire ici : tres souvent, la détermi-
nation d'un rayon de convergence est assez grossiere.

1 e s . .
Posons, pour toutn € N, a, = 1 et,sin > 1, b, = —. On définit aussi by = 0. On a construit ces
n
deux suites pour avoir, en posant hg =0 :

VvnelN  h, = Z by

On peut alors appliquer le théoreme sur le produit de Cauchy :
+oo +0o0 +0o0
Vo €] —1,1] Z hpa" = (Z bn$"> (Z x”)
n=1 n=0 n=0

d'oU

Vr €] —1,1] Zhnzn '?(1;“")

@ Une condition suffisante de continuité sur le disque fermé Sile rayon de convergence

de ) anz” est R, si R €]0,+oc], et si Y |an|R" converge, montrer que f : x — Y anz” est
n=0
continue sur [-R, R].

Solution de 12 : Une condition suffisante de continuité sur le disque fermé
Il'y a convergence normale sur [—R, R).

@ Une fonction non DSE dont la série de Taylor a un rayon de convergence infini

. 1
1. Montrer que f, prolongement par continuité de x — exp <_352> en 0, est de classe C* sur R.

2. Montrer que la série de Taylor de f a un rayon de convergence infini.
3. Montrer que la fonction f n'est pas développable en série entiere.

Solution de 13 : Une fonction non DSE dont la série de Taylor a un rayon de convergence infini
Notons en effet f cette fonction. On a vu que f était de classe C*°, et que, pour tout k € IN,

M) =0

Si f est développable en série entiere sur | — r,r[ (r > 0), alors elle est somme de sa série de Taylor
sur cet intervalle, c'est-a-dire
Vo €] —rr| f(z)=0
ce qui est manifestement faux. Donc f n'est pas développable en série entiere autour de 0.
e —1
2

m Soit f I'application de R dans R définie par f(0) = 1 ef pour fout z € R*, f(z) =

Monftrer que f est de classe C* sur RR.
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@ En utilisant le développement en série entfiere de = — In(1 — z), déterminer la valeur de

+oo
(_1)n+1

Solution de 15 :
En effet, le TSSA nous assure la convergence uniforme sur [—1, 0] et donc la continuité en —1.

m DSE de Arcsin et Arccos : Justifier que Arcsin est développable en série entiére et donner

son développement et son rayon de convergence.
Méme question pour Arccos.

CCINP 51 - Un calcul de somme de série et DSE de Arcsin

Solution de 17 : CCINP 51 - Un calcul de somme de série et DSE de Arcsin

(2n)!

1. : " '
On pose : Vn € N,u (n!)2247(2n + 1)

Ona:vneN,u, >0.

vn e N Yt _ 2n+2)2n+1)(2n+1)  (2n+1)? 1
Tu, o (n+1)2222n+3)  8(n+1)(2n+3) +o 4’

..U 1
Ainsi, -~ = <1,
Uy n—+oo 4

Donc, d'apres la regle de d’'Alembert, > u,, converge.

2. D'apres le cours, Va € R, u — (14 u)* est développable en série entiere en 0 et le rayon de
convergence R de son développement en série entiere vaut 1 si a ¢ N.

ala—1)..(a—n+1)

Deplus, Vue|-1,1[, 1+u)*=1+ > u™.
n=1

n!
N 1
En particulier, pour o = —3 etu=—t:
1 = (D(3)- (= 2n - 1)
R=1letVte]— 11— =1+)_ ) (—t)".
v1—t ot 27
En multipliant numérateur et dénominateur par 2.4....2n = 2™"n!, on obtient :
+o0
1 (2n)!
vt €] —1,1], =1 "
] | V91—t * T; (27n!)?
+oo
. 1 (2n)!
Conclusion: R=1etVt €] —1,1], = t".
usi €] - 1,1 T HZ;) (2n!)?
3. D'aprésla question précédente, enremarquantque iz €]—1,1[< t = 22 € [0, 1] et [0, 1[C]-1,1],

il vient :
Vo e] —1,1] ! io GO avec un rayon de convergence R =1

zel — 1,1, —= T = 1.

V1 — 22 e (2"7@')2
1

Arcsin est dérivable sur] — 1, 1] avec Arcsin’ : & — ——— .
] - 1,1] —

D’apres le cours sur les séries entieres, on peut intégrer terme a terme le développement en
L. . 1 ,
série enfiere de © — ——— ef le rayon de convergence est conserve.

V1—22
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De plus, on obtient :

+
= (2n)! 2+l

v — 1,1, Arcsinz = Arcsin(
v E] { v TjLZ 2"71' (2n+1)

avec un rayon de convergence

R=1.

4. Prenons z = = €] — 1,1[ dans le développement précedent.

N

On en déduit que Arcsin (1) = io (2n)! 1
) 2)  Z2r(nl)?(2n 4 1) 22n

’ o /1 (2n)! ™
C'est-a-dire, en remarquant que Arcsin <2> g on obtient Z 222 (2n 1) 3

EB CCINP 2 - DES; DSE et DL

Solution de 18 : CCINP 2 - DES; DSE et DL

3,
x+1 (x

1. Enutilisantles méthodes habituelles de décomposition en éléments simples, on frouve : f(x) =

L 1 1 , . o
2. D'apres le cours, © — et r — ———— sont developpables en série entiere a I’ origine.

x+1 (x+1)2

D I W 1,1 1 ISl 1
e plus, on a el-1,1], — = —1)pn
P re]-L1[ = X ()"
1 T L . .
Et, Vo e ]-1,1], i = 3 (—1)"Hpg"—1 ( obtenu par dérivation du développement pré-
€T n=1

cédent).
On en déduit que f est développable en série entiere en tant que somme de deux fonctions
développables en série entiere.

EtVze]-1,1], f(z) =3 i(—l)”x” + 42(—1)”(71 + 1)z™

“+00
Cest-a-dire 1V € |-1,1], f(z) = Y _(4n+T7)(~1)"a".
n=0
Notons D le domaine de validité du développement en série entiere de f.

D’'apres ce qui précede, |-1,1[ C D.

Notons R le rayon de convergence de la série enfiere Z(4n +7)(—1)"z".

D'apres ce quiprécede R > 1
Posons, pour tout entier naturel n, a, = (4n + 7)(—1)".

Pourz =1letz=—1, m |a,z"| =+oodonc Y (4n+ 7)(~1)"a" diverge grossierement.

n—-+00

DoncR<1,1¢gDet—-1¢D.

On en déduit que D =]—1,1].

(a) Soit 3~ a,a™ une série entiere de rayon R > 0.
On pose, pour tout z € |-R, B[, g(z) = Y apa™.

n=0

D’apres le cours, g est de classe C* sur |—R, R|.
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De plus, Vz € |-R, R],

+oo +o0o
= Znanxn_l = Z(n + 1Dap+12"
n=1 n=0
+oo +oo
J"(x) = Z n(n + Dapp12" L = Z(n + 1)(n + 2)apt0z™.
n=1 n=0

et, parrécurrence, on a:
+0o0 +0o0

|
VpeN,Va €]-R,R[ ¢P(z) = Z(n +1)(n+2)...(n+ p)apipr" = Z (n +'p)'an+px”.
n=0 n=0 s
Ainsi, pour tout p € N, ¢ (0) = pla,,.
o g®(0)
C’est-a-dire, pour toutp € N, a, = o
(b) f estde classe C* sur]—1,1].
3

Donc d’apresla formule de Taylor-Young, au voisinage de 0, f(x Z " ‘ xp+o ) (%)

=0 P

L ) f®)(0) . o - ,
Or, d’apres 3.(a), pour tout entier p, ; est aussi la valeur du p® coefficient du déve-
p:
loppement en série entiere de f.
s - F#)(0)

Donc, d’'apres 2., pour tout entier p, o =Ap+T)(—1)P. (%)

3
Ainsi, d’apres (x) et (xx), au voisinage de 0, f(x) = Z(4p + 7)(=1)P2P 4 o(z?).
p=0
C'est-a-dire, au voisinage de 0, f(z) = 7 — 11z + 1522 — 1923 + o(z3).

m CCINP 22 - Rayon de convergence d’'une somme

Solution de 19 : CCINP 22 - Rayon de convergence d’'une somme

1. Voir cours.
G
2. Pour , = ",
ol < LiIn(l4+2)=) -
n=1
1 IXon
— - n
Pour |z < 5. In(1 — 22) = Zl —a”.
n=

(_1)71—1 _9n

D'aprés 1., le rayon de convergence de »
n

n=1
Donc le domaine de validité du développement en série entiere a I'origine de f contient

11
272

Et, pour || <

1
" vaut —.
2

et est contenu dans —5,5 .

OO —
>
1 » - —1)”*1 —2n
Pour z = - :la série enfiere Z ~ % 2" converge car
n=>1

DN | =

! <
4
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1 - - —pnt—on : s
Pour z = 3 . la série entiere Z (=1) z™ diverge car elle est la somme d'une série

n=1

n

1 . , i - —1)nt
convergente (5 appartient au disque de convergence de la série entiere Z (=1) ") et
n>1

d'une série divergente (série harmonique).

1 - . (-1t —on L
Pour z = ) . la serie entiere Z 2" converge comme somme de deux séries
n
n>1

convergentes.

_1\n—1 n
En effet, d'une part, Z & (—i) converge car —% appartient au disque de conver-
n
n=1

» - —1)nt
gence de la série entiére > EV o
n>1 n
D'autre part, Z —— <—> = —Z converge d'apres le critere spécial des séries
n>1 n>1

alternées ( la suite ( Jnen+ €5t bien positive, décroissante et de limite nulle).

m CCINP 32 - Solution DSE d’'une EDL

Solution de 20 : CCINP 32 - Solution DSE d'une EDL

1. Soit Z a,x" une série en’riere de rayon de convergence R > 0etdesomme S.

+00 400
Pourtoutz € |[—-R Z anz”, S'(x Znanm et §"(x) = Zn(n — Daya™ 2 = Z (n+ )nay-
n=2 n=1
+o0o
Donc z(x — 1)5"(x) + 325" (z) + S(z) = Z (n+1)%an — n(n+1)ans1)
n=0

Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiere, la fonction S est solution
sur |—R, R[ de I'équation étudiée si, et seulement si, Vn € N, (n + 1)%2a, — n(n + 1)ays1 = 0.
C'est-a-dire : Vn € N, nap11 = (n+ 1)ay,

Ce quirevient & :Vn € N, a,, = na.

Le rayon de convergence de la série entiere Z nz" étant égal a 1, on peut affirmer que les
fonctions développables en série entiére solutions de I'équation sont les fonctions :

= d 1 a
r—ap Y nz' =ar— < > = M yéfinies sur]—1,1[, avec a; € R.
vt dz \1-—=z (1—x)2

2. Notons (E) I'équation z(x — 1)y” + 3zy’ +y = 0.
Prouvons que les solutions de (F) sur ]0; 1] ne sont pas toutes développables en série entiere
a I'origine. Raisonnons par I'absurde.
Si tfoutes les solutions de (E) sur |0; 1[ étaient développables en série entiere a I'origine alors,
d'apres 1., I'ensemble des solutions de (E) sur |0; 1] serait égal a la droite vectorielle Vect(f)

ou f est la fonction définie par VvV € ]0,1[, f(z) = S

Or, d’apres le cours, comme les fonctions z — z(z — 1), x — 3z et x — 1 sont continues
sur o, 1[ et que la fonction x — z(x — 1) ne s’annule pas sur |0, 1[, I'ensemble des solutions de
(E) sur]0,1[ est un plan vectoriel.

D'ou I'absurdité.
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@ CCINP 24 - Calcul d’'une série entiere et classe C> d'une fonction

Solution de 21 : CCINP 24 - Calcul d'une série entiére et classe C> d’une fonction

n

1. Notons R le rayon de convergence de la série entiere Z (; i
n).

n

(2n)!”
Upa1 . ||

= Iim =0.
Unp n—+o0 (2n +2)(2n + 1)

On en déduit que la série entiere Z % converge pour tfout z € R et donc R = +o0.

Pour x # 0, posons u,, =

lim
n—-+oo

+oo 2n
2. Vz e R, ch(z) = Z én)' et le rayon de convergence du développement en série entiere
n=0 ’
de la fonction ch est égal d +oc.
3. (a) Pourz >0, on peut écrire x =2 et S(x) = Ji LA io e = ch(t) = chy/z.
= (2n)! = (2n)!
Pour z < 0, on peut écrire » = —t? et S(x) = io A Ji (e Ccos(t) = cosv—zx
-onp - T2l T & 2l - '

(b) D'apres la question précédente, la fonction f n'est autre que la fonction S.
S est de classe C* sur R car développable en série entiére a I'origine avec un rayon de
convergence égal d +oo.
Cela prouve que f est de classe C* sur R.

2
. . . ;. N n
@ Déterminer le rayon de convergence puis calculer la somme de la série entiere E 2795”.
n=0

Solution de 22 :
Par d'Alembert, R = 2 (ou parce que le rayon de convergence de anx" vaut 1).

Puis n? = n(n—1)+n donc f(2z) = :BZJff n(n — 1)x”_2+x§ na" "t = 20> I 2tz
= = — n:1 - (1 _ x)3 (1 . m)2 - (1 _ a:)3'
272 + 4z
Donc pour tout z €] — 2,2, f(z) = R

@ Déterminer le rayon de convergence puis calculer la somme de la série entiére

2 e Dmin

n=>2

Solution de 23 :
Par d'Alembert, R = 1 (ou parce que le rayon de convergence de

~ )

_n
(n—1)(n+2)
Puis décomposition en éléments simples.
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m Une application des séries génératrices En utilisant des séries entiéres, déterminer le
terme général de la suite de Fibonnacidonnée par Fy = 0, F; = 1 etpourtoutn € N, Fy, 1o = F,+Fp 1.

Solution de 24 : Une application des séries génératrices
Soit la série entiere Z F,z".Sous réserve d'un rayon de convergence R > 0, on a pour z €] — R, R,

+oo +oo +o0o
Z Fpiox"t? = Z Fpa"t? + Z Fopx™? donc f(z) —x = 22f(z) + o f(x) soit (22 +z —1)f(z) = —x et
n=0

n=0 n=0

=0 . =
f(x)_il_x_lz lorsque 1 — z — x* # 0.
1 1 1 1 1-— )
Par DES, f(z) = 7 (1 o 1o 1/1%) avec ¢ = +2\/5 ety = > et on a bien un rayon
+o0
1 1
de convergence > 0, puis f(z) = — " — —¢™ | 2" : on refrouve par unicité I'expression des
g puis f(z) = (\/gso 7 ) P P

n=0
termes de la suite de Fibonacci.

Autres exercices

@ Déterminer les rayons de convergence des séries entieres

1) (sinn)z" chn 9.3 sin (rv/n2+1) 2"

2. 3~ ) n4n n
232/ 6. 3 Vol 10.2( ! )z"

M, (VLD 5 () Yo (L)

n>1

n=1 n=1
sin
on 8. Znﬁz" 12. Z("n+ —’C/ﬁ)z”
n>1 n n>1 n>1

Solution de 25 :

1. La suite (sinn) est bornée, le rayon de convergence de Z(sm n)z" est donc > 1. Mais elle
ne converge pas vers 0, le rayon de convergence est donc < 1. Pour montrer que la suite
(sinn) ne converge pas vers 0, on peut par exemple utiliser la formule de développement de
sin(n+ 1), comme sin1 # 0 on obtient que (cosn) convergerait aussi vers 0, ce qui contredit
cos?n +sin®n = 1.

2.s5iz#0,

4 n
37(1 4 2/n)" 2" ~ &2 (‘g)

qui donne un rayon de convergence égal & 3/4,

3. La suite (a,) converge vers 0. Donc le rayon de convergence est > 1. Réécrivons (fechnique
ordinaire : on met en facteur le terme prépondérant en haut et en bas) :

(=1)"

n

— V" | =In 1+(_1)n>—1ln<1+1)
o () —an (s

1+
an =1In
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(=n"

. Ce qui ne permet pas de conclure d la convergence ni a la divergence
n

Donc a, ~
de > a,, mais en tout cas > a,, ne converge pas absolument, donc le rayon est < 1.
R =1 (méme rayon que 1.)

R =1/e (méme rayon que » (chn)z" et équivalent)

R =1 (équivalent, d'Alembert)

R =1/4 (d’'Alembert)

R =1 (d'Alembert)

R =1 (équivalent)

R = +o0o (d'Alembert)

11. R =1 (suite bornée ne tendant pas vers 0)

© 0 ® N o O A

12. R =1 (équivalent)

1. Déterminer le rayon de convergence R de la serie entiere Zln <1 + ) 2" en la variable
n>1 n
reelle x.

2. La série converge-t-elle pour les valeurs R et —R de la variable 2

3. Démontrer que la convergence est uniforme sur le segment [—R, 0].

4. Etudier la limite en R (0 gauche) de (R — x)S(z) ou S désigne la fonction somme de la série
entiere.

Solution de 26 :

N A . 1
1. Le rayon est, d'apres le cours, le méme que celuide > —z", (carin(1+1/n) ~ 1), donc vaut
n
1.

2. Pour 1, ca diverge (Riemann, comparaison 4 la série harmonique), pour —1 ¢a converge
(séries alternées).

3. La convergence uniforme sur [—1, 0] est donnée par la majoration du reste dans le théoreme
sur les séries alternées.

4. Sixz € [0,1], les séries écrites ci-apres convergent toutes, on n’a donc pas besoin de passer
aux sommes partielles :

(1-)S(@) = _(In(L+ %))w” = _(In(1+—))a"*!
=,
n=1 n=2
+o0o
= (In2)z+ Y (IN(1 + =) —In(1 + ——))a"
n=2
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o . 1 1
(On a fait ici une transformation d’Abel). Notons b,, = In(1 + n) In(1+ n—) La série > |by|

, . , . 1
converge (série télescopique), donc Z (In (1 + ) —In (
n
n=2
lement, donc uniformément, sur [0, 1]. Ce qui montre que

1
1)) z"" converge norma-

+oo| 1 | 1 . +oo| 1 l ) ) |
;(n(wn)—n(un—l))x — ;(n(un)—n( L)) = —in2

On obtient donc que (1 — x)S(x) —— 0 ce qui n'est pas frés surprenant : on pourrait avoir

r—1
+00 1
I'intuition que S a «le méme comportement » au voisinage de 1 que E —z", c'est-a-dire
n
n=1

—In(1 — z), ce qui est démontrable mais en utilisant les e.

t
Développer en série entiere la fonction ¢ — / sin(u?) du.
0

Solution de 27 :
Opérations sur les séries entieres :

—+00
u4n+2

VueR  sin(u?) =) (-1)"5——du
o (2n+1)!
t . 9 +o0 t47’b+3
VtER /Osm(u )du:;(—l) TESETCTEE
400 m
m Oral CCINP Montrer, pour tout ¢ € [~1,1], Z— —In(1 —¢).

Solution de 28 : Oral CCINP

Sur| —1,1], c’est du cours, qu’on retrouve éventuellement par primitivation du DSE de 1 L
— X

. En

s . t?’L
—1, on trouve le résultat en montrant la convergence uniforme de Z(t — —) sur] —1,0] ou sur
n

[—1,0] au choix. Dans le premier cas, on appliquera alors le théoreme de la double limite, dans
le deuxieme la transmission de la continuité. La convergence uniforme se montre en utilisant la
majoration du reste dans le théoreme sur les séries alternées.

Soit (a,)n>0 UNe suite de réels positifs, décroissante, ayant pour limite 0. Démontrer que la

série entiere Z(—l)"anx" a un rayon de convergence supérieur ou €gal a 1, et que sa somme
n=>0

est continue sur le segment [0, 1]. En partant des développements en série entiere de In(1 + z) et

Arctan z, en déduire les égalités suivantes :

Ly oLyl T
2 3 4 35 7 4
C’est la maniere la plus commode, avec le programme, d’aboutir a la somme de la série harmo-

nique alternée. Il est donc intéressant de savoir faire cette démonstration.
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Solution de 29 :
Par théoréme spécial sur les séries alternées, > (—1)"a, (1)™ converge. Donc le rayon de conver-
gence est > 1. De plus, la série > (—1)"a,z" vérifie les hypotheses du théoreme spécial pour tout
x € ]0,1]. Ce qui permet, d'une part de définir, pour tout = € [0, 1],

“+o00

R, (z) = Z (-1 *apz®

k=n+1
et d’autre part d’écrire, pour tout = € [0, 1],
’Rn(‘r)‘ < an—&-lxn—‘_1 < Gpt1

Ce qui montre la convergence uniforme vers 0 de la suite de fonctions (R,,), ¢'est-a-dire la conver-
gence uniforme sur [0, 1] de la série de fonctions Z (x = (=1)"a,z™). Les fonctions z — (—1)"a,a™
n>0
étant continues, la transmission de la continuité par convergence uniforme conclut.
L'application de ce résultat a la suite (ay)n>1 définie par a, = 1/n (on commence an =1, ¢a
ne change rien) permet de prolonger en 1 I'identité connue

+oo
-1 n+1
Vo € [0,1] IN(1+x) = Z (T)la:"
n=1

d’ou la somme de la série harmonique alternée. Pour I'autre série, on dit que, de méme, I'identité

oo p2ntl
Ve e[0,1]  Arctan(z) = E (="
o 2n+1

se prolonge par continuité en 1 (si on tient & se ramener scrupuleusement aux hypotheses précé-
dentes, on peut tout diviser par z, poser y = y/z, etc...mais il est plus naturel de remarquer que le
raisonnement utilisant le théoréme spécial marche aussi bien dans ce cas particulier.

ina -
Oral TPE Ecrire / T2 dx sous forme d’'une somme de série.
0 — T

Solution de 30 : Oral TPE
Les intégrations par parties font tourner en rond...Il faut d’abord montrer I'existence...Du cété de

0, par exemple :
Inz

1
—z| =0 |Inz] = 230 <a:1/2>

qui montre I'intégrabilité sur 10, 1/2]. Puis du coté de 1, la fonction est prolongeable par continuite,
car

1

Ne=IN(1+(z—1)) ~ 2z —1

Ensuite, on peut écrire, si x € [0, 1],

= xr xr
1—2x o
Onnote ¢, : =+ 2™ Inz etf, par parties :

1 . 1 1n 1
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Le théoreme d'interversion s'applique alors, et donne

L ng +001
de = =
| =Y

n=1

. L .y Uintin(1 —t . . ,
@ Ecrire comme somme d'une série simple I'intégrale / i) dt apres avoir prouve son
0

existence.

Solution de 31 :
En 1, prolongement par confinuité. En 0, —Int est un équivalent, d’ou I'intégrabilite en disant par
exemple que c’est négligeable devant 1/z'/2. Puis on utilise le DSE de In(1 — z) et une interversion
série-intégrale avec le théoreme habituel.

+oo n,.n
7. ‘n - Z
@ Trouver le rayon de convergence de la série entiere E (()')2 On note f(x) sa somme.
n.
n=0

+o00
Existence et calcul de / e T f(t)dt, siz >0%.
0

Solution de 32:
Avec, par exemple, la regle de d’Alembert, on frouve que la série converge toujours. Donc le
rayon de convergence vaut +oo. Soit maintenant z > 0; on q, pour tout ¢t > 0,

400 nan
efxtf(t) — Zefmt (_1) t

o (n!)2
Définissons donc, sur [0, +o00ol, ¢, (n € IN) par
e
Pn(t) =e NCICE
comme |o,(t)| = , ?r <;> ¢, est continue intégrable (comparaison a I'exemple de Riemann)
—400

sur [1, +oo[, donc sur [0, +oo]. Z ¢n, converge simplement sur [0, +oo[, SO somme est continue (on la

n
connait). On calcule par intégrations par parties successives :

1
nlyntl

N1(¢n) =

qui est le terme général d'une série convergente (encore d'Alembert par exemple. Mais on peut
dire que c’est une série exponentielle). On conclut que t — e2t f(t) est intégrable sur [0, +oo], et

que son intégrale est
+oo +oo —+o0 1
/ ety dt =Y / onlt) dt = eV
0 0”0

@ Pour chacune des séries entieres suivantes, preciser le rayon de convergence et calculer

la somme au moyen des fonctions usuelles.
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. Z n3zn 4 " Z?m 400 "
= r; @) 7. ;0 &l 9. Zzonsm(ne)
n3 + 2 n n\n _n ] -
2. I 5. ((B+2(-1)")"x 10. ) (sinn)z"
n=>0 n=0 i n=0
2" (~1)" yn ~ "
3. %; Y 6. Z(:) n~V" 8. 7;) - sin(nd)

[ oxe|dwoD 8] Jasijiin PUNOd UO ‘XNa,p un,| INOd

Solution de 33 :

1. Z n3z" : Rayon de convergence : 1. Le plus rapide est de décomposer
n=0

XP=aX(X-1D)(X -2)+B8X(X 1) +7X +6

(prenant les valeurs en 0, 1, 2, on obtient § = 0, puis v = 1, puis 8 = 3, enfin a = 1 en égalant
les coefficients dominants. Donc

nd=n(n—1)(n—2)+3n(n—1)+n

—+00

+o0
1 1
A~ n _ . n*l _ yax) . . . e
Or on connait E M= (si |z] < 1), E nz BRCETE (dérivation si la variable réelle,
n=0 n=1
+o0 9
produit de Cauchy si la variable est complexe), E n(n —1)z""2% = TEE etc...
—Z
n=2

542
2.y o T 2" On écrit n® = n(n — 1)(n — 2) + 3n(n — 1) + n comme plus haut, pour avoir des
mn.
n=0
simplifications avec la factorielle du dénominateur.

3. Z o : On décompose en éléments simples ou on dérive (il vaut mieux supposer la
= n(n + 2)
variable réelle).

n

4.3 (;m' :Siz > 0, on frouve ch(yz). Siz < 0, on frouve cos(y/—z).
n>0 :

> Z ((3+2(—1)")"2" : On sépare les termes pairs et les termes impairs.
n=0

6. > n=V"2™ : On sépare les termes pairs et les termes impairs.
n=>0

3n
7. Z )] (Mines) : Le rayon de convergence est infini (critere de D' Alembert si on tient a parler
n):
n=0
de séries, croissances comparées si on parle de suites bornées). De méme que la considéra-
3n
z

tion des dse de exp(z) et exp(—=z) permet de calculer Z on peut avoir I'idée d’écrire

(2n)!"
n=0
les dse de exp(z), exp(jz) et exp(j?z). Chacun de ces dse peut se scinder en 3 paquets
suivant la congruence modulo 3 de I'indice (les paquets convergent sans probleme). En

i ) 1 : 4
ajoutant, on trouve le résultat, 3 <€z +el* + e722>.
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+00
8. Z x—'sin(ne) (Mines) : Rayon de convergence infini encore...mais Ia, pas par D' Alembert.
n

n=0

Les croissances comparées et les suites bornées marchent bien. La notation x incite a penser
que la variable est réelle, on fait donc apparditre la somme comme partie imaginaire de

+00 n
" . , ) :

> —e qui est I'exponentielle de z¢*. On frouve donc
n

n=0 "
%Y sin(zsin )

Si jamais x était complexe non réel, on devrait commencer par écrire

sin(nd) = 2i (@i”'9 _ e—inG)

7

+00 n
9. E x—sin(ne) (Mines) : Commengons par remarquer que le rayon de convergence est > 1.
n

n=0

Visiblement, pour § multiple de , il est infini. Supposons ici aussi x réel. On passe alors par
la dérivation : par théoreme de dérivation des séries entieres, sur | — 1,1[ la somme a pour
dérivée

+oo
> 2" sin(no)

n=1

On est donc ramené a calculer la partie imaginaire de

—+o00
2 :xnefme
n=0

Or cette série est géométrique...

10. Z (sinn)z" : C'est la partie imaginaire d’une série géométrique si z € R, sinon passer par une
n=0
formule d’Euler.

m Premiere question d'un probléme des Mines!

Démontrer que la fonction z — exp(exp z) est développable en série entiere sur R.

Solution de 34 : Premiére question d'un probléeme des Mines!

On écrit
=1 X [ ppar
exp(expz) = Z ﬁem - Z Z nl !
n=0 n=0 \ p=0 - P

n! p! )(n,p)EIN2

Cette écriture permet, enremplacant z par |z

, d'obtenirla sommabilité de la famille <

donc de pouvoir intervertir, ce qui conclut.

@ Développer en série entiere, si c’est possible, les fonctions suivantes. Préciser le rayon de

convergence.

1. z+— (14+2)In(1+2z) 5 IN(1 + )
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3. z+—In(1+ z 4 z?) (une petite astuce permet d’obtenir des calculs simples)
4. z —> Arcsin® z en utilisant une équation différentielle liant la dérivée et la dérivée seconde.
5. z+—>sin’z sans, quasiment, faire de calculs.

m Oral TPE - dénombrement et série génératrice

Pour n € IN*, soit d,, le nombre de permutations sans point fixe de {1,...,n} (appelés dérange-
ments). On convient dy = 1.

1.

dpx™
Montrer que le rayon de convergence de » ~ — —est> L.

n

2. Pourn € NN, prouver : n! = Z <n> dp—.

k
k=0
3. Sizestd 111 calculer 68 S 7" ot en déduire - d, — S~ L
. Sizestdans] -1, [,cocuerenz_% - et en déduire : n_n.kzo B

4. Déterminer la limite de d—? Interprétation 2
n:

Transformation d'Abel et théoreme d’Abel - voir aussi CCP 2005

Soit Z apz" une série entiere de rayon de convergence R (on suppose que R est un réel stric-

—+00

tement positif). Soit zg un nombre complexe de module R, tel que la série Zanz{f converge. On

n=0

veut démontrer qu'alors la série > a,, 2z converge uniformément sur le segment [0, ).

1.

2.
3.

On se place dans le cas oU zyg = R = 1. Justifier I'existence, pour tout entier naturel n, de

+oo
Pn = Z Q.-

k=n+1
Soit z un élément du segment [0, 1]. Pour tout entier naturel n et tout entier naturel non nul p,
n+p n+p—1
démontrerque Y apat = ppa™ T —ppipa™ P+ Y ppa’(z—1) (remarquer que ag = pr_1—pr)-
k=n+1 k=n+1

+00 +oo
En déduire que Z apz® = ppa"tt + Z pra®(z — 1)
k=n+1 k=n+1
En déduire la convergence uniforme de > a,z" sur le segment [0, 1].

Démontrer que le cas général peut se ramener au cas précédent.
Soit § un élement de R \ 27Z. On rappelle (cela se demontre a I'aide d’une transforma-

cosnb cosnb
n

+oo
converge. On considére la série entiére » 2".Son

+o0
tion d’Abel) que la série )
n=1 n=1

rayon de convergence est donc au moins égal a 1. On note ¢ sa somme. Démontrer que,
pour tout réel ¢t € [0,1],

o(t) = —% In(1 —2tcosd + t?)
(on pourra d’abord calculer ¢/'(t)).

X cosnd
En déduire, en utilisant le résultat du 1., que Z

n=1

Calculer, de maniére analogue, S > sinnd.

n=1 n

= — In<2\sin g\)
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