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chapitreXXI
Polynomes d’endomorphismes

et de matrices, application a la
réduction

Dans tout le chapitre, (E,+,) désigne un K-espace
vectoriel ou K est un sous-corps de C.

l Polynomes d’endomorphisme et de ma-
trices

1 Rappels
P
Onavu quesiue L(E), Ae t(K), P= Y apXxFe KX,
k=0
on définit
p
s Pu)=), apuk = apidg+aiu+---+apuP
k=0
L k
o« P(A) =) arA*=aplp+arA+---+apAP
k=0
K[X] — <£(E) . N
o @y morphisme de K-algebres.

p — P

]K[X] - -/ﬂ}’l(K) .
e« Oy : morphisme de K-

P —  P(A)
algébres.
Notation

On nofe Klul = Im®, = {P(u), PeK[X]} et
K[A] =Im®4 = {P(A), Pe K[X]}.

K[u] = Vect(u"), .y €f K[A] = Vect(A") .y SONt des
sous-algebres commutatives de £ (E) et 4, (K) res-
pectivement.

2 Propriétés

Propriété

Si A€ M K), P e K[X] et Q e 94,K), alors
P(Q7'AQ) = Q7 'P(A)Q.

Si D = diag(Ay,...,An) et T = ef

A (%)

© A
PeK[X], alors
(i) P(D) = diag(P(A1),..., P(An))
P(Ay) (*)
(i) P(T)= e
©) TP

3 Polynomes annulateur
° Définition

Définition

P est un polynébme annulateur de u (res-

pectivement A) lors P(u) = 0y (respectivement
P(A)=0_4,xK)-

(i) Si E est de dimension finie, ue £(E), il existe qu
moins un polynébme annulateur non nul de u.

(i) Si A€ ,(K), il existe au moins un polynébme an-
nulateur non nul de A.

fg Méthode : Calcul de puissances a partir d'un
polynéme annulateur

1. On cherche un polyndme annulateur non nul P de A.

2. Pour un polyndme S € K[X], on calcule le reste de
la division euclidienne de S pour P : S = PQ+R oOU
degR < degP. C'est plutdt facile lorsque P est scindé
simple (Interpolation de Lagrange).

3. On en déduit, entre autres, pour ke IN, avec S = x¥,
Ak =R(A).

fg Méthode : Montrer l'inversibilité et déterminer
'inverse a partir d’'un polynéme
annulateur
1. On cherche un polynébme annulateur non nul P de A
avec un terme constant non nul.

2. On en déduit une matrice B telle que AB = I, (ou
BA=I,, I'un des deux suffisant) en isolant I,,.

3. Alors A est inversible, d'inverse B qui s'exprime
comme un polyndéme en A.

Q Polynomes annulateurs et valeurs
propres

Siue L(E), Ae K, xe Etelque f(x) = Ax, alors pour
tout ke N, fk(x) = A¥x. Plus généralement si P e K[X],
P(u)(x) = P(A)(x).

Si A€ Mp(K), Ae K, X € My, (K) tel que AX = AX,
alors pour tout ke N, Akx = AkX. Plus généralement
siPeK[X], P(AX=P)X.

Corollaire

Si A est valeur propre de u (respectivement A),
alors P(A) est valeur propre de P(u) (respectivement
P(A)).
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Si P e K[X] et u € ZL(E) (respectivement
A e My(K)) tel que P(u) = 0pE) (respectivement
P(A) = 04, 1)) Z(P) 'ensemble des racines de P,
alors Spu c Z (P) (respectivement Sp Ac Z (P)).
L’inclusion est stricte en général.

“ Lemme de décomposition des noyaux

Théoréme : Lemme de décomposi-
tion des noyaux

Soit ue £L(E), PQ € K[X] tel que PAQ = 1. Alors
Ker ((PQ)(u)) = Ker (P(u)) ® Ker (Q(u)).

Plus  généralement, si Py,...,Pm  sont
deux a deux premiers entre eux, alors

m m
Ker((n P; (u)) = P Ker (P; (w)).
i=1 i=1

Corollaire

(i) Si PeIK[X], Ker(P(u)) est stable par u.
(i) SiPy,..., Py sont deux a deux premiers enfre eux,
m

et P =[] P; est un polynéme annulateur de u,
i=1
m
alors E = @ Ker (P;(w)), la matrice dans une base
i=1
adaptée est diagonale par blocs.

Propriété : Caractérisation é

Si E est de dimension fini et ue £L(E), u est dia-
gonalisable si et seulement si u est annulé par un
polynéme scindé a racines simples.

(s’adapte aux matrices)

l" Sous-espaces stables par un endo-

morphisme diagonalisable

Si u est diagonalisable, F stable par u et ug I'en-
domorphisme induit, alors up est diagonalisable.

On a déja vu que les droites stables par u étaient exac-

tement les droites engendrées par un vecteur propre.

g Méthode : Sous-espaces stables par un endo-
morphisme diagonalisable

Le théoréme suivant est hors-programme : il faut le re-
démontrer lorsqu'on en a besoin.

Théoréme

Soit E de dimension finie et u e £ (E) diagonali-
sable.

Un sous-espace non nul F de E est stable par u
si et seulement s'il existe une base de F formée de
vecteurs propres de u.

En effet, si on a une base (ey,...,ep) de F formée de
vecteurs propres, les images de chacun des vecteurs sont
encore dans F et F est bien stable par u.

Si, réciproquement, F est stable par u, on peut consi-
dérer I'endomorphisme ug induit par u sur F. Comme u est
diagonalisable, ur I'est aussi et on a une base de F formée
de vecteurs propres de up donc de u.

On peut donc déterminer des sous-espaces stables
soif nuls, soit ayant une base construite a partir de vecteurs
propres.

lV Théoreme de Cayley-Hamilton

Théoréme : de Cayley-Hamilton

Le polynébme caractéristique est un polynéme
annulateur.

V Polynome minimal

On suppose E de dimension finie n.

Propriété

L'ensemble des polynébmes annulateurs de
ue Z(E) (respectivement de Ae 4y, (K)) est un idéal
de K[X] non réduit a 0 x; appelé idéal annulateur
de u (respectivement A).

Définition : Polynéme minimal

On appelle polyndme minimal de u (respective-
ment de A) I'unique générateur unitaire de cetidéal.
On le notera 7, (respectivement m4).

Propriété

Si A est une matrice représentant I'endomor-
phisme u, alors my, =7 4.

Propriété

Si d = degn, (respectivement d = degm,), alors
[idE,u,...,ud*I) est une base de Klu] (respective-

ment (In,A,...,Adfl] est une base de K[A]).

Propriété

Le polynéme minimal divise le polynébme carac-
téristique. En particulier, il est de degré au plus n.

Propriété

Les racines du polynéme minimal sont exacte-
ment les valeurs propres.

Propriété : Caractérisation 7

u est diagonalisable si et seulement si son poly-
néme minimal est scindé simple si et seulement si
mu= [[ &X-A.

AeSpu
(Idem avec les matrices)
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Si F est stable par u, ug I'endomorphisme induif,
alors my,, divise my.

u est tfrigonalisable si et seulement si u est annulé
par un polynéme scindé si et seulement si son poly-
néme minimal est scindé.

Vl Trigonalisation d’'un endomorphisme
d polynéme minimal scindé

Théoréme

Soit ue £(E) et P polynébme annulateur scindé
de u.

Alors on peut frouver des sous-espaces Fi,...,Fp
de E, stables par u, supplémentaires dans E, tels
que sur chaque Fy, I'endomorphisme uy induit par u
soit la somme d'une homothétie et d'un endomor-
phisme nilpotent (uy = ayidg, +ny).

Corollaire

Si u est trigonalisable, on peut trouver d diago-
nalisable et n nilpotent tels que u=d+n et nd=dn.

Polyndmes d'endomorphismes et de matrices, application & la réduction - page 3



	XXI Polynômes d'endomorphismes et de matrices, application à la réduction
	Polynômes d'endomorphisme et de matrices
	Rappels
	Propriétés
	Polynômes annulateur
	Définition
	Polynômes annulateurs et valeurs propres


	Lemme de décomposition des noyaux
	Sous-espaces stables par un endomorphisme diagonalisable
	Théorème de Cayley-Hamilton
	Polynôme minimal
	Trigonalisation d'un endomorphisme à polynôme minimal scindé


