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chapitreXX . , Définition : distance a une partie
Espaces Vectoriels Normes : : .
Soit (E, |I-II) un espace vectoriel norme, A une par-
tie non vide de E, x€ E.
On appelle distance de x a A le réel

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C. d(x,4) = infeead(x,@) = infeeqllx—all qui est bien
défini.

l Norme sur un espace vectoriel

Soit (E, +,-) un K-espace vectoriel.

1 Norme et distance

~ Y
Définition : Norme, espace vectoriel E — R
normé est I-lipschitzienne sur E dans
) ] x — dx, A
On appelle norme sur E toute application le sens ol

N:E — R vérifiant

Défini-positivité  : Pour tout x € E, Nx) > 0 et Vx,y€E, |dxA-dy A< |x-y|.

N(x) =0 = x=0g. C’est en particulier le cas de x— d(x,a) oU a€ E

Homogénéité : Pour tout x € E et pour fout 1 € R, avec A= l{a).

N(Ax) = [A N(x).
Inégalité triangulaire (ou sous-additivité) : Pour

WS/ 5,07 Gl NEF-IS MY 2 Normes usuelles

On dit alors que le couple (E,N) est un espace
vectoriel normé. 0 Sur K"

Définition
On définit, pour x = (x1,...,x,) € K7,
Soit (B, |I-) un espace vectoriel normé, x,y € E. Il = Z": |xk|
k=1

(i) 10gll =0R

(ii) N=2Il = llxll w2
llxll2 = =
(i) (12t~ |yl < Jx2y < et + ] S\ P2 (k;'x”)

[xlloo= max_|x|.
ke[1,

1,n]

Définition : Vecteur unitaire

Dans un espace vectoriel normé (E,||-1), un vec-

teur unitaire ou normé est un vecteur x € E tel que o

II's’agit de normes sur K.

Définition : Distance associée a une
norme °
Soit (E, |I-) un espace vectoriel normé. Sur (X, K)
On appelle distance associée a ||-|| I'application
E2 — Rt Si X est un ensemble non vide, 'ensemble
%(X,KK) des fonctions bornées définies sur X a va-
®y — |x-y leurs dans K est un K-espace vectoriel.
Définition
Soit (E,|-I) un espace vectoriel normé, d dis- On définit, pour f € E=AB(X,K), Noo(f) =i1€1§|f(x)|-

tance associée, x,y,z€ E.
(i) dix,y)=0<=x=y.
(i) Symétrie : d(x,y) = d(y, x).

(i) Double inégalité friangulaire :

[d(x, 2) - d(z, )| < d(x, ) < d(x, 2) +d(z, ). Il's’agit d'une norme sur (X, K).

Espaces Vectoriels Normés - page 1



Lycée Carnot - Dijon

HTTPS://MP1.PREPA-CARNOT.F

e Sur €((a, b],KK)
Définition

On définit, pour f € E=%(la,b],K),

b
Nl(f)=fa |fldx

No(f) = \/fab|f(x)|2 dx= (fab|f(x)|2 dx)l/z

Noo(f) = sup |f(x)].

x€la,b]

Il s’agit de normes sur € (la, b], IK).

3 Boules et spheres
On fixe (E,II-1) un espace vec‘roriel‘normé.
Définition

SoientaeEetreR™.

Boule ouverte de centire a et de rayon r
B(a,r)={x€E, |[x—all <r}.

Boulg fermée de centre a et de rayon r
B(a,r)={x€E, lx—al <r}.

Sphére de centre a et de rayon r
S(a,r)={x€E, |x—al =r}.

Définition : Partie convexe

Une partie A de E est dite convexe lorsque pour
fout x,y € E et pour tout r€[0,1], tx+ (1- 1)y € A.

Les boules sont convexes.

4 Parties, suites et fonctions bornées

Définition : Partie bornée

Ae P (E) est bornée s'il existe M e R tel que pour
tout x€ A, |x|| < M.

Toute boule (ouverte ou fermée) de E est bor-
née.

Définition : Fonction bornée

Soit X un ensemble non vide, f € EX.

On dit que f est bornée s'il existe Me R* tel que
pour fout x e X, || f(x)|| < M (ie si f(A) est une partie
bornée de E.)

On note B(X, E) I'ensemble des fonctions de EX
bornées.

On pose, pour f € B(X,E), Noo(f) = sup|f(x)
xeX

’

bien défini.
Alors (E, Nxo) €st un espace vectoriel normé.

On obﬁenl en particulier, pour X =N :
Définition : Suite bornée

Soit u e EN. On dit que u est bornée ¢'il existe
M e R* tel que pour tout n € N, lluyll < M (ie si
{un, ne N} est une partie bornée de E.)

On note @(X, E) I'ensemble des fonctions de EX
bornées.

5 Produit fini d’espaces vectoriels normés

Si (E1,N1),..., (Ep, Np) sont des K-espaces vecto-
riels normés.
On pose, pour x = (x1,...,Xp) € Ey x --- x Ep,
N(x) = max Ng(xp).
1<k<n
Alors N est une norme sur Ej x --- x Ep appelée
norme produit.

Il Suite d’éléments d’un espace vectoriel
normé

On fixe (E, |I-) un K-espace vectoriel normé non nul.
1 Convergence d'une suite

r Y

Définition : Suite convergente, diver-
gente

Soit ue EN et ¢ € E.

On dit que u converge vers ¢ lorsque pour tout
£>0,ily aunrang a partir duquel u, est a distance
au plus € de ¢.

AutrementditVe>0, INelN, Vn> N, |u,—/¢| <e.

Dans ce cas, on dif que u est convergente et que

¢ est sa limite. On note u;; — ¢ ou uy, 1L} /.
Lorsque u n'est pas convergente, elle est dite di-
vergente.

Définition
Si E=€(la,bl,K), (f)) € EN, feE.

. N
Si fu — f, on parle de convergence en
moyenne.

. N.
Si f, => f, on parle de convergence en
moyenne quadratique.

Si fn e f. on parle de convergence uniforme
(convergence graphique).

Théoréme : Unicité de la limite

Soit ueEN, ¢,¢' € E. Si up, — ¢ et u,, — ¢', alors
=17,
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Propriété

Toute suite convergente est bornée.

Propriété

Soit ue BN, ¢ E. Si up, — ¢, alors |upl — [1€].

Propriété

SiueEN, a e RN, ¢ e E tel qu'a partir d’un certain
rang luy — 24| < an et a, — 0, alors u, — ¢.

Définition : Valeur d’adhérence

On appelle valeur d'adhérence de u e EN toute
limite (dans (E, |I-)) de suite extraite de u.

Propriété

Une suite convergente a une unique valeur
d’'adhérence.

Corollaire

Si une suite a plusieurs valeurs d’adhérence, elle
diverge.

2 Opérations algébriques

Propriété : Espace vectoriel des
suites convergentes

Soit u,veEN, ¢,¢' e E, e K. Si uy, — € et vy, — ¢/,
alors u+ Av est convergente et up +Avy, — €+ A0,

Propriété

Si (up) € EN et (a,) € KN tel que u, — ¢ € E et
a, — aclk, alors ayu, — af.

3 Suite a valeurs dans un produit

Propriété

Si- (E1,N1),...,(Ep,Np) sont des IK-espaces
vectoriels normés, N Ila norme produit sur
Ey x - x Ep, u = (u(l),...,u(p)) € (Elx-upr)]N
l:(fl,...,fp)eElxmep.

’

Alors u Y. ¢ si et seulement si pour tout ke [1,p],
u Ne oy
k.

"I Comparaison de normes

Soit (E,+,x) un K-espace vectoriel et Ny et N, deux

normes sur E.
1 Domination

-~ -

Définition : Domination

On dit que N; est dominée par N, lorsqu'il existe
a>0tel que Ny < alN,.

Soit N dominée par N> et ue EN et ¢ € E. Si
N> N
un — ¢, alors u, — ¢.

Eg Méthode : Montrer que N; n’est pas dominée
par N,

On peut chercher une suite (uy) telle que (Na(up))
borné mais pas (NV; (1)) ou alors telle que No(u,) — 0 et
non Ni (up).

2 Equivalence
° Définition
Définition : Normes équivalentes

N; et N, sont équivalentes si et seulement si elles
se dominent mutuellement, si et seulement s'il existe
a,Be R} tel que aN> < Ny < BN>.

. z . N; .
Si Ny et Ny sont équivalentes, u, — ¢ si et seule-
A
ment si u, — ¢.

Q Cas de R”

Les tfrois normes usuelles sont équivalentes sur
R".

e Cas de €¢((a,b],R)

Sur €(la, b],R),

e Ni < (b—a)Ny €t Ny n'est pas dominée par Nj.

e Ny < Vb-aNy et Ny n'est pas dominée par
No.

e N1 <Vb-aN, et N, n’est pas dominée par Nj.

° Cas de la dimension finie

Théoréme

Toutes les normes sont équivalentes en dimen-
sion finie.
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Dans un espace de dimension finie, une suite
converge vers une limite si et seulement si chaque
coordonnée dans une base tend vers la coordon-
née correspondante de la limite.

|V Topologie des espaces vectoriels nor-
més

On se donne (E, ||I-]) un K-espace vectoriel normé fixé,

avec K=R ou C, d la distance associée.

1 Voisinages, ouverts, fermés
° Voisinage

Définition : Voisinage

Soient a€ E et V une partie de E.

On dit que V est un voisinage de a s'il existe € >0
tel que B(a,e) c V, c’est-a-dire qu'il existe une boule
ouverte centrée en a contenue dans V.

(i) Si vV voisinage de aet V< W, alors W est un voi-
sinage de a.

(i) Une réunion quelconque de voisinages de a
est un voisinage de a.

(i) Une intersection finie de voisinages de a est un
voisinage de a.

Si N1 est une norme dominée par N,, alors les
voisinages pour Ny sont des voisinages pour Na.

Si les normes sont équivalentes, les voisinages
pour l'une sont exactement les voisinages pour
I'autre.

° Parties ouvertes

-~ -

Définition : Ouvert

Une partie @ de E est dite ouverte ou un ouvert
de E lorsque @ est voisinage de tout ses points, au-
tfrement dit Vae @, 3¢>0, B(a,e)cO.

Par convention, @ est ouvert.

Toute boule ouverte est ouverte (!)

Propriété

(i) @, E sont ouverts.
(i) Une réunion quelconque d'ouverts est ouverte.
(i) Une intersection finie d’ouvertfs est ouverte.

Si N, est une norme dominée par N,, alors les
ouverts pour N; sont des ouverts pour N».

Si les normes sont équivalentes, les ouverts pour
I'une sont exactement les ouverts pour I'autre.

e Parties fermées
-~
Définition : Fermé

Une partie F de E est dite fermée lorsque son
complémentaire °F est ouvert.

Toute boule fermée est fermée (!)

Propriété

(i @, E sont fermés.

(i) Une intersection quelconque de fermés est fer-
mée.

(i) Une réunion finie de fermés est fermée.

Propriété

Toute sphére de E est fermée.

Propriété : Caractérisation séquen-
tielle

Une partie F de E est fermée si et seulement si
toute suite convergente d’'éléments de F a sa limite
dans F.

2 Adhérence, densité, intérieur

° Points adhérents, adhérence

Définition : Point adhérent

Soit A une partie de E et x € E. On dit que x est
adhérent d Alorsque Ve >0, B(x,e)NA#2.

Propriété : Caractérisation séquen-
tielle

x est adhérent a Asi et seulement s'il existe une
suite (an)pen d'éléments de A qui converge vers x.

Définition : Adhérence

L’adhérence A de A est I'ensemble des points
adhérents a A.

Si AcB, alors AcB.
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Propriété : Caractérisation

A est le plus petit fermé contenant A.

Propriété

F est un fermé de E si et seulement si F=F.

Si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A
I'est aussi.

° Densité
-~

Définition : Densité

D est dense dans E lorsque D = E, c’est-a-dire
lorsque toute boule ouverte rencontre D.

Propriété : Caractérisation séquen-

tielle

D est dense dans E si et seulement si tout élé-
ment de E est limite d'une suite d’élément de D.

e Intérieur
-~
Définition
Soit A une partie de E, xe E.
x est un point intérieur & A lorsque A est un voi-
sinage de x, c'est-a-dire qu'il existe une boule ou-
verte centrée en x incluse dans A.
L'ensemble des points intérieurs & A est appelé
intérieur de 4, noté A.

Si AcB, alors Ac B.

Propriété : Caractérisation

A est le plus grand ouvert inclus dans A.

G est ouvert si et seulement si 6 = 6.

0 Frontiére

Définition : Frontiére

On appelle frontiére de A l'ensemble Fr(4) = A\ A.

3 Ouverts, fermés, voisinages relatifs
On se fixe une partie A non vide de E.

° Voisinage relatif
Définition : Voisinage relatif

Soit ae A. On appelle voisinage relatif de a dans
A toute partie V! de A s’écrivant V= AnV oU V est
un voisinage de a.

Q Ouverts relatifs
“Wb&tinition : Ouvert relati

Une partie ¢’ de A est un ouvert relatif de A (ou
pour la topologie induite sur A) lorsqu’il existe un ou-
vert ¢ tel que 6’ =@ n A.

e Fermés relatifs

-~ -

Définition : Fermé relatif

Une partie F' de A est un fermé relatif de A s'il
existe une fermé F tel que F' = Fn A.

Propriété : Caractérisation séquen-

tielle

Soit F' une partie de A.

F' fermé relatif de Asi et seulement si F' est une
partie de A telle que toute suite d’éléments de F’
convergeant dans A a sa limite dans F'.

° Densité
-~

Définition : Densité dans une partie

Soit B partfie de A. B est dense dans A si et seule-
ment si Ac B si et seulement si tout élément de A est
limite d'une suite d'éléments de B.
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