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— CHAPITRE

Suites vérifiant une relation de récurrence
linéaire (corrigé)

| RECURRENCE LINEAIRE D’ORDRE 1

Les suites vérifiant une relation de récurrence linéaire d’ordre 1 a coefficients constants sont les suites
arithmético-géométrique, telles qu’on ait a, b € K tels que

VnelN, u,s; =au,+b.

Il s’agit d’'un probléme linéaire associé a I'application linéaire

KN — KN
U +— (Ups1—aAUp)peN

Lensemble des solutions est soit vide, soit un sous-espace affine de direction Ker f.

On vérifie qu’en fait, il n’est jamais vide.

Il s’agit donc des suites de la forme u = ii + v ou i est une solution particuliére qu’on pourra chercher
constante (sauf si @ = 1, mais alors la suite est arithmétique et on sait faire) et v solution de I'équation
homogéne associée : Vne N, v,.1 = av,, c'est-a-dire une suite géométrique de raison a.

Notons que dans ce cas, I'espace (affine) des solutions est de dimension 1.

Il RECURRENCE LINEAIRE D’ORDRE 2 HOMOGENE

1 Position du probleme
Soit a, b € K et F 'ensemble des suites u telles que

VneNN, uyir=au,.;+bu,. (1)

Exemple
La suite de Fibonacci définie par ug=u; =1 et pour tout n € IN, 1,42 = Up+1 + Up.

1. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de KN,
Il s’agit du noyau de 'endomorphisme f:ue KN — (w00 — atyeg — buy) ,eN-
F — K?

2. Vérifier que I'application ¢ : est un isomorphisme.
u — (UO! ul)

Elle est linéaire et & caque couple (a, b) € K? correspond bine une et une seule suite de F dont ce
sont les deux premiers termes vu la relation de récurrence.

3. Quelle est la dimension de F?
Donc dim F = 2.

2 Ecriture matricielle

Un
On pose, pour ne N, U,, =

Un+1
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4. Montrer que la relation (1) est équivalente a
VrnelN, U, =AU, 2)

ou A est une matrice carrée d’ordre 2 a déterminer.

0 1
b a

A=

(se trouve facilement si on imagine le produit AU, : on se voit donc répondre aux questions « quoi
fois u;, + quoi fois u,+1 = uu+1, quoi fois u, + quoi fois u,+1 = uy42 »). On vient de faire une
chose simple et importante : remplacer une récurrence d’ordre 2 en dimension 1 par une récur-
rence d’ordre 1 en dimension 2. Lintérét estimmédiatement visible puisqu’on trouve ci-dessous une
formule :

5. Si (2) est vérifiée, exprimer U, en fonction de A et Uj.

U, = A"U,

(récurrence sur n).

3 Etude dans le cas de diagonalisabilité

6. Démontrer que A est diagonalisable si et seulement si I'équation (E) r? = ar + b admet deux racines
distinctes.
Le polynéme caractéristique de A est

ya=X*—aX-b

S’il a deux racines distinctes, A est diagonalisable (condition suffisante de diagonalisabilité). Mais
s’il N’a pas deux racines distinctes, cela signifie qu’il n’a pas de racine (alors A n’est méme pas
trigonalisable) ou qu’il en a une unique (alors A pour étre diagonalisable doit étre une homothétie,
ce gqu’elle n’est visiblement pas vu le 1 en haut a droite).

On suppose que c’est le cas, et on note r; et r, les deux racines de (E).

7. Montrer que les solutions sont les suites de terme général de la forme u, = Ar'+ Br)' ou A,B € K.
Ecrivons A= PDP~! avec P € GL,(K) et

rn 0
D=
0 ra
Alors, pour tout neN, A= PD"P~! avec
im0
D" =
0 r}

Or
VvneN U,=PD"PlU,

Lisant la premiere ligne de ce produit matriciel, on obtient 'existence de «a et f tels que
VneN  up=ar{+pr).
Notons e = (r{"), x> [ = (r2') ,,cn- ON vient de montrer
F c Vect(e, f)

Or dim(F) =2, on en déduit que nécessairement (e, f) est libre et F = Vect(e, f). Ce qui conclut.
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8.

Application : terme général et équivalent de la suite de Fibonacci.

Léquation caractéristique est > —r — 1 = 0 qui a deux racines distinctes, 7 =
Il existe donc a et S tels que
VneN up=at"+ po"

On détermine 1 et o par les conditions uy = u; = 1, on trouve (mais ce n’est pas la seule maniére
de I'exprimer)

1
VneN  u,=—(t""-0"")
V5
Mais |o| < ||, donc
n n
"= o (7
22 (™)
On a donc
n+1
T
n o~
n—+oo \/g

4 Etude dans le cas de trigonalisabilité
On suppose ici que (E) 2 — ar — b =0 admet une racine double .

9.

10.

Dans quel cas cette racine est-elle nulle ?

On écarte le cas inintéressant ry = 0, ce qui signifie que a = b =0, F est alors 'ensemble des suites
nulles a partir du rang 2.

On suppose désormais ne pas étre dans ce cas.

Démontrer que A est trigonalisable puis que les solutions sont les suites de terme général de la
forme u, = (A+nB)rj ol A, BeK.

A est trigonalisable car son polynéme caractéristique ya est scindé, A est non diagonalisable car
elle n’est pas de la forme rylo.

Onadonc A=PTP~ ! avec Pe GL,(K) et

T=
0 ro

avec u # 0. On cherche une base pour laquelle p = 1.
Soit (e, e2) la base canonique de K?, u € L(K?) canoniquement associé & T. Alors

u(e1) =roey , u(ey) =roex + ey

Donc

ro 1
Mat('uelyez) (u) =
0 o

(et évidemment on remarque bien que (ue;, e») est une base de K?). On a donc montré que T, donc
A, est semblable a

T' o 1
0 o
Onadonc A=P'T'P'~! avec P' € GL,(K) et
T’ To 1
0 ro
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11.

Donc, par récurrence, pour tout n € N,

n n—-1
T’” 3 7'0 n I‘O
n
0 "

(la formule se trouve assez facilement en calculant T2, éventuellement T3, et la récurrence est trés
simple). Or
vneN  U,=PT"P U,

Lisant la premiére ligne de ce produit matriciel, on obtient I'existence de « et § tels que
VYneN up=(an+p)ry .
Notons e = (1) x> f = (77) ,cx- ON vient de montrer
F c Vect(e, f)

Or dim(F) =2, on en déduit que nécessairement (e, f) est libre et F = Vect(e, f). Ce qui conclut.

Application : terme général de la suite définie par ug =1, u; = -1 etpourtout n € IN, uy,12 =2up+1—Up.
Léquation caractéristique est
r2—2r+1=0

de racine double 1. Il existe donc «a et S tels que
VneN Up=a+np

on trouve, avec ug et u, u, =1—2n pour tout n € N.

5 Etude spécifique du cas réel
Si K =R, il est possible que (E) n’ait aucune racine réelle. Placons-nous dans ce cas.
Léquation caractéristique a alors deux racines complexes conjuguées re’® et re®.

12.

13.

Montrer qu’alors les deux suites de termes généraux u, = r" cos(nf) et v, = r'*sin(nf) forment
une base de I'espace F des solutions.

Toute suite complexe qui vérifie (1) est combinaison linéaire (a coefficients complexes) des suites
(r”eine)neN et (r”e‘i”Q) . Donc combinaison linéaire (a coefficients complexes) des suites u et

neN
v de termes généraux u, = r'"" cosn6 et v, = r'*sinnd. Ces deux suites forment donc une famille

libre d’éléments de F et sont deux suites réelles, d’ou le résultat.
Les solutions sont donc les suites de terme général u,, = (Acos(n6) + Bsin(n0))r" pour A, B € R.

Application : terme général de la suite définie par g =0, u; =1 etpourtout n € IN, uy2 = —tp+1—Up.

2in/3 et j2 = j. Il existe donc « et B telles que

Les racines de I'équation caractéristique sont j =e
VneN U, =acos2nmn/3)+ Psin(2nm/3)

Avec les conditions initiales, on trouve

2
VneN U, =—sin(2nmr/3)
V3

On note donc que u est 3-périodique, et effectivement on peut en partant de la récurrence de départ
obtenir u,43 = u,.
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6 Exercices
Déterminer les suites réelles vérifiant

14.

15.

16.

17.

up=1, uyy=2etvnelN, u,,2=5u,+1 —6uU;.
Equation caractéristique : r? —5r +6 =0, racines 2 et 3. |l existe a et b tels que

VneN Uu,=ax2"+bx3"

Onaa+b=1,2a+3b=2,onendéduitb=0,a=1,VneN u,=2"
(un) estbornée et VnelN, uyio=upe1+ uy.
Léquation caractéristique est celle de Fibonacci. Avec les notations du 4., il existe donc a et § tels
que

VneN  u,=at"+po"
Sia#0, u, et at” et u ne peut étre bornée (car |t| > 1). Si @ = 0, non seulement u est bornée,
mais elle converge vers 0, car [0 < 1.

up>0, uy >0etVnelN, upo=1/upi1us.
Par récurrence, on vérifie que tous les termes d’une telle suite sont strictement positifs et les ra-

cine, exposant, produit nous incitent a prendre le In. La suite (v,), = (Inuy,), vérifie vy, v; € R et
Un+1  2Un

3 3
L’équation caractéristique est 3r> — r —2 = 0 et admet comme racines 1 et —2/3.
Les solutions sont donc les suites v telles qu'il existe a, b € R tel que

VnelN, v,=

2 n
VnelN, vn:a+b(—§)

et donc en revenant au probléme initial, les solutions sont les suites u telle qu'’il existe K € R} et
b e R tel que

5]
VnelN, u,=Ke 3

Soit p € IN*. A quelle condition sur le réel a existe-t-il des suites réelles non nulles telles que
up=up=0etvnelN, uy2=2cosa upt1—u,"?
Léquation caractéristique est
r?—2cosar+1=0
dont le discriminant « réduit » est —sin?a.
Si a =0 [27], 'équation caractéristique est (r —1)? = 0. |l existe donc a et b tels que
VneN Up,=an+»b

Et up=up =0donne a=b=0.
Si a = 7 [27], 'équation caractéristique est (r + 1)? = 0. Il existe donc a et b tels que

VneN u,==1"an+b)

Et up=u, =0donne a=b=0.
Supposons maintenant a # 0[x] ; 'équation caractéristique a deux racines complexes conjuguées
cosa+isina,i.e. e'® et e '?. Il existe donc a et b tels que

VneN u, = acos(na) + bsin(na)

La condition 1y = 0 donne a = 0, la condition bsin(pa) = 0 donne alors b = 0, sauf si sin(pa) =0,
auquel cas il n’y a aucune condition sur b, et donc il y a des suites réelles non nulles satisfaisant au
probléme. La condition cherchée est donc sin(pa) =0 et sina #0, i.e.

ae{k—;; keZ,k;‘éO[p]}
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7 Utilisation des polynémes d’endomorphisme
KN KN

—

On considére 'endomorphisme A : )
u —_ (un+1)ne]N

18. Déterminer un polynéme P tel que F = Ker(P(A).

ueF < ANu=alu+bu

Donc P = X? — aX — b convient (quelle coincidence !)

19. On suppose que P a deux racines distinctes : retrouver le résultat du 3. en appliquant le lemme de
décomposition des noyaux.
Ici, P=(X—-r—1)(X—ry) avec X—r A X —r1p, =1 (car ry # r2). Donc, par théoreme des noyaux,

F =Ker(A - ri1d) P Ker(A - r,1d)
Or Ker(A - rld) est facile a déterminer :
ueKer(A—rld) < Au=ru < VneN up41=ruy,

Donc Ker(A - rld) est la droite vectorielle Vect(e) engendrée par e = (r]") nen. On retrouve alors
facilement la description de F obtenue en 3.

20. On suppose que P a une racine double : peut-on retrouver le résultat du 4. ?
Ici, P = (X —rg)?. Donc
ueF < (A-rold)*u=0 < (A-rold)u € Ker(A - ryld)
Cette condition équivaut donc (on connait Ker(A — ryld)) & I'existence de « tel que
VneN Up+1— TolUn = ary
qui donne u; = roug + @, up = riug +2roa, uz = ryup + 3ri a et facilement par récurrence
n-1

VneN Up=TrgUp+nr]  a

ce qui permet effectivement de retrouver la formule de 4.

Il ExTENSION

Soit p > 2, ay,...,ap-1 € K et F 'ensemble des suites u telles que

VneNlN, upip=ap-1Unip-1+--+aoliy. (1)
21. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de IKN. Quelle est la dimension de F ?

La dimension vaut p ; méme justification que pour p =2, Lapplication

F — KP
u — (u()ruly---)upfl)
est un isomorphisme par principe de récurrence.

Un

Up+1
On pose, pour ne N, U, = ;

Un+p-1
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22. Montrer que la relation (1) est équivalente a
VnelN, Uy =AU, 2

ou A est une matrice carrée d’ordre p a déterminer.

0O 1 0....... 0
A= 0
0........... 0 1
a, dpy.......... ap

23. Calculer son polynéme caractéristique. Conclusion ?

A est une matrice compagne, de polynéme caractéristique X” —a; XP~ 1 —... - a, (calcul classique
quoique non évident). On retrouve I'« équation caractéristique »

r”—alrpfl—...—ap:O

dont les solutions sont les raisons des suites géométriques vérifiant la relation de récurrence. Si (et
seulement si) ses racines sont toutes simples, A est diagonalisable, sinon ce n’est pas le cas. .. et
on peut faire le méme traitement que pour p =2, plus compliqué car il y peut y avoir des racines de
multiplicités variées.
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