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chapitreXVli

Denombrabilitée, Sommabilité

Extrait du programme officiel :

La notion de famille sommable est infroduite en vue de I'étude des probabilités.

Contenus

Capacités & commentaires

a) Ensembles dénombrables

Un ensemble est dit dénombrabile s'il est en bijection avec IN.

Un ensembile est fini ou dénombrable si et seulement s'il est en
bijection avec une partie de IN.

Un produit cartésien fini d'ensembles dénombrables est dénom-
brable. Une réunion finie ou dénombrable d'ensembiles finis ou
dénombrables est finie ou dénombrable.

Les ensembles IN2, Z et Q sont dénombrables.
L'ensemble R n'est pas dénombrable.

Les parties infinies de IN sont dénombrables.

Démonstrations non exigibles.

Démonstration non exigible.

b) Familles sommables

Famille sommable de réels positifs indexée par un ensemble dé-
nombrable. Somme.

Théoreme de sommation par paquets :

Si (In) pe €St Une partition de I et (u;);e; une famille de réels po-
sitifs, alors la famille (u;);e; est sommable si et seulement si :
— Pour tout entier n la famille (u;) ¢, est sommable.

— La série Z( > u,-] converge.

iely
Dans ce caos :
+00
Yu=Y (¥ w)
iel n=0jely

Famille sommable de nombres complexes indexée par un en-
semble dénombrable

Somme d'une telle famille.

Lorsque I =N, lien avec la convergence absolue de la série Y u,.

Invariance de la sommabilité et de la valeur de la somme par
permutation de I'ensemble des indices.

Linéarité de la somme.

Théoreme de sommation par paquets.

La famille (u;);e; est dite sommabile si I'ensemble des sommes
Y u; oU F décrit I'ensemble des parties finies de I est majoré;
ieF

dans ce cas, la somme de la famille (u;)ie; est la borne supé-
rieure de l'ensemble précédent. Sila famille (u;);e; n'est pas som-
mable, sa somme est +oo. Dans tous les cas, la somme est notée
3 u;.

iel

Démonstration hors programme.

La famille (u;);e; est sommable sila famille (Ju;) ey I'est.

Pour une famille de réels, on se raméne & ses parties positive et
négative.

Démonstration non exigible.

Démonstration hors programme. On vérifie I'hypothése de som-
mabilité en appliquant le théoréme de sommation par paquets
A la famille (lu;l);eg-

c) Applications des familles sommables

La famille (@m,n) (1, myeN2 de réels positifs est sommable si et
seulement si pour fout n, la série ¥ am,, converge et la série

+00
Z( > am,,,) converge. Si tel est le cas

m=0
+00 , +00 +00 ,+00
( Z am,n) = Z (Z ﬂm,n)-
n=0"m=0 m=0 "n=0

Sila famille (am,n) )eIN2 de nombres complexes est sommable,

(m,n
alors :
+00 +00 +00 +00
Z Z am,n = Z Z am,n-
n=0m=0 m=0n=0

On vérifie I'hypothese de sommabilité en appliquant I'énoncé
précédent & la famille U@m,nD) (e
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Contfenus Capacités & Commentaires

Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes.
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1

... sur des sommes finies

« Il faut connaitre i k= n(n;l), i K= w et i K= (n(nH) ’ et savoir continuer, par télescopage
de (k+1)"-k". = = =

« On sait aussi calculer é‘oxk: 1_1)_6’;:1 si x#1et éo(’]:)xIE 1+x)".

 Laformule ) (Z a,-']-) =) (Z a,-,]-) ,si I et Jsont deux ensembles finis, est une conséquence de la commutativité
iel\jeJ jeJ\iel

et de I'associativité de I'addition.

Dans le cas de sommes triangulaires, I'interversion peut aussi se faire en étant prudent surles bornes : par exemple,
n(n n J

il faut étre & I'cise avec ) (Z al-,j) = (al-,j) =) (Z a,-'j).
i=0\j=i 0<i<j<n j=o\i=0

Si on a une hésitation, un artifice simple : posons a; j =0si j < i. Alors

n(n n(n n (n n(J
E (L )£ (L)L (L) 5 5 )
i=0\j=i i=0\j=0 Jj=0\i=0 Jj=0\i=0

On peut aussi représenter I'ensemble des couples (i, j) d'indexation pour « voir» ce qui se passe.

Signalons enfin la distributivité de la multiplication sur I'addition (si on est dans un anneau), qui permet d'écrire

e

iel jeJ iel\jeJ (i,j)elx]
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2 ...etsurles ensembles finis

Définition : Ensemble fini, cardinal

Un ensemble E est dit fini s'il est vide ou s'il existe un ne IN* et une bijection entre [1,n] et E.
n est le cardinal de E, noté |E| =#E = |E|.
On pose @] =0.

Remarque

On dit aussi que E est équipotent & [1, n].
Cela revient & numéroter les éléments de E : E = {x, k€ [1,n]}.

Soient E, F deux ensembles finis.
(i) Si Ae2?(E), Afini et |Al<|E|, avec égalité si et seulement si A=E.
(i) Si A Be2(E) disjoints (AnB =), |AuB|=|A|+|BI.
(i) Si A,Be2(E), |AUB|=|A|+|B|—-|ANB.
(iv) SiAe2(E), |[E\ Al=|E|-|Al.
(v) si A, Be?(E), |A\B|=|A|-|AnB.
(Vi) ExF estfiniet |ExF|=|E|x|F|.
(vii) FE est fini et |FE| = |F|IEl.
(viii) P (E) est fini et |22(E)| = 2/E!.

Exercice : CCINP 112

Soit neN* et E un ensemble possédant n éléments.
On désigne par 2(E) I'ensemble des parties de E.

1. Déterminer le nombre a de couples (A, B) € (2(E))? tels que Ac B.
2. Déterminer le nombre b de couples (A, B) € (2(E))? tels que AnB = .

3. Déterminer le nombre ¢ de triplets (4, B, C) € (2(E))3 tels que A, B et C soient deux & deux disjoints et vérifient
AUBUC=E.

1. On note F={(A,B) e (P(E))? | Ac B}.
Soit pe[1,n]. On pose F, = {(A,B) € (P(E))? | Ac BetcardB = p}.

Pour une partie B a p éléments donnée, le nombre de parties A de E telles que A< B est card2?(B) = 2P.
De plus, on a (Z) possibilités pour choisir une partie B de E 4 p éléments.
On en déduit que : V pe [0,n], card Fp = (7)2".
n
Or F= U Fp avec Fy, Fi,..., F, deux a deux disjoints.
p=0
L T n . ..
Donc a=cardF= )Y cardF,= ) ) 2P =3", d'aprés le bindbme de Newton.
p=0 p=0
Conclusion : a=3".
Autre méthode :
Le raisonnement suivant (corrigé non détaillé) permet également de répondre d la question 1.

Notons encore F = {(A, B) € (?(E))* | Ac B}.
A tout couple (4,B) de F, on peut associer I'application ¢ 4 g définie par :

E — ({1,2,3}

1 si xX€EA
PAB: .
X — 2 si x¢AetxeB
3 i x¢B

On note « (E,{1,2,3}) I'ensemble des applications de E dans {1,2,3}.

S F — o/ (E{1,2,3}) -
Alors I'application @: est bijective.

(A,B) — @aAB
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Le résultat en découle.
2. {(4B)e@E)? 1AnB=02}={(AB)c(@PE)? I AcB}.

Orcard {(A, B e (@[E)? /A cE} - cord {(A,E) € (P(E))? /ACE}

card {(A,C) e (P(E)? | Ac C}

= a.

Donc b=a.

3. Compter tous les triplets (A, B,C) tels que A, B et C soient deux & deux disjoints et tels que AuBUC = E revient
a compter tous les couples (A, B) tels que AnB =@ car, alors, C est obligatoirement égal & AuB.
En d’autres termes, c=card {(4,B) € (PE)%/ANB= @} =b=3"

Il Ensembles dénombrables
1 Définition

Définition : Ensemble dénombrable

On dit qu'un ensemble E est dénombrable lorsqu’il est en bijection (c'est-a-dire équipotent) avec IN.

Remarque

On peut compter ses éléments... sans s’arréter!

I a en quelques sortes autant d’éléments que IN.

On peut écrire E = {xp,ne IN}.

Trouver une bijection entfre E et IN, ou enfre IN et E, cela revient au méme.

Exemples
E1— IN est dénombrable.
E2— 2IN est dénombrable.
E3— 2IN+1 est dénombrable.

Toute partie infinie de IN est dénombrable.

Démonstration

Soit A une telle partie.

On construit par récurrence une application ¢ : IN — A tel que ¢(0) = min A (qui existe bien) et pour tout ne N,
¢(n+1)=min(An[p(n) +1,+ool) (Qui existe toujours car A est infinie).

¢ est injective par stricte croissante.

De plus, ¢(n) — o donc pour fout p € A, il existe n e N fel que ¢(n) < p < p(n+1) : il s'agit de
—+00
n=max{kelN,p(k) < p}.
Et donc, nécessairement, p = ¢(n) par construction de ¢.. O
Exemple

On refrouve la dénombrabilité de 2IN et 2IN + 1.
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Propriété
7, est dénombrable. ]

2 Ensembles au plus dénomlbrables

Propriété

Un ensemble est fini ou dénombrable (on dit parfois au plus dénombrable) s'il est en bijection (c’est-a-dire
équipotent) avec une partie de IN.

Démonstration

Le sens direct est clair.

Pour la réciproque, c'est pas trés difficile non plus. O
Corollaire
Une partie d'un ensemble dénombrable est finie ou dénombrable. ]
Démonstration
A partie de O

3 Produit cartésien

Propriété

IN2 est dénombrable. ]

Démonstration

Pour IN2 une preuve géométrique, et une (m,n) € N2 —2Mm2n+1) € IN*. O

Propriété

Un produit cartésien d'un nombre fini d'ensembles dénombrables est dénombrable. ]

Démonstration

On détaille p =2 en passant par IN? puis récurrence. O

Théoreme
Q est dénombrable. ]

Démonstration

Il est équipotent & la partie infinie des couples (p, q) € Z x IN* tels que pa g=1 de Z x N qui est dénombrable vu
la propriété précédente. O

4 Réunion d'ensembles dénombrables

Remarque
On commence par le lemme frés intuitif suivant :
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(i) E est au plus dénombrable.
(ii) Il existe une surjection entre N et E
(i) Il existe une injection enfre E et IN

Démonstration : du lemme

()= (i) et (iii) Si E est dénombrable, il existe une bijection entre IN et E donc une surjection entre IN et E et une
injection entre E et IN.

Si E est fini, n=|E|, il existe une bijection f de [1,x] vers E. N'importe quel prolongement de f (au départ) a
IN est une surjection entre IN et E et le prolongement de f~1 & I'arrivée & IN est une injection entre E et IN.

(ii)= (i) S'il existe f:IN — E fonction surjective, Soit la fonction pour chaque x € E, on considéere n(x) le plus petit
antécédent de x par f. Alors la restriction de f & la partie {n(x), x€ E} de N est bijective. Donc E est au plus
dénombrable.

(iii)=> (i) S'il existe g: E— IN fonction injective, alors E est équipotent & g(E) partie de IN donc E est au plus dénom-
brable. a

Exemple

On refrouve la dénombrabilité de Q gréce d la surjection (p, q) € Z x N* — s € Q avec Z x IN* dénombrable.

Une réunion finie ou dénombrable d'ensembles finis ou dénombrables est finie ou dénombrables.

Démonstration : de la propriété

Soit I fini ou dénombrable et (E;);¢; famille d’ensembiles finis ou dénombrables.
On a alors des applications f; : IN — E; surjectives pour chaque i€ I.

IxN — |JE;

Alors f: i€l est surjective. Comme IxIN est dénombrable (partie infinie d'un ensemble dénom-
(i,n) —  fi(n)
brable), on obtient par composition une surjection entre IN et | E; qui est au plus dénombrable. O
iel
Exemple
On retrouve la dénombrabilité de Q = U {E} avec Z x IN* dénombrable et chaque {s} fini.
(p,q)€ZxIN*

Ouencore Q= {B,pEZ}.
qeIN* q

5 Ensembles non dénombrables

Remarque : Rappel

Tout nombre réel non décimal admet un unique développement décimal.

Les décimaux en ont deux. Par exemple 3,1416 = 3,141599999...

Tout réel admet un unique développement décimal ne se terminant pas par une infinité de 9 appelé dévelop-
pement décimal propre.

Théoreme

R n'est pas dénombrable.
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Démonstration

Procédé diagonal de Cantor pour 10,11, puis partie infinie ou bijection avec R.

Autre preuve : on se donne (x,) une suite dénombrant [0, 1] et on construit par trichotomie une suite de segments
emboités (I,) tel que pour tout ne N, x, ¢ I,,. Les suites des bornes des segments sont adjacente, donc il y a un
élément de [0,1] qui est dans tous les I, (la limite), ce qui est contradictoire. O

Remarque
R\Q n'est pas dénombrable non plus, sinon R le serait.

Théoréme : de Cantor (HP)

Si E est un ensemble non vide, il n’existe pas de surjection de E dans 22 (E).

Démonstration

Sif:E—2(E), {xeE, x¢ f(x)} n'a pas d'antécédent. O

Corollaire

2 (IN) n'est pas dénombrable.

Il sommabilité

1 Introduction

Remarque : Digression sur une série semi-convergente

=n"

On sait que la série ) ] est convergente et que sa somme vaut In2 avec trois méthodes (a savoir faire!)

n>0 N+
« soit en utilisant le développement asymptotique H, =Inn+vy+o(1) de la série harmonique et en séparant
termes d'ordre pair ou impair,
« soif avec une inégalité de Taylor-Lagrange appliquée enfre 0 et 1 A x— In(1 +x),
I

. 1 . z 265
e soif encore en voyant que P :f t"dr et en reconnaissant une somme géométrique.
n 0

Ainsi,

Il se frouve que I'ordre des termes est important dans cette somme.
Ainsi, en sommant un ferme d'indice impair puis deux d'indices pairs, on peut obtenir

— -+ Feee= —,
2 4 3 6 8 2
En effet, on peut, dans une somme partielle, regrouper le ferme d'ordre impair et le ferme d'ordre pair qui le suit

immédiatement et obtenir
(1,11 _In2

1
—_ P + 4.
8 2 2 3 4 2
(Bien sdr, il faudrait le formaliser plus rigoureusement, mais c'est I'idée).
On peut en fait démontrer qu’en réordonnant les termes, on est capable d'obtenir n’'importe quel nombre réel
et méme +oo.

Par exemple, en regroupant les termes positifs par paquets foujours > i (ce qui est toujours possible) :

1 (1 1)
==d|=d=|=n
4 5 7
on obtient une série qui diverge grossierement (la suite extraite des termes de rangs pairs ne tend pas vers 0).
De plus, en faisant des regroupement de « paquetsy, il est possible de trouver des séries divergentes : c’est ce
qui arriverait si on rassemblait d'une part les termes d'indice pair et d'autre part les termes d'indice impair.
Bref, la convergence n’est « ni commutative, ni associative », méme si la série initiale était convergente.
Remarquons que dans une série divergente comme ) (-1)", on peut avec des paquets, larendre convergente :

-3+
2

1

3

1-D+A-D+(1-1)+--- converge vers 0.
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L . . L 1
Toutes les séries ne demandent pas tant de précautions. Par exemple, la série absolument convergente ) —

n>1 n
72 . _ o D ] .
converge vers e et ce, quel que soit I'ordre des termes, avec ou non des paquets, finis ou infinis : )" = peut étre
n=11M1

manipulée comme une somme finie.
Lorsque I'ordre des termes n'importe plus, on n'est plus obligé de se limiter & des sommes indexées par IN : on
peut sommer des famille indexées par n'importe quel ensemble dénombrable : Z, IN2, Q...

2 Familles de réels positifs
e Définition

Définition : Famille sormmable

Soit I ensemble dénombrable, on note ici (1) I'ensemble des parties finies de 1.
Soit (u)jer € (]R::)I une famille de réels positifs.
On dit que (u;);¢; est sommable lorsque I'ensemble A= { Y u, Je @f(l)} est majoré.
ie]
On appelle somme de la famille, notée Y u; la borne supérieure de A Y u; = sup (Z u,-).
iel iel Je2r(D \ie]

Lorsque la famille de réels positifs (u;);e; n'est pas sommable, on pose Y u; = +oo.
iel

Remarque

Le cas ou I est fini, c’est de I'algébre et non de I'analyse.
Mais la définition reste valable (le sup est un max) et les résultats qui suivent s’appliquent dans ce cas.

Propriété : Cas des séries

La famille (un)pen € (RE)™ de réels positifs est sommable si et seulement sila série Y un converge.

+00
Le cas échéant, les sommes ) u, de la série de ) u, de la famille sommable sont égales.
n=0 nelN

Démonstration

Si la famille est sommable, alors la suite (Sy) e des sommes partielles est croissante et majorée par Y u, donc

nelN
+00
la série converge et Y un < Y. up.
n=0 nelN

+00
Si la série converge, alors, si J est une partie finie de IN, N=maxJ, Y un < Sy < Y. un quiest fini et indépendant de
nej n=0

+00o
J. Donc la famille est sommable et )" un = sup (Z u,,) <Y un.
nelN Je2r(D) \neJ n=0

+00
On a bien lorsque c'estle cas Y up= Y up. O
n=0 nelN

Exercice

Montrer que la famille (up) ,ez de réels positifs est sommable siet seulementsi Y up et Y u_j,lesontet, lorsque
nelN nelN

+00 +00
cestlecas, Y un=Y un+ Y u_p.
nez n=0 n=1
. . . I L . .
En effet, sila famille est sommable, alors les sommes partielles Y u et Y u_j sont majorées et comme les séries
k=0 k=1
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n n n +00 +00
sontd termes positifs, elles convergent. De plus Y up+ Y u_p= Y ur< Y uprdonc Y up> ) up+ Y u_p.
k=0 k=1 k=-n keZ nez n=0 n=1
Réciproquement, siles deux séries sont convergentes, alors pour tout I ensemble fini, il existe n tel que I < [-n, n]
+00 +00 +00 +00
et donc ) uy est majoré par ) uy+ ) u—p donc la famille est sommable et Y up < Y up+ ) u_p.
nel n=0 n=1 nez n=0 n=1

@ Propriétés

Si I est dénombrable.
o Sipourtoutiel, 0< a; <b; et (by)ier Sommable, alors (a;) ey SOmmable.
Le cas échéant, ) a; <Y b;.
. iel iel
e SiJcI, et (a;);e; SOmmable, alors (a;);c; sommable.

Le cas échéant, ) a; <) a;.
i€] iel

Démonstration

Conségquence immédiate de la définition. O

Remarque

On pourrait définir la notion de sommabilité y compris si I est un ensemble quelconque. Mais on démontre alors
que les termes non nuls sont en nombre au plus dénombrable.

En effet, si la famille de réels strictement (u;);c; est sommable et J={ie I, u; >0}, soit J, = {i €J, u; = %} pour

peN*. Alors (u;)jej, est sommable et Y ou; <Y ui=S.
i€]p iel

Mais comme pour tout i € Jp, u; > P nécessairement J, est fini (car si on choisit ke IN éléments distincts dans Jp,
on obtient S <)

+00
Or J= | Jp donc J est fini ou dénombrable.
p=1
Donc pour qu'une famille de réels positifs soit sommable, il est nécessaire que I'ensemble des indices des fermes
non nuls soit au plus dénombrable.

e Sommation par paquets

Théoréme : sommation par paquets

Soit I un ensemble dénombrable, (1) ey Une «partiionnde I: p#qg=1I,nl; =2 et |J I, =1 mais il peut y
nelN
avoir des I, vides. Soit (u;);e; une famille de réels positifs.

La famille (u;) ;e €st sommable si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
e pour tout nelN, (u;);e, €st sommable,

« lasérie Z( Y u;| converge.
iel,

+00
Le cas échéant, Y u;= ) ( > u,-).

iel n=0\iel,

Remarques

R1 - Les I sont finis ou dénombrables. Si I, est fini, (u;);¢1, est automatiquement sommabile.
R2— S'iln’y a qu'un nombre fini de I, non vides, alors la deuxieme condition est automatiquement vérifiée.
R3— Trés intéressant : donne la sommabilité ET la somme.
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Démonstration

Hors Programme. |

Exercices
Ex1 — Retrouver le critére de sommabilité des suites indexées par Z.
1

—4) est sommable et exprimer sa somme comme somme d'une
(m+1)* ) (m,n)eIN2\{(0,0)}

Ex2 — Monfrer que la famille

série.
On considere pour pe IN*, I, ={(m,n) € IN?\{(0,0)}, m+n=p} (on va sommer par diagonales). Up)pen+ €stune
partition de IN?\ {(0,0)}.
1

. . 1
— est une famille contenant |I,| = p+1 fois la valeur constante —.. Donc
(m+n)4 P p*

Pour tout p € Iy, (

(m,n)el),

(;4) est sommable en tant que famille finie et la série ) | 3" u; | = Zp—tll converge donc la fa-
(m+n)*)mnyer, Iz ie],, p

. 1 p+1 too ] foo ] L,
mille | —— est sommable et y i= Z =), —+ ) —. lesséries étant
(m+ I’l) (m,n)E]NZ\{(O,O)} (m n)E]NZ\{(O 0)} (m+ n) p— p:] P p:l I9

convergentes par critére de Riemann.

@ Commutativité

Remarque
Une permutation de I est une bijection de I sur 1.

Soit (u;) ;e Une famille de réels positifs, I étant dénombrable. Soit o € G(I) une permutation de I. Alors (u;) ;¢ est
sommable si et seulement si (ug(;))ier I'€st. Ef si c’est le cas,

DU =) Ug(p

iel iel

Démonstration

Il suffit de remarquer que o(Pr(D) =2Pp(D) par bijectivité, les sup des sommes sur les parties finies seront bien les
mémes. a

Propriété : sommabilité par indexation

Soit (u;);e; une famille de réels positifs, I étant dénombrable.
Soit n— i, une bijection de IN sur I (i.e. une numérotation des éléments de 1I).

(uj)jeq €St sommable si et seulement si Z u;, converge, ef le cas échéant,
nelN

U= Z Uit

iel

Remarque
Et donc I'étude de la famille sommmable se ramene d une étude de série!

Démonstration

Méme principe que pour la sommabilité des termes généraux de séries.

n
Sila famille est sommable, alors la suite (Sp)ew des sommes partielles S, = Y u;, est croissante et majorée par
k=0

Dénombrabilité, Sommabilité - page 10


https://mp1.prepa-carnot.fr

J. Larochette Version du 16 décembre 2021

+00
Y u; carles J, = {i, 0< k< n} sont finis, donc la série converge et ) u; <Y u;.
iel n=0 iel
+00
Sila série converge, alors, si J est une partie finie de I, N=max{k, i€ J}, ) u; <Sy < Y u;, qui est fini et indépen-
ie] n=0
+00
dant de J. Donc la famille est sommable et ) u;= sup | > u;|< Y u;,.
iel Je2r(D \ie] n=0
+00
On a bien lorsque c'estle cas Y un= ) un. O

n=0 nelN

Corollaire

Si ) an est une série convergente & termes réels positifs et o € G(IN), alors la série Y ag, converge et

+00 +00
> Ag(m) = ) an.
n=0 n=0

3 Familles de réels quelconques ou de complexes

e Définition, somme
Définition : Famille sormmable

Soit I un ensemble dénombrable et (u;);e; € C'.
On dit que la famille (u;);e; est sommable lorsque la famille de réels positifs (|u;|);e; I'est.

Remarque

Définition théorique... Mais comment définir la somme 2 Comme pour les séries...

Remarque : (Rappel) Parties positive et négative d'un réel

SixeR, xT =max(0,x) et x~ =max(0,-x). Alors x=x"-x~ ef [x|=xT+x~.

Soit I un ensemble dénombrable et (u;);c; € RY.
Sila famille (u;);c; est sommable, alors les deux familles (uj)id eR! et (ul_] /€ R! le sont.

Remarque

La réciproque est vraie, voir linéarité plus loin.

Démonstration
Si (u)jer st sommable, 0 < uf <|u;| et 0<u; <|u;|. donc (uj) - eR! et (”z_) J€ R! le sont. O
1 1

-~ -

Définition : Somme dans le cas réel

Soit I un ensemble dénombrable et (1;);c; € R! une famille sommable.
On définitlasomme ) u;=Y uf - u;.

iel iel iel

Soit I un ensemble dénombrable et (u;);e; € C.
Sila famille (u;);e; est sommable, alors les deux familles Re(u;));e; € R! et (Gm(u;));c; € RY le sont.
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Remarque
La réciproque est vraie, voir linéarité plus loin.

Démonstration

Si (1) ;e €St sommable, 0 < [Reu;| < |u;| et 0<|Tmu;| < |uyl. O

Définition : Somme dans le cas complexe

Soit I un ensemble dénombrable et (i) jer € ¢! une famille sommable.
. . . I I
Sila famille (u;) je; est sommable, les deux familles [%e(uj))jel eR! et (jm(uj))jd e R’ le sont.
Cela permet de définir la somme )" uj =) Re(u)) +i)_ Im(u;).
JjeI JjeI Jjel

Propriété : Cas des séries

La famille (u;);eny de nombres réels ou complexes est sommable si et seulement sila série Y u; est absolument
convergente.
Sa somme est alors la somme de la série ) u;.

Démonstration

Par définition, (u;);e est sommable si et seulement si (|u;|);cy I'est. En tant que famille & termes réels positifs,
(Jui]) ;e €5t sommable si et seulement si ) |u;| converge.

Donc (u;) ;e €st sommable si et seulement sila série Y u; est absolument convergente.

De plus, la définition de la somme d'une famille sommable donnée précédemment correspond & la définition
de la somme de la série. O

e Sommation par paquets

Théoréme : sommation par paquets

Soit I un ensemble dénombrable, (1), Une « partition» de I :

pEq=>Ipnlg=2 et |J =1
nelN

Sila famille (u;);e; une famille de nombres réels ou complexes sommable alors

C1 Pour tout n, (1) ¢y, €st sommable.

c2 ) (Z u,-) converge

nelN \iel,

c3 Zui:Jio(Zui)

iel n=0\iel,

Remarque

La sommabilité se vérifie en général en appliquant le théoréme de sommation par paquets d la famille de réels
positifs (|ui]);e;- Dans ce cas, on peut aussi sommer par paquets la famille (|u;|)ze;-

Démonstration

Hors programme |
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Théoreme : sommation par paquets (bis)

Soit I un ensemble dénombrable, (1), Une « partitionn de I :

pEq=>Ipnly=2 et |J =1

nelN
Si
H1 Pour tout n, (|u;|)ies, €st sommable.
H2 Y (Z |ul|) converge.
nelN \iel,
Alors

C1 La famille (u;)ier est sommable.
C2 Pour tout n, (u;);¢y, €st sommable.

C3 ) (Z u,-) converge

nelN \iel,

c4 Zui:Jio(Zui)

iel n=0\iel,

G Commutativité

Soit I est un ensemble dénombrable et (u;);.; une famille sommable de nombres réels ou complexes.
Soit o € (1) une permutation de I.

Alors (ug(i))je; €5t sommable, et Y u; =) ug().
iel i€l

Démonstration

Déja connu pour les réels positifs. On I'applique & uf et u; dans le cas réel pour obtenir I'égalité, puis & Reu;
et Jmu; dans le cas complexe, en revenant a la définition de la somme de la famille sommable. O

Soit I est un ensemble dénombrable et (u;);.; une famille sommable de nombres réels ou complexes , k— iy
une bijection de IN sur I.

La famille (u;);c; est sommable si et seulement si ) u; est absolument convergente, et si c’est le cas, on a

keIN
+00
Z U= Z Ujp-
iel k=0

Démonstration

Idem. =

Corollaire

Si ) an est une série convergente & termes réels ou complexes et o € G(IN), alors la série ) ay(,;) converge

n=0

+0oo +0oo
absolument et Y agoy = Y. an.
n=0
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@ Linéarité

Si I est un ensemble dénombrable, si (u;);c; et (vi);e; sont deux familles sommables d'éléments de K
(K=Rou C), si A€ K, la famille (Au; + v;),.; est sommable, et

Z(/lui+vi)=7LZui+Zvi

iel iel iel

Démonstration

Si k— iy une bijection de IN vers I (numérotation de I).
Alors (Au; +v;);¢; est sommable si et seulement sila série ) (Au;, +v;,) converge absolument. C'est le cas car

nelN
les séries ) u;, et ) v; convergent absolument.
nelN nelN
+00 +00 +00
Et de pIUS, Z(/lu,-+ Ui) = Z (Au,-n + Uin) =A Z Ui, + Z Vi, Z/IZ u; + Z v;. O
iel n=0 n=0 n=0 iel iel

IV Sommes doubles : le cas oU T = IN?
1 Sommes doubles de réels positifs

Théoréme : de Fubini

SOt (@m,n) (m, mez UNE famille de réels positifs.
AlOTS (@m,n) (1 ez €5t sOmmable si et seulement si

H1 Pour tout ne NN, la série Z“m,n converge.
m

converge.
n \m=0

+00
H2 La série Z( Y amn

si et seulement si
H'1 Pour tout meNN, la série Y am,» converge.
n

+00
H'2 Lasérie ) ( Y am,n) converge.

m \n=0
+o0o [ +oo +00 [+o0o
Le cas échéant, > amn= ). ( > am,n) = % (Z am,n)
(m,n)eIN2 n=0\m=0 m=0\n=0
Démonstration
C’est le théoréme de sommation par pagquets avec I, = {(m,n), m € N} qui partitionne IN2. O

Remarque

Ce n'est pas la seule facon de procéder.
On peut former d’autres paquets, en sommant par exemple par diagonales au lieu de sommer par lignes ou
par colonnes et obtenir des énoncés analogues.

Exemples

E1— Sommabilité et somme de ( ) .
(mn)2 ) (im, meNz

(Voir généralisation ci-aprées : sommes doubles produits)

1 72 "y , 2.5 70 A2

2 converge vers o tferme général d'une série convergente d’ou la sommabilité et la
m

A neNN fixé,
ne ; o

T
somme VAUX—.
36
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( 1
E2— |——

5 2) n'est pas sommable.
m< +n< ) (m,n)elN?

N ., 1 . LD 1 .
A neNN fixé, Y ——— converge. Soit s, = ———. ) sy divergente?¢
;m2+n2 < " mzzlm2+n2 L5 <
o oo 1 oo 1 £\]*®° F-Arctany 7z
On peut comparer a une intégrale : Z o 2[ P dt = — |Arctan| — =2 %T>_ terme
m=1M"+n 1 t“+n n njl n 4n

général positif de série divergente.

Autre solution : remarquer que m? + n? < (m+ n)? donc et vérifions que la famille de réels

=
m2+n2 " (m+n)?
positifs (;2) n'est pas sommable.

(m+ 1)) (m,n)eIN2
En effet, sommation par diagonale : I, = {(m,n) € N2, m+n= p} partitionnent IN2.

1 I -1 1 oy 2q .
= m =P~ " terme géneral de série divergente.
p

(mmer, (M+m? — p?  p?

Exercice

1

—_— est-elle sommable 2
(m? + nz)a

1. Pour quelles valeurs du réel a la famille (
(m,n)eN2

. |
2. Démontrer que, pour tous m et n positifs, S m+ % < m? +n® < (m+n)?.

3. Etudier la sommabilité de la suite double ( suivant les valeurs du réel g. Retrouver le résultat

(m+ n)ﬁ)(m,n)em%
de la premiere question.

1

' < ~
1. Onfixe neN.0< (m2 + n2)® m—+oo

L donc Y ! converge si et seulement si a > !
= e a>-.
m2a o (m2+n2)” 2

+00 1

1 p— —

Lorsque c'est le cas, on pose uy, = E ( 2 nz)a .
n=1\M

On cherche une condition sur a pour que la série ¥ u, converge.

On compare 4 une intégrale, par décroissance et continuité de r+— sur [1, +ool.

()

+00 1 d 1 +00 1 d
——dt < < —+ ——— dat

fl (2+m2)% " S L n2)® fl (2+n2)"

o +0o 1 d 1 +00 1 d 1 +oo 1 d 1 +00 1 d
r — dt=— —dr = t~ L.
fl (ttn2)® nz"‘fl ((%)2+1)“ t=nu nz"‘*lf (u2+1)* nz"‘*lfo (u2+1)*

1
n
1

d’d T C +00
., on en déduit que u ~—ovecC:f ——=dr.
Ave tin = a1 o (u2+1)"

Comme

1 B 1
(1+n2)®  °\n2a1
Et donc il y a sommabilité si et seulement si a > > et 2a—1>1si et seulement si a > 1.

2. Facile.
3. Comme dans I'exemple précédent, par diagonales. I, ={(m,n) € N%, m+ n = p} partifionnent IN%.
1 el o1
(m,n)elp (m+mP ph - ph pbh-1
2¢ . 1 _ 1
(m+m2@ = (m2+n2)* = (m+n)2a”

L'inégalité de droite permet de conclure la sommabilité dans le cas oU a > 1 et celle de droite la non som-
mabilité dans le cas oU a < 1.

terme général de série convergente si et seulement si > 2.

On a alors

Remarque

Assez souvent, on utilise le résultat plus simplement : on a & manipuler une quantité qui est déja donné sous
forme de somme de série. On fait apparaitre une série double, la sommabilité est automatique en cas de positivité,
et on peut échanger les sommes par le théoréme.
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Exemple
: D 1l 1 n B
Si x>1,((x):nX:1—x. Or F:m:kg‘im.
+00 n
Donc {(x) = Z Z T existe bien.
n=1k=1
1 . . .
Donc (uk,n)(k n)eN2 oU U, = —7 Si1< k< netosinon est sommable (les termes sont réels positifs) et par le
+00 +oon
théoréme de Fubini, {(x) = Z Y —
=1n=k "

2 Sommes doubles de réels ou de complexes

Théoréme : de Fubini

Soit (@m,n) (m, mewz UNE famille de réels ou de complexes.
Si (@m,n) (m,menz €St sommable (c’est-a-dire si (|am,n|) p,menz I'€St, par exemple avec le théoreme de Fubini

+00 +00
précédent) alors Y amp= ). ( Z am, n) =3 (Z am, n)
(m,n)eIN? n=0 m=0\n
Démonstration
De nouveau de la sommation par paquets. a

Exemple : Les deux membres peuvent exister sans étre égaux, attention aux conclusions trop hatives.
ARf 1 . .
On définit up,q = ——— si p# q et 0 sinon.
pe—q

Il est clair, par comparaison (équivalent) & une série de Riemann, que pour fout g la série Y up,q converge.
p#q
Notons
+00
oq= ) Upg
p=1
p#q
et essayons de calculer o4. Pour cela, on peut penser a se servir de la décomposition en éléments simples

1 _i( 11
p?-q*> 2q\p-q p+q
On peut regarder
1+°°( 1 1 )
o=-) |—-—
2,5\p-1 p+l

(télescopisme pas trop compliqué) ; si g > 1, c'est un peu plus alambiqué, on ne peut guére échapper aux sommes
partielles (pour ne pas couper en deux séries divergentes) : en supposant N > g,

s _1 ‘E( 11 N ( 1
T 2q\;z\p-a p+al ,ZZn\p-a p+q
2q—1l N—q1 q+N 1
-5[-E3- 13- % 2
j=1J  j=q+1J  j=1J j=2q+1J

On simplifie les deux premieres sommes avec la troisieme, en supposant N—g >2g—1 ce qui n'est pas génant
puisqu'on va prendre les limites quand
N — +00 .
N- +N
(,w>_i(1+ 1 1)
q - 2 . .
q\q j=2q 1 j=2q+1J
et enfin on simplifie les deux sommes restantes entre elles :
N+
S 1 ( 1,1 q l)
K 47240 ;NZgerl
La somme restante tend vers 0 quand N — +oo (il n'est pas nécessaire pour cela d’avoir le développement asymp-
totique des sommes partielles de la série harmonique), donc
3

Og=—=
q 4672

Dénombrabilité, Sommabilité - page 16


https://mp1.prepa-carnot.fr

J. Larochette Version du 16 décembre 2021

. +00 7.[2
Conclusion : Y 04 converge, et Zlaq =
q:

Mauvaise conclusion : C'est sommable. )

o s a T
Bonne conclusion : Ce n'est pas sommable, car en échangeant les réles de p et de ¢, on va frouver —— au

lieu de frouver la méme chose.
Chemin plus court pour arriver d la bonne conclusion : prendre p=net g=n-1.

3 Cas particulier : suites doubles produits

Corollaire

Soit (un)pew €1 (vn)pew deux suites de nombres réels ou complexes. Alors la suite double (wmvn)(y, ez €St
sommable si et seulement si (soit I'une des suites est nulle, soit les séries " uy, et ) v, sont absolument convergentes).
Lorsque la dernére condition est vérifiée, on a en outre

(m,n)eIN2

Remarque

L'hypothése de suites non nulles est juste I& pour avoir une caractérisation de la sommabilité. Pour le sens <
intéressant dans la pratique pour calculer la somme, on peut I'oublier.

4 Produit de Cauchy

Soit Y u, et )" v, deux séries réelles ou complexes absolument convergentes. On note, pour tout neN :
n
Wn= ) UpUn—g
k=0

Y wy est absolument convergente, et

Démonstration

Il s’agit de la sommabilité de la suite double produit (up Vq)(p gene Avec une sommation par diagonale d'une
part, et en utilisant le corollaire précédent d'autre part. |

Exemple
Siz, 7 €eC, exp(z+z)=expzxexpz'.
n m
2.9 s 7 ¥4 z
En effet, les séries de fermes généraux — et — convergent absolument et
n: n.

n Zk Z/n—k 1 2 (n B (z+ 2"
zkzm k_ )

wn= L e ek nl

Exemple
+00 n
SiaeC tel que |al <1, alors —— = (n+1)a”.
. (1-a)? ngo

En effet, c'est le produit de Cauchy de la série géométrique absolument convergente de terme général a’”
avec elle-méme.
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Remarque

L'hypothése d'absolue convergence est indispensable, le résultat n'est pas assuré pour des séries semi-
convergentes.

Exemple
Siup=vp= CDF alors |wy| = i ! > Zn: ! =1. Donc ¥ wy, diverge grossierement
T nr T VETDm—k+D ooV miDZ " '
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