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chapitreXVI B .
Integrales a

parametres

| Rappel : limite d'une inté-

grale a parametre

Théoréme : Extension du théo-
reme de conver-

gence dominée

Soit I et J des intervalles, a € J éventuelle-

o IxI — K
ment infini et f:
(1) — flx0

On suppose

H1 Pour fout x€ J, t— f(x,t) est contfinue
par morceaux sur I.

H2 Pourtout tel, f(x,1) — - h(» avec h
continue par morceaux sur J.

H3 Hypothése de domination : Il existe
une fonction ¢ € €, (I, R") intégrable
sur I telle que

vxe], Viel, |fe@|=|fx0|<o@)
Alors

C1 Les t — f(x,1) et h sont intégrables
sur 1.

C2 ff(x,t)dt—»fh(t)dt.
I =0 Ji

Il Continuité d’une intégrale
a parametre

Théoréme : Continuité d’une in-

tégrale a parameétre

Soit X une partie de R et I un intervalle réel

XxI — K
ef f: On suppose

x0 — fx?
H1 Viel, x— f(x, 1) est continue sur X.
H2 VxeX, t— f(x,1) € €.

H3 Hypothése de domination : Il existe
une fonction ¢ € €, (I, R") intégrable
sur I telle que

VxeX, Viel, |f(x,0]<p)
Alors

Cl g: fof(x’ rdr est définie et conti-
nue sur X.

Théoréme : Extension par domi-

nation locale

On peut remplacer H3 par

H3 Hypothése de domination locale : Pour
fout x € X, il existe un voisinage V de x ef une
fonction ¢y € €,(I,R") intégrable sur I telle
que

Vx'eV, Veel, |f(,0|<ov(®)

ou bien pour tout segment S de X, il existe une
fonction ¢s € 6, (I, R") intégrable sur I telle que

VxeS, Vtel, |f(x,0]<ps()

Il périvabilité d'une inté-

grale a parametre

Théoréme : Classe ¢! d’une inté-

grale a parametre

Soit I et J des intervalles réels et

JxI — K
2 On suppose
(x,5) — fx0)

H1 Vrel, x— f(x, 1) estde classe €' sur J,
de dérivée x — g(x, 0.
0x

H2 vxeJ, t— f(x,1) estintégrable sur I.

H3 % vérifie toutes les hypothéses du
théoréeme de continuité :

of
M) [Vtel, x— oo
sur ]] déja dans H1!

(x, 1) est continue

0 .
(2) VxeJ], t— a—f(x, t) continue par
X
morceaux sur I

(3) Hypothése de domination glo-
bale ou sur fout segment de
of .

e Eventuellement sur tout seg-

236
ment S, il existe une fonction
¢ €6n(I,R") intégrable sur J telle
que

VxeJous, Viel, ‘%(x,t)‘ < P(1).

Alors

C1 g:x-—»[f(x,t)dtesfdeclosse‘glsur]
1

of

C2 Vxe], t*—’a

et

(x, 1) estintégrable sur I

= [[8F
g(x)—flax(x,t)dt.
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En I'appliguant pour tout k € IN, on obtient un
théoréme de classe €.

Théoréme : Classe ¢* d’une inté-

grale a parameétre

Soit I et J des intervalles réels et

IJxI — K
: et ke IN*. On suppose
(x, 1) — f(x10)

H1 Pourtouftel, x— f(x,t) est de classe
e sur J, de dérivée d’ordre j notée
o' f
x— —=(x,1).
ox/

H2 Pour fout entier j e [0,k—1], pour tout

0/ %
X€], t— 6—]; (x, t) est intégrable sur I.
X

okr .
H3 0_]’: vérifie toutes les hypothese du
X
théoréeme de continuité :
k

(1) |Pour tout tel, x— g(x, 1) est
oxk

continue sur J| déja dans H1!

okr

(2) Pour tout xe J, t— ﬂ(x, ) conti-
X
nue par morceau sur I

(3) Hypothése de domination glo-
bale ou sur fout segment de
okf .
oxk
ment S, il existe une fonction
¢ €6y (I, RT) intégrable sur J telle

Eventuellement sur tout seg-

que
ok f
VxejJouS§, Veel, |[|—-(x,1)|<p(1).
oxk
Alors
Clg:x~— ff(x, ndt est de classe €
surg

: olf -
C2 Vje[l,k], VxeJ, t— ﬁ(x,t) est in-
X
tégrable sur I et
o' f

g(j)(x)zf]—.(x, dt.
1 0x/

Corollaire : Classe ¢ d'une in-

tégrale a parametre

Soit I et J des intervalles réels et

JxI — K
: On suppose
(x,5) — fx0)

H1 Pourtout tel, x— f(x,t) est de classe

€ sur J.
H2 Pour tout x € J, t — f(x,1) est inté-
grable sur I.
k
H3 (Pour tout ke N*, g—’; vérifie toutes
X
les hypothése du théoreme de conti-
nuité :

k
@) [Pour fout tel, x— H(x, t) est
oxk

continue sur J| déja dans H1!

okf

(2) Pour tout xe J, t— FPr
X
nue par morceaqu sur I

(x, 1) conti-

(3) Hypothése de domination glo-
bale ou sur fout segment de
k .
3L : Eventuellement sur fout seg-
ment S, il existe une fonction
¢ €6y (I,RT) intégrable sur J telle

que
ok f
VxeJouS§, Viel, |[|—-(x,0)|<p(D).
oxk
Alors
Clg:x~— ff(x, rdt est de classe €
sur J !

okf L
C2 VkelN*, Vxe], t— ——(x, 1) estinté-
oxk

grable sur I et

okf
B = | —=(x vdr.
g (x) zaxk(x )
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