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chapitreXV
Limites d’'intégrales

l Interversion limites et intégrales

1 Rappel : le cas de la convergence uni-
forme sur un segment

Théoréme : Interversion limite et inté-

grale par convergence
uniforme sur un segment

Sia,beR, f:la bl — K et (fn)n une suite de fonc-
tion de K@l te] que

H1 Pour tout ne N, f, est continue sur [a, b].

H2 La suite de fonctions (f,)n converge uni-
formément vers f sur [a, b).

Alors
C1 f est confinue sur [a, b]

b
f fode.
a

b
C2 f fu(ode
a

n—+oo

2 Théoreme de convergence dominée

Théoréme : de convergence domi-
née
Soit (fn)n>0 Une suite de fonctions définies sur un

intervalle 1, a valeurs réelles ou complexes.
On suppose

H1 Pour fout ne NN, f, est continue par mor-
ceaux sur 1.

H2 La suite (f,) converge simplement sur I
vers une fonction f continue par mor-
ceaux.

H3 Hypothése de domination : Il existe une
fonction ¢ € €, (I, R") intégrable sur I telle
que

vnelN, Viel <
Alors nelN, Viel, |fa(d| <o)

C1 Les fy et f sontintégrables sur I.

e I

Démonstration

Hors-programme. |

3 Extension du théoreme

Théoréme : Extension du Théoréme

de Convergence Domi-
née

Soit Jintervalle, 1 € J éventuellement infini.

Soit (fa) ey une famille de fonctions définies sur
un intervalle I, a valeurs réelles ou complexes.

On suppose

H1 Pour tout A € J, f est contfinue par mor-
cequx sur I.

H2 Pour tout x € I, fj(x)

Py fx) avec f

continue par morceaux sur 1.

H3 Hypothése de domination : Il existe une
fonction ¢ € € (I, RT) intégrable sur I telle
que

<
Aors VAe], Vtel, || <0

C1 Les fj et fsontintégrables sur I.

c2 f]fl A=l fzf'

Il Interversion série-intégrale

1 Rappel : convergence uniforme sur un
segment

Théoréme : Interversion série-
intégrale sur un segment

Sia,beR, (fn)n Une suite de fonction de K@ te|
que
H1 Pourtout neNN, f, est continue sur |[a, b]

H2 La série de fonctions Z fn converge uni-
formément vers f sur [a, b]

alors 468
Cl1 f= ) faestcontinue sur [a,b.
n=0

b
C2 Zf fu(t)dt converge
a

b +oo +00 pb
C3 Y fm@de=) | fadde
a n=0 n=0va
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2 Cas général

Théoréme : Interversion séries-

intégrales, conver-
gence N;

: R\N . 2
Soit (fu)nelw € (I ) , a valeurs réelles ou com-
plexes. On suppose

H1 La série ¥ f, converge simplement sur 1,

+00
et sa somme ) f, est continue par mor-
n=0
cequx sur I.
H2 Chaque f, est intégrable sur I (et donc
en particulier continue par morceaux sur

1).
H3 La série ) f |ful converge.
I

Alors
C1 fon converge
1

+00
C2 ) fy estintégrable sur I
n=0

c3 f, (ngofn)= 3 [

Démonstration

Hors programme. (|

fg Méthode : Interversion séries-intégrales

Par ordre décroissant de fréquence, on dispose de
trois méthodes principales.

1. Le théoreme qui vient d'étre vu, avec la conver-
gence de " Ni(fn).

2. Si I=[a,b] est un segment sur lequel les f;, sont conti-
nues, on peut regarder si Y f, converge uniformé-
ment.

Le plus agréable serait qu'elle converge normale-
ment <, donc que ) N (fy) converge.

3. Aucun des deux théorémes précédents ne s'ap-
+00

plique. Posant alors S = Y  f,, on écrit, pour tout
n=0

n
n=0,S= Z fr + Rn avec des notations habituelles :
k=0

+00
Rp = Z fr-
k=n+1

Si on montre, par exemple avec I'aide du théoréme
b
de convergence dominée, que f Rp(n)dt

0,
a n—+oo
c’est fini. (Pour celail faut majorer |R;, (1)|, par exemple
avec le théoreme sur le séries alternées...)

On peut aussi envisager d'appliquer le théoreme de
b

convergence dominée df Sp(ndt, lorsque I'on peut
a

estimer, voire calculer |S,(1)].

a. Et, en fait, lorsque c’est cas, comme Nj < (b-a)Neo, le théo-
reme précédent s'applique aussi, mais c'est plus long & rédiger.
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