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chapitreXIV
Intégrales généralisées

K désigne R ou C.

On souhaite générdliser la notion d’intégrale & des in-
tervalles qui ne sont pas des segments.

I Intégrale généralisée sur un intervalle
de la forme [a, +oo[

Soit ae R fixé.
1 Intégrale convergente

Définition : Intégrale convergente

Soit f continue par morceaux sur [a,+oo[ A Va-

+00
leurs dans K. On dit que f f est convergente
a

X
lorsque x—»[ f(®dr a une limite finie en +oco.
a

+00 +
Dans ce cas, on note f(vydtou f

a a

(o 9)
f cefte

limite.

Propriété : Intégrales de Riemann

. s . . D (glis
Soit a € R. L'intégrale dite de Riemann f —
1

tCIC
converge si et seulement si a > 1.

Soient f,g € €mla,+o,K), A € K, telles que
+00 +00
f f eff g convergent.
a a

+00
Alors f f + Ag converge et
+00 a+oo +0o
[ (f+/1g)=f f+/1f g.
a a a

Propriété
+00

Soient f € €m(la,+ool,K), b € [a,+ool alors f
a
+oo

et f ont méme nature.
b

+00 b +00
Si elles convergent, f e f f+ f I
a a b

2 Cas des fonctions réelles positives

Soit f e €y(la, +oof, RT).
38 +o00o
Alors F: x — f f(®)dt est croissante, et f

a a
converge si et seulement si F est majorée.

Théoreme : Intégrabilité des fonc-

tions positives par
comparaison

+00

Soient f,g € ém(la,+oo,RT), tel que f g

a
converge et que I'une des trois hypothése suivante
est vérifiée

0Sf<g ou f=g ou f=23g

+0oo
alors f f converge.
a

Théoréme : Non intégrabilité des

fonctions positives par
comparaison

45

(o)
Soient f,g € €m(la,+oo,R"), tel que f g di-

a
verge et que I'une des trois hypothése suivante est
vérifiée

0<g<f ou g=f ou g=1f

+00
alors f f diverge.
a

Théoréme : Intégrabilité des fonc-

tions positives par
équivalent

Soient f,g € €m(la,+oo[,RT) telles que f 8

+00o +00
Alorsf f eff g ont méme nature.
a a

3 Intégrabilité sur un intervalle de la forme
[a, +ool

Définition : Fonction intégrable

Une fonction f est dite intégrable sur [a,+ool
+

(o.¢)
lorsque f |f| est convergente. On dit aussi que
a

+o00o
f f est absolument convergente.
a

Théoreme : I'absolue convergence

enfraine la conver-
gence

+00
Si f est intégrable sur [a,+ool, alors f
a

converge.
La réciproque est fausse.

Théoréme : Intégrabilité par compa-

raison

Soient f,g € €m(la,+ool, RT).
« Si g estintégrable sur [a,+oo[ et que I'une des
trois hypothése suivante est vérifiée

f<g ou f=[+oolg ou f=][+oolg,

alors f est intégrable sur [a, +ool.
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e Si f 8 alors f est intégrable sur [a,+oo[ si et rant au voisinage de a.

seulement si g I'est.

4 Comparaison série-intégrale

Théoréme

Soient ny e N, f:[ng,+oo[— R tel que
H1 f est confinue par morceaux,
H2 f est décroissante,
H3 f est positive
alors

C1 ) f(n) converge sietseulementsi f est
n=ny
intégrable sur [ng, +ool.

Il Intégrale généralisée sur un intervalle
quelcongue

1 Cas d'un intervalle semi-ouvert
On généralise les résultats précédents aux intervalles de la

forme [a, bl oU ]a, b] avec a,be Ru{+oo} tels que a< b.
-

Définition : Intégrale convergente

Soit f continue par morceaux sur [a, b (respecti-
vement ]a, b]) d valeurs dans K.

b
On dit que ff est convergente lorsque
a

X
fo f(®dr a une limite finie en b (respectivement
a
b
x—»f f(®dr a une limite finie en a).
P

b b
Dans ce cas, on note f f(vdt ou f f cette li-
a a

mite.
On dit que f est intégrable sur ]a,b] ou [a,bl

b
Iorsquef |f| converge.
a

Propriété : Intégrales de Riemann

Soit a € R.

1 s .
o X — e est intégrable sur [1,+oo[ (respective-

ment ] —oo,—1]) si et seulement si a > 1.

1 .. .
cx— g est intégrable sur 10,1] (respective-

ment [-1,0[) si et seulement si a < 1.

Théoréme : Intégrabilité par compa-
raison

Soient f,g € €m(la,bl,R™).
« Si g estintégrable sur [a, bl et que I'une des trois
hypotheése suivante est vérifiée

Au voisinage de b, f < g ou f=[blg ou f=I[blg,

alors f est intégrable sur [a, bl.
e Sif 78 alors f estintégrable sur [a, b si et seule-

ment si g I'est.
On a un énoncé analogue sur la,b] en compa-
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Soit f continue par morceaux sur [a, bl, c€ [a, bl.
b b

Alors [ f converge si et seulement si f f
Cc

a
converge.
On a un résultat analogue pour une fonction
continue par morceaux sur la, b).

2 Cas d'unintervalle ouvert
®  Définition
Soit f continue par morceaux sur la, b[ O valeurs
dans K. )
On dit que f f est convergente lorsqu’il existe
c €la, bl (Qui est gn fait quelconque d'apres la pro-
priété précédente) tel que j:f et jcbf sont conver-

gentes.
Dans ce cas, on note

b b c b
jf=f f(t)dt:f f(t)dt+f f(ndt.
a a a Cc

b
On dit que f est intégrable surla, bl Iorsquef |f]
converge. “

3 Intégrabilité sur un intervalle quelconque
I est unintervalle de R d'intérieur non vide.

Théoréme

Soit f continue par morceaux sur I. Si f est inté-
grable sur I, alors ff converge.
I

Théoréme

e L'ensemble des fonctions continues par mor-
ceaux intégrables sur I a une structure de K-
espace vectoriel.

 L'application f»»ffesf une forme linéaire de
I
cet espace.

Propriété : Inégalité triangulaire

Si f estintégrable sur I,

flf‘<f1|f|-

Si f est & valeurs complexes, f f converge si et
I

seulemenfsifme(f) effjm(f) convergent.
I I

Dans ce cas, ff:fi)%e(f)ﬂfjm(f).
I I I

4 Etude et rédaction de I'existence d’'une
intégrale

fg Méthode : Etudier I'intégrabilité de f sur un
intervalle 1 gu étudier la conver-

gence def f
a

(ce n'est pas la méme chose!)

Position du probléeme

o SiIestunsegment,iln'y apas de probléeme.

« SiTestunintervalle bornée surlequel f est bornée,
alors f estintégrable par comparaison & une fonc-
tion constante qui est intégrable.

« Si I est un intervalle ouvert 1a, b[, on étudie sépa-

® b
rément I'existence de f f etf f. Le réel ¢ est
a c
choisi quelconque dans ]a, b[ et on est ramené a
une étude sur ]a,c] et [c, bl (semi-ouverts).
Cas des fonctions positives

Dans ce cas, la convergence de l'intégrale est équi-
valente & I'intégrabilité. Bien insister dans la rédac-
fion :

«La fonction f:x— --- est continue (par morceaux),
positive sur I'intervalle ... »
en précisant bien I'intervalle.
S'il est ouvert, on coupe en deux et on étudie sépa-
rément les deux intégrabilités.
Cas des fonctions non positives
... ni négatives.

Dans ce cas, on s'intéresse soit & I'intégrabilité (abso-
lue convergence), soit d la (semi)-convergence de
I'intégrale (mais cette derniére n'est pas un objectif
du programme).

"I Propriétés des intégrales généralisées

1 Relation de Chasles

Propriété : Relation de Chasles

Soit fe€n(l,K) telle que ff converge.
I

(i) Si J sous-intervalle de 1, alors f f converge.
J
(i) Si abc € T éventuellement infinis,

b c b
f f :f f+f f, toutes ces intégrales étant
b(fen cor?vergecnfes.

2 Propriétés liées a l'ordre

Propriétés : liées a I'ordre
Soient f,g € €n(I,R) felles que ff ef fg
I I

convergent.

Positivité : f>0— f f>o.
I

Croissance : f < g:ffgfg.
I I
Positivité améliorée : Si f est positive, continue sur I
efsi f f=0alors pour tout xe I, f(x)=0.
I

De facon équivalente, si f est positive, continue,
non identiquement nulle sur I alors ff > 0.
I
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3 Intégrale généralisée dépendant d'une
borne

Propriété : Dérivation
b
Si f est confinue sur [a,b[ et si f f converge,
a

b
alors g : x —»f f(rydr est de classe €' sur [a,bl et
X
g'=-f. ,
Si f est confinue sur la,b] et si f f converge,
a
P
alors h: x —»f f(rydr est de classe €' sur la,b) et
a
B =f.

lV Changements de variable, intégra-
tions par parties

1 Changement de variable

Théoréme : Changement de va-
riable

Soit a, B,a,b € RU{+oo} et ¢ :]a, Bl—]a, bl une bijec-
tion de classe €. Alors ¢ est strictement monotone.
On suppose que ¢(u) @ et ¢(u) b

u—

(quitte a échonger les bornes des intervalles).

Alors ff(t)dt et f flow)e'(wydu sont de

méme nature. En cas de convergence, elles sont
égales.

Propriété : Intégrales de Riemann

SoitaeRetabeR, x— |x—1
[b, al (respectivement a, b)) si et seulement si a < 1.

- estintégrable sur

2 Intégration par parties

On ne fait pas d'intégration par partie sur des intégrales gé-
néralisées : on pourrait faire apparaitre des termes qui n’existent
pas.

Donc on repasse & une intégrale sur un segment, on integre
par parties puis on passe 4 la limite.

V Intégration des relations de comparai-
son

Théoréme

Soit f € €m(la,bl,K) et ge €m(la,bl,RT) une fonc-
tion & valeurs réelles positives.

b
Cas de divergence Si[ g diverge et
a
X X
(i) si f=I[blg olorsf 7= [x—»b]f g
ax ax
(i) si f=blg, a/orsf fz[x—»b]f .
a
(i) Si f ~ ~8 clorsf f ~ f g

Cas de convergence Sif g converge et
a

(i) si f = |[blg alors f intégrable et

fxbf=[b1thg

(i) si f = [blg, alors f intégrable et
b b
| r=wif g
X P

b
(i) Si f~g alors fintégrable et f ;- f g
b x x—b

On a un énoncé analogue sur la, b).
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