
J. Larochette Version du 21 décembre 2021

chapitreXIII
Régularité des suites et séries de

fonctions

K désigne R ou C, I est un intervalle de R contenant
au moins deux points, X une partie non vide R.

I Suites de fonctions

1 Intégration sur un segment

Théorème : Interversion limite et inté-
grale

Si a,b ∈R, f : [a,b] →K et ( fn )n une suite de fonc-
tion de K[a,b] tel que

H1 Pour tout n ∈N, fn est continue sur [a,b]

H2 La suite de fonctions ( fn )n converge uni-
formément vers f sur [a,b]

alors
C1 f est continue sur [a,b]

C2
∫ b

a
fn (t )dt −−−−−→

n→+∞

∫ b

a
f (t )dt .

Méthode : Pourmontrer qu’on n’a pas conver-
gence uniforme...

Il suffit qu’on n’ait pas
∫ b

a
fn (t )dt −−−−−−→

n→+∞

∫ b

a
f (t )dt .

Théorème : Convergence uniforme
de primitive

Soient f : I →K et ( fn )n une suite de fonction de
KI , a ∈ I . On suppose que

H1 Pour tout n ∈N, fn est continue sur I .
H2 La suite de fonctions ( fn )n converge uni-

formément vers f sur tout segment de I .

Alors on pose Fn : x 7→
∫ x

a
fn (t )dt l’unique primitive de

fn qui s’annule en a et

C1 f est continue sur I donc F : x 7→
∫ x

a
f (t )dt

unique primitive de f qui s’annule en a
existe bien,

C2 (Fn )n converge uniformément vers F sur
tout segment de I .

2 Dérivation

Théorème : Interversion limite et dé-
rivée

Soient f : I →K et ( fn )n une suite de fonction de
KI . On suppose que

H1 Pour tout n ∈N, fn de classe C 1 sur I .
H2 La suite ( fn )n converge simplement vers f

sur I .
H3 La suite ( f ′n )n converge uniformément sur

tout segment de I vers une fonction h.
Alors

C1 f est de classe C 1 sur I .
C2 f ′ = h c’est-à-dire

(
lim fn

)′ = lim f ′n .
C3 ( fn )n converge uniformément vers f sur

tout segment de I .

Théorème : Généralisation à la
classe C k

Soit ( fn )n une suite de fonction deKI , p ∈N∗. On
suppose que

H1 Pour tout n ∈N, fn de classe C p sur I .

H2 Pour tout k ∈ J0, p − 1K, la suite
(

f (k)
n

)
n

converge simplement vers une fonction
gk sur I .

H3 La suite
(

f
(p)
n

)
n
converge uniformément

sur tout segment de I vers une fonction
gp .

Alors
C1 f = g0 est de classe C p sur I .
C2 Pour tout k ∈ J0, pK, f (k) = gk c’est-à-dire(

lim fn
)(k) = lim f (k)

n .

C3 Pour tout k ∈ J0, pK, (
f (k)
n

)
n
converge uni-

formément sur tout segment de I .

Théorème : Généralisation à la
classe C ∞

Soit ( fn )n une suite de fonction de KI . On sup-
pose que

H1 Pour tout n ∈N, fn de classe C ∞ sur I .
H2 La suite

(
fn

)
n converge simplement vers

une fonction f sur I .

H3 Pour tout k ∈N∗, la suite
(

f (k)
n

)
n
converge

uniformément sur tout segment de I vers
une fonction gk .

Alors
C1 f est de classe C ∞ sur I .
C2 Pour tout k ∈ N∗, f (k) = gk c’est-à-dire(

lim fn
)(k) = lim f (k)

n .
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II Séries de fonctions

Les théorèmes sur les séries de fonctions se déduisent directe-
ment des théorèmes sur les suites de fonctions en les appliquant
aux suites de sommes partielles.

1 Intégration sur un segment

Théorème : Interversion série-
intégrale sur un segment

Si a,b ∈R, ( fn )n une suite de fonction deK[a,b] tel
que

H1 Pour tout n ∈N, fn est continue sur [a,b]

H2 La série de fonctions
∑

fn converge uni-
formément vers f sur [a,b]

alors

C1 f =
+∞∑
n=0

fn est continue sur [a,b].

C2
∑∫ b

a
fn (t )dt converge.

C3
+∞∑
n=0

∫ b

a
fn (t )dt =

∫ b

a

+∞∑
n=0

fn (t )dt .

2 Primitive

Théorème : Interversion série et pri-
mitive

Soient ( fn )n une suite de fonction de KI , a ∈ I .
On suppose que

H1 Pour tout n ∈N, fn est continue sur I .

H2 La série de fonctions
∑

fn converge uni-

formément vers f =
+∞∑
n=0

fn sur tout seg-

ment de I .

Alors on pose Fn : x 7→
∫ x

a
fn (t )dt l’unique primitive de

fn qui s’annule en a et

C1 f est continue sur I donc F : x 7→
∫ x

a
f (t )dt

unique primitive de f qui s’annule en a
existe bien,

C2 La série de fonctions
∑

Fn converge uni-

formément sur tout segment de I et

F =
+∞∑
n=0

Fn .

3 Classe C p

Théorème : Classe C p d’une série
de fonctions

Soit ( fn )n une suite de fonction deKI , p ∈N∗. On
suppose que

H1 Pour tout n ∈N, fn de classe C p sur I .
H2 Pour tout k ∈ J0, p−1K, la série de fonctions∑

f (k)
n converge simplement sur I .

H3 La série de fonctions
∑

f
(p)
n converge uni-

formément sur tout segment de I .
Alors

C1 f =
+∞∑
n=0

fn est de classe C p sur I .

C2 Pour tout k ∈ J0, pK, f (k) =
+∞∑
n=0

f (k)
n .

C3 Pour tout k ∈ J0, pK, ∑ f (k)
n converge unifor-

mément sur tout segment de I .

Théorème : Classe C ∞ d’une série
de fonctions

Soit ( fn )n une suite de fonction de KI . On sup-
pose que

H1 Pour tout n ∈N, fn de classe C ∞ sur I .

H2 La série de fonctions
∑

fn converge sim-

plement sur I .
H3 Pour tout k ∈ N∗, la série de fonctions∑

f
(p)
n converge uniformément sur tout

segment de I .
Alors

C1 f =
+∞∑
n=0

fn est de classe C ∞ sur I .

C2 Pour tout k ∈N, f (k) =
+∞∑
n=0

f (k)
n .
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