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Régularité des suites et séries de fonctions

Extrait du programme officiel :

Contenus

Capacités & commentaires

Intégration d'une limite uniforme sur un segment

Soit (u,) une suite de fonctions continues définies sur I'intervalle
Ide R et avaleurs dans F, a un point de 1. On suppose que (uy)
converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction
u. Pour ne N et xe I soit

X X
Un(x)=f n, U(x):f "
a a

Alors (Up) converge uniformément vers U sur tout segment de 1.

En particulier, si (u,) converge uniformément vers u sur le seg-

ment S, alors :
[n—[u
S S

Dérivation d'une suite de fonctions

Soit (uy,) une suite de fonctions de classe €1 sur un intervalle I de
R, & valeurs dans F. Si (u,) converge simplement sur I vers une
fonction u, et si (u),) converge uniformément sur fout segment
de I vers une fonction v, alors (u,) converge uniformément vers
u sur tout segment de I, u est de classe €1 sur I et v/ =v.

Extension aux suites de fonctions de classe €, sous I'hypothése
de convergence simple de (u(,,”) pour0< j< k-1 et de conver-
gence uniforme de w{F) sur tout segment de 1.

Séries de fonctions

Adaptation au cas des séries de fonctions des résultats des pa-
ragraphes ci-dessus.

Les étudiants doivent savoir étudier la somme d'une série de
fonctions (régularité, étude asymptotique, utilisation de la com-
paraison série-intégrale).
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K désigne R ou C, I est un intervalle de R contenant au moins deux points, X une partie non vide R.

| suites de fonctions

1 Intégration sur un segment

Théoréme : Interversion limite et intégrale

Sia,beR, f:la bl —K et (f,), une suite de fonction de K!*P tel que
H1 Pour tout neN, f, est confinue sur [a, b]
H2 La suite de fonctions (f,)» converge uniformément vers f sur [a, bl
alors
C1 f est continue sur [a, b)

C2f fn(t)dt ff(t)dt
a

Démonstration

On suppose a < b quitte a mulhpher par —

U fa(Ddi— ff(t)dt‘ flfn(t) (t)|dt<(b D || frn= flloo——0. 0

X n—+o0

fg Méthode : Pour montrer qu’on n'a pas convergence uniforme...

b
— fa fdr.

b
Il suffit qu'on n’ait posf fn(odt
a n—-+

Exercice : CCINP 10

X —X
On pose f (x) = (x? +1) %.

1. Démontrer que la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur [0, 1].
1
ne* + xe ¥

2. Calculer la limite lorsque n — +oco de f [xz + 1) ———dx.
7 n+x

Solution
1. Pourxe(o,1], lim fn(x)= (x% +1)e*.
La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers f: x— (x% + 1)e* sur [0,1].

(e -e")

ONaVxel0,1], fulx) - f0) = (x2+l)%, et donc : Vxe[0,11, |fu(x) - f0)]| < =
Ce majorant indépendant de x tend vers 0 quand n — +co, donc la suite de fonctions (f;) converge unifor-
mément vers f sur [0,1].

2. Par convergence uniforme sur le segment [0,1] de cette suite de fonctions continues sur [0,1], on peut inter-
vertir limite et intégrale.

1 =33
. ne” + xe
Onadonc lim f (x%+1)
n—+oo 0

1
dx :f (x% +1)e*dx.
0

1
Puis, en effectuant deux intégrations par parties, on trouve f (x? +De¥dx=2e-3.
0
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Théoréme : Convergence uniforme de primitive

Soient f:I—K et (f,)» Une suite de fonction de K, ae I. On suppose que
H1 Pour fout neNN, f, est confinue sur I.
H2 La suite de fonctions (f,), converge uniformément vers f sur tout segment de 1.

X
Alors on pose Fy, : x-—»[ fn(0)dt I'unique primitive de f, quis’annule en a et
a

X
C1 f est continue sur I donc F:fo f(©dr unique primitive de f quis’annule en a existe bien,
a

C2 (F,), converge uniformément vers F sur tout segment de I.

Démonstration

Sur un segment [b,c] de I, on note m =min(a, b, c) €t M =max(a, b,c). On calcule

lgn(0) ~g@)| <lx=al|[ fun = Flloo, g < M=) | fn = Flloo,pman = 0

d'ou la conclusion. O
Remarque

En fait, le premier théoreme est une conséquence du second, en prenant I = [a,b], on obtient bien
gn(b) P g).

2 Dérivation

Théoréme : Interversion limite et dérivée

Soient f:I—K et (f,)» une suite de fonction de K!. On suppose que

H1 Pour tout neN, f, de classe €' sur I.

H2 La suite (f,), converge simplement vers f sur 1.

H3 La suite (f;), converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction h.
Alors

C1 f estde classe 6! sur I.

C2 f'=hc'est-a-dire (lim f,) =lim f.

C3 (fu) . converge uniformément vers f sur tout segment de 1.

Remarque
Vrai avec I'hypothése plus faible de dérivabilité des f;;, mais hors-programme.

Démonstration

« Le théoreme de fransfert de confinuité nous donne déjd la continuité de g sur I (avec H1 et H3).

e Soit ae 1. On pose gn: fo fliodt= fax)- fr(a) et g: fo h(r)dt. D'apres le théoreme précédent, (gn)
converge uniformément vers g sur tout segment de I, donc en particulier converge simplement vers g.

fx) - f(@), donc par unicité de la limite, pour tout xe I, f(x) =f(a)+fa h(ndt

Or pour tout xe I, gn(x) =

et ainsi f est de classe ¢! et de dérivée h.
e SiSsegmentde I, xeS,

| fn(0) = £ ()| = [gn(x) + gn(a@) - g(x) — g(@)| < |gn(0) — g)| + | fn(@) ~ f(@| < | gn — &lo,s + | fn(@ — f ()]

qui est indépendant de x et converge vers 0. Donc (), converge uniformément vers f sur fout segment
de I. O
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Théoréme : Généralisation a la classe ¢*

Soit (fu) une suite de fonction de K!, pe IN*. On suppose que
H1 Pour fout neNN, f, de classe €7 sur I.

H2 Pour tout ke [0, p-1], la suite ( ,(,k)) converge simplement vers une fonction gy sur I.
n
H3 La suife ( ,ﬁp)) converge uniformément sur fout segment de I vers une fonction g,,.
n
Alors
C1 f=gyestde classe €7 sur I
C2 Pour tout ke [0,p], f® = g c'est-a-dire (lim f,)* =1lim ¥

C3 Pour tout k€ [0, p], ( ,(,k)) converge uniformément sur tout segment de 1.
n

Démonstration

On applique le théoréme précédent a toutes les dérivées successives, delan°p dlanel. O

Remarque

Pour obtenir une classe €°°, il suffit que les f;, le soit et que la convergence des [ ,5’“) soit uniforme au moins
n
d partir d'un certain rang.

Théoréme : Généralisation a la classe €

Soit (fu)n Une suite de fonction de K!. On suppose que
H1 Pour fout neNN, f, de classe € sur I.
H2 La suite (f,), converge simplement vers une fonction f sur I.
H3 Pourtout ke IN*, la suite ( ,(,"))n converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction
8k-
Alors

C1 f est de classe € sur I.

C2 Pour tout ke IN*, f® = g c'est--dire (lim f,,)® =1im £{*.

Il séries de fonctions

Les théoremes sur les séries de fonctions se déduisent directement des théorémes sur les suites de fonctions en les
appliquant aux suites de sommes partielles.

1 Intégration sur un segment

Théoreme : Interversion série-intégrale sur un segment

Sia,beR, (f,)n une suite de fonction de K!*P tel que
H1 Pour tout neN, f, est continue sur [a, b]
H2 La série de fonctions ) f, converge uniformément vers f sur [a, b]
alors

+00
C1 f=)_ fa. estcontinue sur [a,b).

n=0

b
Cc2 Z/ fa(t)dt converge.
a

b +oo

+oo pb
C3 Y | funde=| > fu(nde.
n=0Ja

a n=0
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Exercice : CCINP 14

1. Soit a et b deuxréels donnés avec a < b.
Soit (fx) une suite de fonctions continues sur [a, b], & valeurs réelles.

converge

b
Démontrer que sila suite (f,) converge uniformément sur [a, b] vers f, alors la suite U fn (x)dx)
a neN

b
vers f f(x)dx.
a
2. Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.

1 (+o0
3. Démontrer que fz (Z x”) dx=
0 \n=0

+00 1

X o

n=1

Corrigé
2 . p 1
La série )" x" converge normalement et donc uniformément sur le segment [0, 5] ]

|
0,—1.
2

% +00 +00 % +00 1 1 +001 1
On en déduit alors quef Y ox"|dx=) [ "x"dx= ),
0 \n=0 n=0J0

n=0

De plus, VneN, x— x" est continue sur

n+12n+1 =n§’1n2”'

Exercice

Pour fout nelN, x€[0,1], f(x) = (-1)"x"*(1 - x)2.

+00
Montrer que )" f, converge normalement sur [0,1] puis déterminer f= " f;.

n=0

+00 _1\n

En déduire la valeur de S= ) #,
n=o (n+1)(n+2)(n+3)

. 5
Réponse : 2In2 - 7

2 Primitive

Théoréme : Interversion série et primitive

Soient (fy), une suite de fonction de K!, ae I. On suppose que
H1 Pour fout ne NN, f, est confinue sur I.

+00
H2 La série de fonctions ) f, converge uniformément vers f =Y f, sur tout segment de 1.
n=0
P
Alors on pose Fy,: x-—»f fn(t)dt I'unique primitive de f, quis’annule en a et
a

X
C1 f est continue sur I donc F:fo f(r)dt unique primitive de f qui s’annule en a existe bien,
a

+00
C2 La série de fonctions ZFn converge uniformément sur tout segment de I et F= Z F,.
n=0
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3 Classe €7
Théoréme : Classe €7 d’'une série de fonctions

Soit (fu)n Une suite de fonction de K!, pe N*. On suppose que
H1 Pour fout nelN, f, de classe 6P sur I.

H2 Pour fout ke [0, p-1], la série de fonctions Y % converge simplement sur I.

H3 La série de fonctions Zf,ff’) converge uniformément sur tout segment de I.
Alors

+00
Cl1 f=) fa.estde classe €” sur I

n=0
+00
C2 Pour tout ke[o,p], P =3 £,
n=0

C3 Pour tout ke [0,p], Y % converge uniformément sur tout segment de 1.

Théoréme : Classe ¢ d'une série de fonctions

Soit (fu) une suite de fonction de K!. On suppose que
H1 Pour fout neNN, f, de classe € sur 1.

H2 La série de fonctions ) f, converge simplement sur I.

H3 Pour tout ke IN*, la série de fonctions Zf,(l’” converge uniformément sur tout segment de 1.
Alors

+00
Cl1 f=) fa.estde classe €* sur I.
n=0
+00
C2 Pour tout kelN, f0 =% £k,

n=0

Exercice
+00
Montrer que {: x €]1, +co[— Y — estde classe € sur 11, +ool, donner une expression de ses derivees sous forme
n=1"7
de somme, étudier la convexité de (.
+00 (_l)n
est de classe € .

Montrer que n: xe Rf —
n=1

Exercice : CCINP 16
On considere la série de fonctions de terme général u,, définie par :

X X
YneN®, ¥xe(0,1], up(@=n(1+=)-=.
n n

L. TED X\ X
On pose, lorsque la série converge, S(x) = ) [ ln(l + Z] - Z]'
n=1
1. Démontrer que S est dérivable sur [0,1].
2. Calculer §'(1).

Corrigé

1. Soit xe[0,1].
Six=0, uy(0)=0et donc ) u,(0) converge.
2 2
. - X 1 X

Si x#0, comme au voisinage de +oo, up(x) =—— +o|— |, alors |uy(x)| ~ —.

2n2 n? +00 212
Or )’ —; converge donc, par critére de comparaison des séries & termes positifs, ) u,(x) converge absolu-

n>1 n

ment, donc converge.
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On en déduit que la série des fonctions u; converge simplement sur [0,1].

La fonction S est donc définie sur [0,1].

1 1 —X
VneN*, u, est de classe €' sur [0,1] et Vx€[0,1], 1}, (x) =

x+n n_ nx+n)
* ! 1
Donc VneN*, Vxe[0,1], lup (< —.
n
, . 1
On en déduit que ||u} |l = sup |up (0| < =
x€[0,1 n

)

1
Or ) — converge.
n
n>1

Donc ) uj; converge normalement, donc uniformément sur [0, 1].
n>1
On peut alors affirmer que la fonction S est de classe €. Elle est donc dérivable sur [0,1].

+00
Etona:Vvxel0;1], 8'x) = Y. u),(x).
n=1

. L. +00 +00 1 1
2. Envertu de ce quiprécede, ()= Y u,(1)= Y ( ——).
=i pm\n+l n
N
OrZ( ! —l)= LI -1.
pmi\n+l n N+1 N—+00

Donc §'(1) = -1.

Exercice

-n"

n+x’

Montrer que Y f, converge simplement vers f de classe €!. Calculer f' et étudier les variations de f.

Pour neIN et x>0, on pose f,(x) =
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