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1 Préliminaires.

1. Soit f € C°. Par théorémes généraux, la continuité de f entraine celle de T'(f). De plus

v T+ 1) = 5 (FE5D+ e+ D) = 5 (15D + 1@)) = 1)

et T(f) est donc 1-périodique ce qui donne finalement T'(f) € C°.
2. Soit f € C%; pour tout t on a || f()|| < ||f]lec- On en déduit que

1
Ve e R, [T(f)(@)] < 5 (1f(z/2)] + |f(@)]) < [If]l
cest a dire || T(f)|loc < ||f|lco- Par passage a la borne supérieure,

sup [|T(f)lloc <1
1 lloe=1

De plus, pour f=eg, on a ||flloc =1 et |T(f)||cc = ||fllocc =1 ce qui montre que

max ||T 0o =1
||fuoo:1” w2l

3. Soit f € H°; le changement de variable v = /2 donne

1 1/2
/ f(x/2) dx =2 f(u) du
0 0

De méme, en posant u = (z + 1)/2 on a

1 1
/ Fat)/2)dr=2 [ fu) du
0 /2

1

En combinant ces égalités, on a alors

1 1
/ T(f)(x) dx :/ f(u) du=0
0 0
et donc T'(f) € H°. H® est ainsi stable par T

4. On remarque tout d’abord que ey ¢ H® et comme H° est un hyperplan, on a donc H° @ D = C°
et P est bien définie. Plus précisément, on a

Vfec, /01<f(:c)—/01f> de =0

ce qui montre que f — ( fol f) eo € H® et exhibe la décomposition de f sur H® et D et indique

= (f 1)



2 Fonctions trigonométriques.

5. On a
T(e)(z) = %(€2ikw+§ +€2ikﬂ+w§1>
eilmrz '
= 5 (1+ezk7rx)
et ainsi

Vk € Z, T(eart+1) =0 et T(ear) = ex
Chaque élément d’une famile génératrice de E,, est donc envoyé dans F,, par T et ceci indique
que E,, est stable par application linéaire T (et méme T'(E,) = E|,,/2)))-

Par ailleurs, fol er est nul si k #£ 0 et vaut 1 si kK = 0 ainsi
Vk #0, Plex) =0 et P(eg) =ep

De fagon similaire, E,, est stable par P (d’ailleurs, P(E,) = Ey C E,)

6. La matrice de T dans la base (e, e1,e_1,€2,e_2) (c’est une famille génératrice de Fs mais elle
est aussi libre car si aeg+bei+ce_1+dea+ fe_o = 0, alors le polynome a X2 4+bX3+cX +dX*+f
a une infinité de racines (tout U) donc est le polynéme nul et a =b=c=d = f =0) est

My =

OO OO
O O O O O
O O O O O
o O O = O
O O = O O

Le spectre de Ty contient donc 0 et 1. My est de rang 3 et ker(Ms) est donc de dimension 2.
My — I5 est de rang 4 et ker(My — I5) est donc de dimension 1. T» n’est donc pas diagonalisable
(la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut 3 # 5).
7. Procédons par récurrence sur l'entier n.
- Pourn=1,k=1.0OnaT) = P (ces deux applications linéaires agissent de la méme fagon
sur la base (e, e1,e_1). Ainsi, pour p > 1, T¥ = P} = P; (grace & P} = P)).
- Soit n > 1 tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang n. Soit k I'unique entier tel que
k=1 < p < 2% K =k — 1 vérifie alors 28 ~1 < |n/2] < 2¥ et par hypothese de récurrence,

Vg>k—1, T =P,

Soit p > k; on a
Vf € Eny1, T (F) = TLA(T(F)
Or, pour f € E,y1, T(f) € ELLHJ C E, et l'identité précédente s’écrit donc
2

Vf € Enya, T£+1(f) = Tﬁ_l(T(f))

Avec ’hypothese au rang n, on a donc
Vf € Eny, T£+1(f> = P.(T(f))

Enfin, comme fol f= fol T(f) (vu en question 3) et avev la formule de P (question 4) on
a P(T(f)) = P(f) et ainsi P,(T(f)) = P(f) ce qui vaut P,+1(f) (pour f € E,4+1). On a
ainsi

Vf € Enti, Ty (f) = Paa(f)

ce qui prouve le résultat au rang n + 1.



3 Fonctions holdériennes.

10.

11.

12.

13.

Soit f € C*. On a (inégalité triangulaire)

1
2

(@) - T(HW) < -

(175 = 1D+ 125 = 15 )

Par définition de m(f), on en déduit que

HUN@—TUMMSlmAﬁ<ﬁ—yP+!

m+1_y+1|a _ ma(/)
2 2 2

5 5 90 |z —y|*

T(f) (qui est dans C°) est donc dans C® avec mq(T(f)) < mgib(vf) et C est stable par 7.
D’apres la question précédente,

V€ |Ta(f)la < Tolf)

< D 1T (f) oo

Avec la question 2 et comme 2% > 1, on a donc

Vel | Ta(flla = malf) + 1 fllc =l fla

On note que ey € C* avec mq(eg) = 0 et donc ||eg||lo. Comme T'(eg) = e, I'inégalité qui précede
est une égalité pour eg. On a donc

max ||[To(f)|la =1
ma [T ()l

On a
Vo € R, [Mey ()] < A

Le majorant est indépendant de x et est, si |\| < 1, le terme général d’une série (géométrique)
convergente. Dans ce cas, > (\¥eqr) converge normalement sur R. On note

—+o0
fr Tz ZAkerHm
k=0

Cette fonction est continue comme somme d’une série normalement convergente de fonctions
continues et 1-périodique car limite simple d’une suite de fonctions 1-périodiques. On a ainsi

e c°
La question 5 permet de voir que
Vn € N*, T(S,) = ASn—1

La question 2 montre que T est une application linéaire continue au sens de ||.||c. La suite
(T'(Sn)) est donc convergente au sens de ||| vers T'(fy). Par unicité des limites, on a alors

T(fx) = Afa
On suppose [A| < 27%. On veut trouver une constante M telle que
Y #y, [fa(z) = faly)] < Mz —y|*

Il suffit pour cela de trouver une constante M; valable quand |z — y| > 1 et une autre My
valable quand |z —y| <1 (M = max(M;, Ms) convient alors). On distingue donc les cas.



- M = 2||fa|oo convient de maniere immédiate (si |z —y| > 1 alors |z — y|* > 1 et |fa(z) —
A)] < My < o — yl?).

- Supposons |z —y| < 1; il existe alors n (qui dépend de x et y) tel que 27" < |z —y| < 27"
Comme |ep(z) — ep(y)| < 2, on a (les sommes écrites existent)

00 +o00
2 2
A — ) <92 )\k: )\n+1<727a(n+1)
> Mle(o) —en)| <2 > W= A <
k=n-+1 k=n+1

Comme 2~ < |z — y| on a 2=+ < |z — y|® (croissance de 'élévation & la puissance
a>0)et

+oo
S Aulear (@) — exe ()] <

_ [e%
ST |z =yl
k=n+1

| 2
Par ailleurs, comme |e*® — e¥| < |z — y| on a aussi

D Arlean (@) —ex(y))| < D2 e —y| < 2mfz —y| Y (2"
k=0 k=0

k=0

217 ¢ [0,1] et (2'7%)* converge donc. De plus, |z —y| < |z — y|* (car |z —y| < 1 et
a € [0,1]) et on a donc

n —+o00
> Ailean(m) — e (y))| < Moz —y* ot Mp=2m» (27"
k=0 k=0

On notera que Ms est bien indépendante de x et y.
On a atteint 'objectif fixé et prouvé que f\ € C<.
14. On a déja vu que C* et H° sont stables par T'. Il en résulte immédiatement que I'intersection
est aussi stable par 1" et donc par T, (T et T, agissent de méme sur C%).
15. On montre par récurrence que la propriété
an—1
VFeC, Ve eR, T"(f)(x) =2"" > f(k2™"+a27")
k=0
est vraie pour tout entier n.
- Pour n = 0, le résultat est immédiat (I’égalité s’écrit f(z) = f(x)).
- Soit n > 0 tel que le résultat soit vrai au rang n. Soit f € C® et z € R. On a
2n—1

T (f)(z) =TT ())) = 27" Y T(fHk2 " +227")

k=0

2n—1
= 27y <f(k2—"‘1 + 27 fe2T T a2 )>
k=0

DN |

Le changement d’indice j = k + 2™ donne

2m—1 1 antl_g
>t a2 5) = > ofger a2
k=0 j=2n

et on peut alors regrouper les sommes pour obtenir

ontl_1

Tn+1(f)($) _ 2—(n+1) Z f(kQ_(n+1) + x2—(n+1))
k=0

c’est a dire le résultat au rang n + 1.



16.

17.

18.

Soit f € CY; soit € R; par 1-périodicité et relation de Chasles, on a
Z+1 2" =1 g2y (k4+1)27 7
/ f(t) dt = / fyde="Y" / f(t) dt
k=0 2~ n4k27"
On pose x, = 27" 4+ k27" pour plus de lisibilité. Avec la question précédente, on a donc

(wk) —/:kﬂf(t) dt‘

k

”—1

|7 (f /f dty<

k=0
Comme zj41 — xp = 1/2", ceci peut aussi s’écrire

n71

|T"(f /f dty<

[ o - s dt\

k=0 k

Si f € C?, la positivité de l'intégrale donne

T (f /f dt\<2/ \dt<2/ )z —t|* dt

Pour t € [xg, Tgt1], |z —t] < 27" et ainsi

41
i (f / F(8) dt| < ma(f)2™ ”a/ ’ dt = ma(f)27

PIO

Cette inégalité ayant lieu pour tout x, on a finalement (on peut écrire 7' ou T, puisque 1'on est
dans C%)

sup |T7(f /f dt| < ma ()2
z€[0,1]

Si f € H alors fol f = 0. La question précédente donne alors
175 (Flloe < malf)27

Par ailleurs, 'application répétée de la formule vue en question 10 donne

ma(T2()) < ")

On en déduit que
T2 ()l < mal(£)27" +ma ()27 = 277" ma(f) <287 fla

On a vu en question 12 et 13 que si |A\| < 27% alors A est valeur propre de T, (et f) € C* est
vecteur propre, cette fonction étant non nulle car f(0) = 25 # 0 et vérifiant T, (f)) = f1)).
Par ailleurs, 1 est aussi valeur propre (vecteur propre ey qui est bien dans C?%).
Réciproquement, soit A une valeur propre de T, différente de 1. Il existe f € C* non nulle telle
que To(f) = Af. g peut se décomposer sur D et H® en f = aeg + g. T(f) = \f donne alors
Aaeg + Ag = aeg + T(g). Par unicité de la décomposition (on sait que T'(g) € H°), on a donc
Aaeyg = ey et T(g) = A\g. Comme A # 1, ona a =0et f =g € H* D’apres la question
précédente,
v e N, W lla = T2 o < 272 f ]l

et donc (comme || f||o > 0 et par croissance de I’élévation & la puissance 1/n)
vn eN, )| < 2l/mg—e

En faisant tendre n vers 400, on obtient |A| < 27%. Les seules valeurs propres possibles sont
bien celles annoncées.



