Dans tout I’exercice n est un entier naturel non nul.

1
Soit ¢ I’application qui a tout polyndme P de R,[X] associe ¢(P) = f P(t)dt.
0

1. La famille B est contituée de n + 1 polyndmes de degrés échelonnés : c’est une base de R, [X].
2. Généralités sur ¢

2.1. L’application ¢ est une application linéaire puisque I'intégrale est linéaire de R, [X] dans
R : ¢’est une forme linéaire sur R, [X].

2.2. Comme ¢ n’est pas nulle, Im(¢) = R et d’apres le théoreme du rang, Ker(y) est un hyper-
plan de R,[X], donc de dimension .

3. On considere alors 1’application ¢ qui a tout polyndme P de R,[X] associe le polyndme Q tel
que :

VxeR, O = f P(t) dt.
0
3.1. La linéarité de I’application ¢ découle immédiatement de la linéarité de I’intégrale.

3.2. Notons C = (Py)kefo.ny 1a base canonique de R,[X] : V k € [0, n]], P, = X*.
D’apres le cours, on sait que Im(y) = Vect(y/(C)).

* 1
Or pour tout k € [0, n]l, y(Py) = f Fdt = —— Piyy
0 k+1

On en déduit que Im(y) = Vect(X, X°, ..., X"*1).
3.3. On remarque tout d’abord que pour tout polyndme P, 0 est racine de ¥(P) et Y(P) €
Ry1[X].
Soit donc P € R, [X].
On a immédiatement : P € Ker (¢) < 1 est racine de y/(P).
Ainsi, si Y(P) € Vect(X(X — 1),...,X"(X — 1)), alors 1 est racine de y(P), et donc P €

Ker(y).
Réciproquement, si P € Ker(y). Alors 1 et 0 sont racines de (P), donc (P) est divisible
par X(X - 1).

Comme ¥(P) € R, 1[X], on a y(P) € Vect(X(X — 1),..., X" (X - 1)).
Conclusion : P € Ker(p) & y(P) € Vect(X(X - 1),..., X" (X - 1)).

3.4. D’apres la question précédente :

P € Ker(p) & ¢Y(P) € Vect(X(X — 1),...X"(X = 1)) & I(@)eq .y telle que
p(P)= ) @ XX - 1)

k=1
Ainsi, si P € Ker(y), alors P = (y(P))’ = Z ap X (k+1) X—k) € Vect (X! ((k + 1) X - k))
k=1

ke[l.n]’

Comme (X*!((k+ 1) X - k))ke[[] .
comme dim(Ker(¢)) = n, on en déduit que c’est une base de Ker(y).

est échelonnée en degré, c’est une famille libre, et

4. On note H = Z(R,[X],R).

4.1. D’apres le cours, dim(H) = dim(R,[X]) X dim(R) = n + 1.
4.2. Pour tout k € [0, n]], on appelle ¢, la forme linéaire sur R,[X] qui a tout polyndme P de
P®(0)
k!
On remarque que pour k € [0, n]], on a : Y (Py) = 1 et Y (P;) = 0 pour tout j # k.

R, [X] associe



Soient alors (by)kefo,,; une famille de scalaires tels que Z by ¥ = 0 (forme linéaire nulle).
k=0

On applique a P;, pour tout j € [0,n] et il reste b; = 0, ce qui prouve que la famille
Wo, ..., ¥, est libre.

Comme elle est constituée de n + 1 vecteurs dans un espace de dimension n + 1, c’est une
base de H.

4.3. D’aprés la question précédente, il existe une unique famille (ax)iepo.y de scalaires tels que :

o= Zakl//k

Pour déterminer les ay, il suffit d’évaluer en P; et on obtient : ¢ = Z 1 Uy

COMMENTAIRES

« Commentaires généraux

- Une premiére remarque importante : les correcteurs ont signalé a plusieurs reprises un nombre
important de copies mal ordonnées, mal présentées (la rédaction de la copie ne doit pas occasionner
un jeu de piste pour I’examinateur), les étudiants doivent s’appliquer a présenter une copie claire

et propre.
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- Il semble judicieux d’éviter d’utiliser des expressions telles que il est trivial que par une
récurrence immédiate ”, etc... rappelons que toute proposition énoncée dans une copie se doit d’étre

démontrée.

- Les quatre exercices constituant le sujet permettaient de parcourir les parties les plus classiques du
programme de deuxieme année de classe préparatoire MP.
Nous avons été décus par le trop grand nombre d’étudiants qui ne maitrisent pas les notions de base

d’algebre linéaire, d’analyse et qui esperent venir a bout du sujet grace a des recettes toutes faites.

Nous constatons aussi une grande maladresse dans les calculs (parfois tres simples) qui sont tres

rapidement abandonnés.

- Enfin, notons une nouvelle fois que les examinateurs ne gofitent guere des arguments bidons ou

fallacieux pour arriver a toute force au résultat annoncé dans 1’énoncé.

1. De trop nombreux candidats n’arrivent pas a déterminer le nombre d’éléments de la famille & et
ne connaissent pas la dimension de R, [X].

2.1. Sans probleme.

2.2. Souvent la dimension du noyau est fausse. Certains candidats parlent d’hyperplan en oubliant que
la forme linéaire doit étre non nulle.

3.1. Rédaction souvent tres approximative.

3.2. On remarque que la propriété Im(y) = Vect(p(1), p(X), ..., o(X")) est tres peu connue de la majo-
rité des candidats.

3.3. et 3.4. treés peu traités et souvent avec un grand manque de rigueur.

4.1. Méme si la réponse a cette question est donnée dans la question suivante, le candidat se doit de
donner une justification de tout ce qu’il écrit sur sa copie.

4.2. et 4.3. Questions rarement traitées.



