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— CHAPITREXI

Dérivation et
intégration sur un
segment des fonctions
numériques (MPSI)

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle réel conte-
nant au moins deux points, IK désigne R ou C.

| DERIVABILITE

1 Nombre dérivé et fonction dérivée

° Dérivabilité en un point, sur un intervalle
Définition
Soit f: I — K, a € I. On dit que f est dérivable

 f(0) - f(a)

en a si et seulement si a une limite lorsque

X—a
fla+h) - f(a)

a une limite
h

X — a si et seulement si
lorsque h — 0.

df

Cette limite est alors notée f’(a) ou a(a) et appe-

|ée nombre dérivé de f en a.
Lorsqu’elle existe, on a donc
— + h —
f'(a) = lim —f(x) @ = lim —f(a ) f(a)‘
Xx—a XxX—a h—0 h
f est dérivable sur I si et seulement si f est déri-
vable en tout point de 1.
On définit alors la fonction dérivée

df I — R

f'=Df=-—: .
dx X — f/(x)

Remarque : Interprétation géométrique

Il s’agit de la limite des cordes dont une extrémité est le
point (a, f(a)) lorsque x — a. D’ou I'’équation de la tangente
en a : y=f'(a)(x-a)+f(a).

Si M — o0, f n'est pas dérivable en a, mais il y

xX—a .
a une tangente verticale.

Propriété : DL;

[ est dérivable en a si et seulement si elle admet
un développement limité a l'ordre 1 en a, c’est-a-dire si
on peut écrire

fla+h)=f(a)+hb+h-e(h) = f(a)+hb+o(h)

oubeXK ete(h)— 0.
h—0

Dans ce cas, b = f'(a).

Corollaire : dérivable — continue

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.
La réciproque est fausse.

Q Dérivabilité a gauche, a droite
®  Définition
Si f: I =R, acl. f estdite dérivable a gauche

. . q fX)-f(@)
(respectivement a droite) de a lorsque ——-— admet

une limite a gauche (respectivement a droite) de a, no-
tée fg(a) (respectivement f(a)).

Siace I , f est dérivable en a si et seulement si f
est dérivable a gauche et a droite de a et fé(a) = fg’l(a).
On a alors fg(a) = f;(a) = f'(a)

e Opérations algébriques

Sif,g:I1—-R,acl, 1 eR
(i) f+g dérivable enaet(f+g)(a)=f"(a)+g'(a.
(i) f x g dérivable en a et

(fxg'a=faga+fag(a.
(i) Af dérivable en a et (Af) (a) = Af"(a).

(iv) Si g ne s’annule pas, (]é est dérivable en a et

Y . flaga-fl@g(a
=| (a)= 7
g (g(a)

Remarque

Plus généralement, si fi,..., fn sont dérivables en a,
f1x---x fnl'est aussi et

n
(fix-xfa) @= Y fi@ ... fi1 (@ F(@ firr @+ fula).
k=1

Soient 1,] sont des intervalles, f: I — R et
g:J—Rtelque f(I)c Jetacl.

Si f est dérivable en a et g est dérivable en
b= f(a), alors go f est dérivable en a et

(goN(@=f'(a)xg ofla.

Remarque

Les propriétés de dérivation de somme, produit, combi-
naison linéaire quotient par une fonction jamais nulle, compo-
sée de fonctions dérivable s’étendent naturellement aux fonc-
tions dérivables sur un intervalle.
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0 Dérivée d’une réciproque 2 Operatlons

. . . _ Soient f,g: I — R n fois dérivable (respectivement
ST 4 1
Si f: I — ] bijective et dérivable sur I, alors f~" est de classe €") sur I, A€ R.

dérivable sur {f (x) ; x€ Iet f'(x) # 0} et
(i) f+g est n fois dérivable (respectivement de

1 classe €™) sur I et

1\ _
(f )_fyof_l

(f+g)(n) — f(n) +g(n)'

(i) Af est n fois dérivable (respectivement de classe

Remarques €") surl et
(ﬂf)(”) — /lf(").
R1— Si f'(a) =0, alors le graphe de f admet une tangente

verticale en b = f(a). (iii) Formule de Leibniz
R2— Dans tous les cas, la tangente en [ x g est n fois dérivable (respectivement de
(b.f7') = (f(@,a) & 6€p1 est lmage par la classe €") sur I et
symétrie d’axe d’équation y = x de la tangente en
a,f(a) aér.
(a f(@) a6y (fxg)™ = i ) ph) glnt)
R3— Pour retrouver la formule, il suffit de dériver fo f~! =id. =olk

(iv) Si g ne s’annule pas sur I, ! est n fois dérivable

(respectivement de classe €") sur 1.
(v) Sih:J]— R, tel que f(I) c J est n fois dérivable

i DERIVEES SUCCESSIVES ET (respectivement de classe €") sur J, fog est n
s fois dérivable (respectivement de classe €") sur
CLASSE D UNE FONCTION I
1 Deéfinition R
emarque
Définition - Le formule de Faa di Bruno (hors-programme) donne une

expression de (fog)U.
Soit f:1—-R, neN.

o Lorsque f est dérivable n fois, note f sa
dérivée ne tel que f©@ = f et pour tout k, Exercice : CCINP 3

f(k+1) _ (f(k))’_

e SikelN, f est de classe 6 sur I lorsque f est

is QLA (k) i
k fl?ls dfarlvable et f'% est cpntlnue sur I. Onknote Propriété : Fonctions usuelles
€"(I) 'ensemble des fonctions de classe €* sur

I. Les fonctions usuelles exp, sin, cos, tan, In, ch,
 festde classe € sur I lorsque f estde classe sh, th, Arctan et polynomiales ou rationnelles sont de
¢* pour tout k € IN, c’est-a-dire lorsque f est in- classe € sur leur ensemble de définition.
définiment dérivable. Les fonctions Arcsin et Arccos sont de classe €*°
sur]-1,11[.

/- est de classe €*° sur R .

Remarque

3 ¢*-difféomorphismes (HP)
On peut étre k fois dérivable sans étre de classe €. -

Par exemple f: x — x? sin% est dérivable en 0 sans y Définition : ¢*-difféomorphismes
étre de classe €' (HP)

f: I — J est un €*-difféomorphisme lorsque
o [ est bijective,

« f estde classe €~ sur I,

. o . o f~! estde classe €¢* sur J.
Sin>1, f estn fois dérivable (respectivement de
classe €") si et seulement si f dérivable et f' est n—1
fois dérivable (respectivement de classe €"~!).

7 Remarque
Alors f" = (f) "V, a

Un ¢°-difféomorphisme est un homéomorphisme.
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Propriété : Caractérisation (HP)

Soit f: I — ] bijective de classe €* avec k > 1.

Alors f est un € -diffSomorphisme (ie f~! estde
classe €* sur J) si et seulement si f' ne s’annule pas
surl.

Remarque

Comme f’ est continue, si elle ne s’annule pas, elle
garde un signe constant et f est strictement monotone, donc
injective automatiquement.

i APPLICATIONS

1 Condition nécessaire d’extremum
local

-~ Y

Définition : Extremum local
Soit f: I—- R, acl.

(i) On dit que f admet un minimum (res-
pectivement maximum) local en a lors-
qu’il existe un voisinage V de a tel que
VxelInV, f(x) > f(a) (respectivement f(x) < f(a)).

(i) On dit que f admet un minimum (respec-
tivement maximum) local strict en a lors-
qu’il existe un voisinage V de a tel que
VxelInV, f(x)> f(a) (respectivement f(x) < f(a)).

On parle alors d’extremum local.
Lorsque V =R, on parle d’extremum global.

Remarque

Ainsi, f admet un minimum (respectivement maximum)
local en a si et seulement si

An>0, Vxel, |x—al<n= f(x) > f(a)
(respectivement f(x) < f(a)). si et seulement si
de>0, YheR, a+helet|hl<e= f(a+h) > f(a)
(respectivement f(a+ h) < f(a)).

a a

Définition : point critique

Sif:1-1R,ace } tel que f dérivable en a. On dit
que a est un point critique de f lorsque f’(a) = 0.

Propriété : Condition nécessaire

d’extremum local
Soit f: I - R, acl tel que

H1 ace }
H2 f est dérivable en a
H3 f admet un extremum local en a

Alors a est un pont critique de f : f'(a) = 0.
La réciproque est fausse.

Remarque

Les extrema sont a chercher parmi les points intérieurs
critiques et les points au bord.

2 Théoreme de Rolle

Théoréme : Théoréeme de Rolle

Soient (a,b) e R? aveca<b et f: [a,b] — R. Si
H1 f est continue sur [a, b]
H2 f est dérivable sur]la, b[
H3 f(a)=f(b)

Alors Ac€la,bl, f'(c)=0.

Remarques

R1— Laconclusion s’écrit aussi 3£ €]0,1[, f'(a+th))=0o0u
h=b-a.

R2 — Interprétation cinématique : Si un mobile M a une tra-
jectoire rectiligne tel que M(fy) = M(t1) alors il existe
un instant ¢ €]y, t1 [ tel que vy (1) =0.

R3— A : Faux pour des fonctions qui ne sont pas a valeurs
réelles!

3 Théoreme des accroissements fi-
nis

Théoréeme : Théoréme des accrois-

sements finis
Soient (a,b) e R? aveca<b et f: [a,b] — R. Si
H1 f est continue sur [a, b]
H2 f est dérivable surla, b[

Alors 3 ¢ €la,bl, o) = W
fb)=f(a)+(b-a)f'(c).
Remarques
R1— Le résultat s’écrit encore

3t€l0,1, f(b)=fla)+B-a)f (a+tb-a) =0 ie
fla+h) = f(a)+hf'(a+th) ot h=b-a.
R2— Ce résultat généralise a priori le théoreme de Rolle,

mais est en fait strictement équivalent car on va utiliser
ce théoréme dans la preuve.

4 Inégalité des accroissements finis

Théoréme : Inégalité des accroisse-

ments finis
Soient (a,b) e R? aveca<b et f: [a,b] — R. Si
H1 f est continue sur [a, b]
H2 f est dérivable sur]la, bl
H3 3m,MeR, Vxelabl, m< fl(x) <M
Alors m(b—a) < f(b) - f(a) < M(b- a).
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Remarque

Lorsque f est de classe €' sur [a,b] et
Vxelab, m< f'(x) <M, comme a< b, on peut in-
tégrer membre a membre I'inégalité entre a et b et retrouver
le résultat.

Corollaire

Soit f: I —TR. Si

H1 f est continue sur I
H2 f est dérivable sur I

H3 3keR, Vxel, |f'(|<k

Alors f est k-lipschitzienne sur I, c’est-a-dire

vx,yel, |f-fy|<k|lx-y|.

Remarques

o
R1— En particulier, si f est dérivable sur I, f est lipschit-
zienne sur I si et seulement si f' est bornée sur I.

R2— Si f estclasse €', on peut & nouveau retrouver le ré-
sultat directement en intégrant | f'| < k entre x et y (at-
tention a I'ordre des bornes...)

5 Variation des fonctions dérivables

Théoréeme

Soit f: I — IR, continue sur I, dérivable sur I.
(i) f estconstante sur I si et seulement si f' =0 sur
I

(i) f est croissante (respectivement décroissante)
sur I si et seulement si ' > 0 (respectivement
f'<0)surl.

(iii) f est strictement croissante (respectivement de-
croissante) sur I si et seulement si f' > 0 (res-
pectivement f' <0)surl et{xel | flx) = 0} ne

continent aucun intervalle d’intérieur non vide ie
f’ ne s’annule qu’en des points isolés.

Remarque

/\Si f est définie sur D réunion diintervalles, f' =0 dit
que f est constante sur chaque intervalle, ' > 0 dit que f
est croissante sur chaque intervalle...

LA CONSTANTE DEPEND DE LINTER-
VALLE!

6 Théoreme de la limite de la dérivée

Théoreme : Théoreme de la limite

de la dérivée
Soit f:I— 1R, ael tel que
H1 f est dérivable sur I\ {a}

H2 f est continue en a
H3 f/(x) — ¢€eR
X—a

fx) - f(a) ‘

Alors
x—a x—a
Donc
* soit ¢ = oo et € admet une tangente verticale
ena,

o soit ¢ €R et [ est dérivable en a, f'(a)=/¢ et '
est continue en a.

Remarques

R1— Si f/ na pas de limite en a, on ne peut pas conclure.

Exemples
E1— f:x— x% sin% prolongé par continuité par
0enO.
E2— f:x— xsin% prolongé par continuité par 0
en 0.
R2— Il faut que f soit continue en a : par exemple,

fix— 8x0 est dérivable sur R* et f'(x) =0 gy 0
x—
et pourtant f n’est pas dérivable en 0.

R3 — Ce théoréme donne aussi la continuité au point de la
dérivée : et donc un caractére localement €. Cepen-
dant, une fonction peut étre dérivable sans que la dé-
rivée soit continue. Donc ne pas pouvoir appliquer le
théoreme de la limite de la dérivée ne signifie pas que
la fonction n’est pas dérivable !

Exercice : CCINP 4

Théoréme

Soit k € INU {+oo}, et f € €X(I\{a}) telle que
Vie[o,k], f% aune limite finie en a. Alors le pro-
longement de f par continuité en a est une fonction de
classe €* sur I.
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7 Intégration sur un segment d’une

fonction continue par morceaux

Lidée de la construction de lintégrale d'une fonc-
tion par morceau consiste a commencer par défi-
nir celle de fonctions en escalier (somme des aires
des rectangles) puis grace au fait que toute fonc-
tion continue par morceaux est limite uniforme d'une
suite de fonctions en escalier, d’en déduire que si
f € %mla blLR), {f[ah]‘l’ peé&(lab),p< f} et
{flup¥; weé&lab),y>f}  admettent  respective-
ment une borne supérieure et inférieure, égales. On a alors
la définition :

Définition
Soit f € € ([a, b],R). On définit
= su = inf f
f[a,b]f (peé"([g,b])f[a,b](p yeé(la,b)) [a,b]w
w<f v=f

Soit f € €n(la,bl,C). Alors Re f € €n(la,bl,R),
Im f € 6,,([a, b],R) et on pose

f = Eﬁef+i/ o f
la,b) [a,b] [a,b]

Notation

b
Pour f € Gn(la,b, on note [ f = [ .
a la,b]

b b
On note aussi f f :f f(odze.
a a

Si I intervalle, a,b € I (non nécessairement ordon-
nes).

Em) — K
(i) b  estlinéaire.
ro— s

(i) Sia<b f<g=[lf<[lg
Sib<a f<g=[/f>[.g
(iii) /N\En général, sia,be et f € €p(l),

A<l

c b c
(iv) Sia,b,ce[etfe‘gm(l),f f=f f+f I
a a b

Propriété : Positivité améliorée

—

Si f est continue sur [a, b] et de signe constant,

b
f f=0< f=0surla,b]

Cest faux si f est seulement continue par mor-
ceaux.

Propriété : Inégalité de Cauchy-

Schwarz
Sif,ge€(la,b],R),

([ <[ e[ e

avec égalité si et seulement si (f, g) est liée.

8 Sommes de Riemann

®  Définition
Soit f € €n(la,bl), o = (ay,...,a,) subdivision de

[a, b] et pour k € [0,n—1], & € [ak, ax+1]. On appelle
somme de Riemann associée a f, o et ({i)x :

n-1
S(f,0,8) =) (ar+1—ax) f(Ep)
k=0

Théoréme

Soit f € €n(la,b]).
(i) h(o) désignant le pas de o,

b
S(f,0,§) —— .
(f,0:0) h(0)—0 fa !

(ii) Si, de plus, f est K-lipschitzienne,

< K(b-a)h(o).

’S(f,mf)—f:f

Corollaire

Si f est continue par morceaux sur [a, b], a < b,

=l

En particulier, sia=0 etb=1, f € €,,(10,1]),

22/ e==L

o

> f

banl(

Remarque

A cause du % ajouter ou enlever un nombre fini de

termes dans la somme ne change pas sa limite.

1 n-loun-2oun+12
n Z ( )nﬂ+oo f f

k=0oulou25
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Exemples
2n 1
E1— Limite de Z —. Retrouver la nature de la série har-
j=n+1 J
monique.

21
E2— Calculer I(x) =

xeR\{-1,1}.

In (x2 —2xcost+ 1] dr pour

9 Intégrale et primitive
I désigne un intervalle de R contenant au moins deux

points.

Soit f : I — XK, F,G deux primitives de f sur I,
avec I intervalle.
AlorsonaCeK telqueVxel, F(x)=G(x)+C.

Théoréme : fondamental de I’Ana-
lyse

Si f est continue sur un intervalle I et a € I,
X
F:x— f est l'unique primitive de f qui s’annule

ena.

Corollaire

(i) Toute fonction continue sur un intervalle posséde
des primitives.

(i) Si fe<€(,K),F primitivede f surl, a,bel,
b
ff(t)dt=[F(t)]Z=F(b)—F(a)
a

(i) i f est de
P

f(x)=f(a)+f fl(ode.
a

(iv) Inégalité des accroissements finis : Si f est de
classe €' sura,b] et f' bornée par k, alors f est
k-lipschitzienne sur [a, b].

classe  €'(la, b)),

Soient I, ] intervalles de R, u,v: I — J dérivables,
f:J— K continue.

I — K
Lapplication ¢ : v(x)
X — fode

u(x)

est déri-

vable sur I et

Vxel, ¢'(x)=0v"(x)f(w)-u'x)f(ux).

Exercice : CCINP 56

Si u, v sont de classe €* sur I,

b
Ya,bel, f
a

b
u(v' (1)de = [u(t)u(t)]g—f W' (Ov(r)de

a

Exemple

X
Equivalent de f(x) =f e’Intdt en +oo.
1

Si I intervalle, ¢ : [a, Bl — I de classe €', f conti-
nue sur 1,

»(B)

B
Fode= f Flpw)g' wdu.
@(a) a

10 Calcul de primitives et d’inté-
grales (Rappels)

f! Méthode : Technique de calcul de primitives
et d’intégrales

e Calculs directs

Il est bien entendu indispensable de connaitre ses primi-
tives usuelles (cf formulaire).

On reconnait souvent une forme u’ x v/(u) qui s'intégre
en vo u (voir aussi le changement de variable)

On peut parfois passer par les complexes : par définition,
la partie réelle (imaginaire) de la primitive est la primitive de
la partie réelle (imaginaire).

Lintégration par parties
Fonction dont la dérivée est plus simple... ...comme par
exemple les fonctions In, Arccos, Arcsin, Arctan, etc.

Exemple

flnxdx.

Abaissement du degré, formule de récurrence

Exemple

x 1 4
F, = —_—
n(X) j(‘) L+ t

e Le changement de variable

On veut calculer [ f(¢(1)¢'(r)dt : C'est en fait le cas ol
on reconnait une forme ¢’ x fo.

On veut calculer [ f(x)dx
Dans ce cas, il faut écrire x = ¢(t) avec ¢ de classe €1
Mais attention, si on fait un calcul de primitive, il faudra
choisir ¢ bijective pour pouvoir a la fin du calcul revenir
de ra x (t = ¢~ 1(x). Si ¢’est un calcul d’intégrale avec
des bornes, ¢ n'a pas besoin d’étre bijective! (on en
revient pas a la premiére variable.)
Comment déterminer un bon changement de variable ?
Pas toujours facile, mais voici quelques tuyaux pour y
parvenir.
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o Les fractions rationnelles
Parfois, un simple changement de variable, ou des as-
tuces du type +1 — 1 permettent de calculer les primitives.
Si ce n’est pas possible de simplifier « a vue », I'idée est
de se ramener a des fractions simples pour utiliser, si a € R,
sur]a,+oo[ou]—oo,alet ne IN*,

1 =il )
f (x—a)" dx= n-1(-a! resinAl

1
f dx=In|t—al+C.
xX—a

Pour se faire on procéde a une décomposition en élé-
ments simples. Ne pas oublier la partie entiére si elle est
non nulle.

Il'y a un autre cas a traiter : c’est celui pour lequel on
obtient un facteur ax? + bx + ¢ au dénominateur sans ra-
cine réelle : cela donne dans la décomposition un terme en

ax+f

ax?+bx+c’ i )
* On se débarrasse du x au numérateur en faisant appa-

raitre la dérivée 2ax+ b du dénominateur et on intégre
enln,

e on met sous forme canonique le dénominateur du
terme restant et on intégre en Arctan.

, qQui se primitive en In et Arctan :

e Les fonctions trigonométriques

Si on veut intégrer une fonction polynomiale en cos x et
sinx, le plus simple est de linéariser. Cependant, si on a un
terme en sin” xcos? x avec p ou g impair, on peut poster
t = cosx si g estimpair et ¢ = sinx si p estimpaire en utilisant
cos? +sin® = 1.

Si on veut intégrer une fraction rationnelle en cosx et
sinx, on applique :

Régles de Bioche

Si « f(x)dx » est invariant par

e X — —Xx, On
pose t =CcosXx;
e X — T —X, On
pose t=sinx;

e X — T+ X, On
pose t=tanx;

e Sinon on pose
r=tanj.

Ne pas oublier le dx!!

Exemples

/2 5
E1— I:f sin” rdt.
0

1
E2— f dx.
COS X

Q Les fonctions hyperboliques
Pour les fonctions faisant intervenir ch,sh,th et exp,

1 1 1
ol o A=)
t 2 i

1
on peut poser t = e¥ (chx = >

21
th(x) = 1 )

Si I'on a une fraction rationnelle en ch, sh, th, il peut étre
plus efficace d’appliquer un changement de variable obtenu
grace aux regles de Bioche appliquées a la fraction ration-
nelle dans laquelle on aura remplacé mentalement ch, sh, th
par cos, sin, tan respectivement.

9 Les fonctions avec radical
« Si I'on souhaite intégrer une fraction rationnelle en x
njax+b
cx+d
cx+d
« Si I'on souhaite intégrer une fraction rationnelle en x
et vV ax? +bx+c (a#0), il faut mettre ce dernier sous
forme canonique pour obtenir du /£ (ax + )2 + 1 puis
poser t = ax+ 3. Ensuite, pour :
* V12+1 on pose t = shu (sh®?+1 = ch?) ou
r=tanu (1+tan? = —= attention a lintervalle

(x et Vax+b en particulier), on pose

dans ce cas la.)

* V/t2—1 on pose t = +chu suivant le signe de t.
(ch?—1=sh?)

* V1-t2 on pose t = sinu ou t = cosu

(1—cos? =sin et 1 —sin® = cos?.)
Exemple
1
—
x(1-x)

IV ForMuLES DE TAYLOR

Définition
Si f est n fois dérivable en a, son développement
de Taylor en a a I'ordre n est

f(n) (a)

x—a)",
n!

Ty(x)= f(@)+ fl(@)(x—a)+--+

et le reste de Taylor de f en a a l'ordre n est
R, =f—-Ty (telque f =T, +Ry).

On sait déja que si f est polynomiale de degré d, pour tout
n>d+1, R,=0.

On va chercher & :

» exprimer globalement R, : c’'est la formule de Taylor avec

reste intégral,

o majorer globalement R, : c'est linégalit¢ de Taylor-

Lagrange,
« dominer localement R;, : c’est la formule de Taylor-Young.

1 Taylor reste intégrale

Théoréeme

Si f est de classe €"*'(I), a € I, alors pour tout
xel,

n

_ nk X (x—p)"
fo=y T k!a) f(k)(“”fa AR n!) .

k=0

Remarque

A connaitre PARFAITEMENT.
Pour s’en rappeler : tester pour n =0 et plus de a sous
l'intégrale.
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2 Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoréme

Soit f € €™ (I), a€ I. Pour tout x € I,

n (x_a)k @ |x — al”“ (1
) -) ———fP | < su ()}
f kZ:‘b k! f (n+1)! te[anc] |f |
Remarque

Facile, plus de piége. Que retrouve-t-on pour p=07?

Corollaire

+oo k

L _ .z
Pourt‘oul‘ze(D,kZ:0 a =

3 Formule de Taylor-Young

Propriété : Primitivation de DL

Soit f: I — E admettant un DL, (a) avec a€ I
f@)=ap+-+ay(x-a)"+o((x—a)")
Toute primitive F de f sur I admet un DL, (a)
ay 2
F(x)=F(a)+ag(x—a)+ ?(x— a)
n+1)

+~--+&1(x—a)n+1+o((x—a)

obtenu par primitivation terme a terme du DL de f.

Remarque

AOn peut aussi dériver un DL terme a terme a condi-
tion de savoir que f’ admet un DL.

Théoréme : Formule de Taylor-

Young
Sife€"(),acl, alors f admetun DL, en a

(n)
fx)= f(a)+f’(a)(x—a)+---+¥(x—a)"+o (x-a)™)

ie
(n)
fla+h) =f(a)+f’(a)h+---+%h"+o(h”)

ALa réciproque est fausse : I'existence d’'un DL,
en a n’implique pas en général que f est n fois déri-
vable ena sin > 2.

Remarque

Lhypothése du programme officiel est f de classe €,
mais il suffit qu'elle soit 72 — 1 fois dérivable et que f*~1) soit
dérivable en a.
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