MP 1

Lycée Carnot - Dijon
SUITES ET SERIES DE FONCTIONS, 1RE PARTIE

CCINP 9 : définition de la convergence uniforme

Solution de 1 : CCINP 9 : définition de la convergence uniforme

1. Soitg,: X — Cetg: X —C.
Dire que (g, ) converge uniformément vers g sur X signifie que :

Ve>0,INeN/VneN,n=2N=VxeX,|g,(x)—g(x)| <e.

Ou encore, (g,) converge uniformément vers g sur X < ligrnoo (sup |g(x)— g(x)I) =0.
n— x€X

2. (a)

(b)

(©

(@

+2
On pose pour tout x € R, f,(x) = n 1 e cos (ﬁx)
n

Soit x € R. 4o
n
Six =0, alors £,,(0) = R
fu(0)= 22
Si x # 0, alors nl}JIrnoo fn(ch) =0. 2 2
En effet, |f,(x)| ol e ™ |cos(ﬁx)| et0<e™™ |cos(ﬁx)| <e ™ — 0.

n—+00
On en déduit que (f,,) converge simplement sur R vers la fonction f définie par :

donc nlgrnoo fa(0)=1.

_J 0 si x#0
f(x)_{1 si x=0

Pour tout n € N, f,, est continue sur [0,+00[ et f non continue en 0 donc (f,) ne converge pas
uniformément vers f sur [0,+00][.

Soit a > 0.
+2
Ona:Vxel[a,+oof, |f(x)—f(x)=|f(x)] < n " 1e_”"2 (majoration indépendante de x).
n
+2
Par ailleurs, lim n e = (car n e "~ e_”az)

n—s+oon+1 n +00
Donc (f,,) converge uniformément vers f sur [a, +0o[.

n+2 <92

On remarque que pour tout n € N, f,, est bornée sur ]0, +00[ car pour tout x € ]0,+00[, |f,,(x)| < 1 s
n

D’autre part, f est bornée sur ]0,+o0o[, donc, pour toutn € N, sup |f,(x)— f(x)| existe.

x€]0,+o00[
1 1, (n+2)etcosl ) 1 1,
On a |fn(ﬁ)_f(ﬁ)| T donc nl}_fgioo |fn(ﬁ)_f(ﬁ)| =e lcos1#0.

1 1
Or reup [fa() = f ()] = Ifn(ﬁ)—f(ﬁ)l, donc reup fal)= £ 7> O

Donc (f,,) ne converge pas uniformément vers f sur ]0,+0o[.

CCINP 11 : condition de non convergence uniforme

Solution de 2 : CCINP 11 : condition de non convergence uniforme
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1. Par contraposée :
si (f,) converge uniformément vers f alors :
il existe un entier N tel que Yn = N, ||f, — flloo = sup |f(x) — f (x)]| existe et 11m lfn—flleoc =0

Ot ¥ e, x, € X donc ¥ ne N, n> N = |f, () — £ (x)| < 1fy — flloo-
Or lim |Ify—fllec = 0.

Donc nlg-noo Ifn(xn) _f(xn)l =0
C’est-a-dire la suite (f,,(x,) — f (x,))nen converge vers 0.

2. (a) Soit x € R.
Si x =0, alors f,,(0) =0
1

Si x # 0, alors nggrnoofn(x) =0 car |f,(x)| < PR

Donc la suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur R.

(b) Soita > 0.
Vox € [a, 00l 1fy(0) = F (Ol = £y (0l € 5.

Cette majoration est indépendante de x et 11 Y
SieoTtn2a?
On en déduit que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [a, +oo[ .

On pose, Y n e N*, x, = —.
2n 1
OnaVneN, x, €]0,+00[ et |f,(x,)— f(x,)| = —— qui ne tend pas vers 0 quand n — +o0.
1+ =
4

On en déduit, d’apres 1., que la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformément sur ]0, +0o[.

CCINP 12 : Convergence uniforme et continuité

Solution de 3 : CCINP 12 : Convergence uniforme et continuité

1. Soit xy €[a, b].
Prouvons que f est continue en X.
Soit £ > 0.
Par convergence uniforme, il existe un entier N telque Vn e N, n = N = (VYx €[a, b], |f (x) — f,(xx)| < €).

En particulier pour n =N, on a Yx € [a, b],|f (x) —fy(x)| <e. ()
Or la fonction fy est continue en x, donc 3 a > 0 tel que :

Vx €la,b],|x —xo| S a=[fy(x)—fy(xp)l <e. (%)

D’apres I'inégalité triangulaire, Vx € [a, b], [f (x) — f (xo)I < | £ () — fy () + [ () — fiy (o) |+ fv (xc0) — f (x0)I-
Alors d’aprées (*) et (*%),

Vx €[a,b],[x —xol S a=[f(x)— f(xo)| <3¢

On en déduit que f est continue en xg.

0 sixe[0,1]

2. La suite (g, ) en+ converge simplement sur [0, 1] vers la fonction g : x — { 1 six=1

¥ n € N*, g, est continue en 1 alors que g est discontinue en 1.
D’apres la question précédente, on en déduit que (g, ),en+ Ne converge pas uniformément vers g sur [0, 1].

Suites et séries de fonctions, 1™ partie - page 2



CCINP 13 : convergence uniforme et fonctions bornées

Solution de 4 : CCINP 13 : convergence uniforme et fonctions bornées

1. Pour tout n € N, g, est bornée sur X, c’est-a-dire :
VneN,IM, € RY,Vx €X,|g,()| < M,. ()

Notons que ce majorant M,, dépend de n.

(g,) converge uniformément vers g sur X. Ce qui signifie que :
Ve>0,AINeN/VneN,n=2N=VxeX,|g,(x)—g(x)|<e. (1)

Prenons £ = 1 et fixons un entier N vérifiant (1) pour ce choix de ¢.

Alors, VneN,n=2N = VxeX,|g,(x)—gl)| <1.

En particulier, V x € X, |gy(x)—g(x)| < 1. (*%)

Or, d’apres I'inégalité triangulaire, V x € X, [g(x)| < |g(x) — g ()] + |gn (x)].

Donc, d’apres (*) et (**), Vx € X,|g(x)| < 1+ My.
Ce qui signifie que g est bornée sur X.
2. ¥YneN* f,(0)=0,donc lim f,(0)=0.
n—+0o
Soit x € R*.

1
lim —=0donc, AN eN*telque, VneN,n=2N = — < |x|.
n—+o0o n n

Fixons un tel entier N. 1
AlorsVneN,n=2N = f,(x) = —.
X

) 1
Donc nl}gfnoo fnlx) = e

On en déduit que (f,,) converge simplement sur R vers la fonction f définie par :

Flx)= % si x;éO.
0 si x=0

De plus, V n € N*, f, est bornée car ¥V x € R, |f,(x)| < n?.
Or f n’est pas bornée sur R donc, d’aprés la question précédente, (f,,) ne converge pas uniformément sur R.

Etudier la convergence des suites de fonctions

. n n : — 2n
1. fn.XE[O,z]Hﬁcos X sin x. 4. in:xelR-—>1 X -
2nx2 1+ x2n
2. xeR—» ———.
&n 14 n2x4
n n+1
3. hn:xelﬁHz—x. 5. jn:xeRHsin( x).
1+ n2nx2 n

@ Soient @ € R et p € IN* fixés. Pour tout n € IN* | on note f, la fonction de R* vers R définie par
VxeR", f,(x)=xP (1 + n“e_”").
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1. Montrer que >, converge simplement sur R vers une fonction ue l'on précisera.
n/n=1

2. Démontrer que (f,),>1 converge uniformément vers f sur R* si et seulement si p > a.

Soit f € R® continue sur R. Etudier la convergence de la suite de fonctions f,, : x — v f(x)?+ %

Solution de 7 :
Quantité conjuguée.

Soit (f,,) une suite de fonctions qui converge uniformément vers une fonction f, (g,) une suite de fonctions

qui converge uniformément vers une fonction g.
Vérifier que (f,, + g,) converge uniformément vers f + g.

Donner une condition suffisante simple portant sur h pour que la suite de fonction (hf,,) converge uniformément
vers hf.

@ Montrer que toute fonction continue sur un segment est limite uniforme d’une suite de fonctions de classe

% °° sur ce segment.

Théoreme de Weierstraf3 par les polyndmes de Bernstein

Soit f continue sur [0, 1] a valeurs réelles. On définie les fonctions polynémes de Bernstein associées a f, pour

< k
tout n € IN, définie sur [0, 1], par B,(f) : x — E (Z)f (—)xk(l —x)k,
n
k=0
1. Calculer B,(u) ot u : x — 1.

2. Que vaut, pour k € [1,n], S(Z) ? En déduire B, (id).

3. Calculer de méme B,(v) ol v : x — x2.

4. Soit € > 0.
(a) Justifier 'existence d'un réel M tel que pour tout x dans [0 1, If)lsM

<n=|f(x)- f(x)|<—

(b) Justifier I'existence de > 0 tel si x, x” € [0,1],

k
Pour x €[0,1], on note A, = {k e [0,n], '— —X
n

£(5)-se

< n} et B, le complémentaire de A, dans [0, n].

(c) Montrer que

B, -51< () (5)-re| S ”’”2 k(1 — 0y,

k(1 — X)nk+z()

keA, keB,
8 M
(d) En déduire que |B,,(f)(x)—f(x)| < = .
2 2m)2

5. Conclure.

Preuve du théoréme de la double limite

Soit f : I — K, (f,), une suite de fonctions appartenant 2 KK/, a € I. On suppose que (f,), converge
uniformément vers f au voisinage de a et pour tout n € N, f,(x) — b,,.
X—a
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1. Montrer que si a € I, on a bien lim ( lim fn(x)) = lim (lim fn(x)) en appliquant un théoréme de
xX—a \n—+o00 n—+o00 \ x—a

continuité.

2. Montrer qu’il existe un rang N tel que si n 2 N, il existe un voisinage de a (qui dépend de n) sur lequel
bl < 24 f(x)].

3. Montrer que f est bornée au voisinage de a.

4. En déduire que (b,,) est bornée et qu’elle a une valeur d’adhérence b.

v(n) n—+00 b.

5. Soit £ > 0. Proposer une majoration de |b, — b| faisant intervenir b, b, , b, f,(x), f,m)(x), f(x)oux €1
et n € IN et en déduire qu’il y a un rang a partir duquel |b,, — b| < ¢.

Soit ¢ une extractrice telle que b

6. En déduire que b, — b et conclure a I'aide de prolongements par continuité.

Solution de 11 : Preuve du théoréme de la double limite
Sia €1, on est ramené au théoreme de continuité.

Sinon, l'idée est de prolonger par continuité les f,, en a en posant f,(a) = b, pour voir appliquer le théoréme
précédent. Pour cela, on va commencer par montrer que (b,) converge. On commence par montrer qu’elle est
bornée pour appliquer le théoréme de Bolzano-Weierstra@3.

Soit V un voisinage de a sur lequel (f,,),, converge uniformément.

SineNetxelInV,|b,| <[b,—fu()l+fn(x) = f ) +1f (x)].

On a un rang N a partir duquel |f,,(x) — f(x)| < 1.

On suppose dorénavant que n = N.

On a aussi un voisinage W, de a sur lequel |b,, — f,(x)| < 1.

En prenant x, e INV NW,, on tire |b,| < 2+ |f (x,)|.

Mais comme les f,, convergent en a, elle sont bornées au voisinage de a donc par convergence uniforme, f est
aussi bornée (disons, par M) au voisinage de a.

On obtient donc, pour n = N, |b,| < 2+ M et donc (b,,) est bornée.

Par théoreme de Bolezano-Weierstraf$, on en extrait une suite convergente : b,y — b.

On montre alors que b,, — b.

OrpournelNetxel,

by — bl < [by— £ + () = £ GOl + | £ ) = Fo) G| + | Fom) () = boimy| + [Boiy — b] -

Soit € > 0.
On a un voisinage V' de a sur lequel, a partir d’'un rang N, |f,,(x) — f (x)| <

aussi |f¥,(n)(x)—f(x)| <E.

Puis des voisinages W, et W." de a sur lesquel |b,, — f,,(x)| <

. Comme ¢(n) = n, on a alors

92 )

et |b¢(n) - fq,(n)(x)| < — respectivement.

€ €
¢ 5 5
Puis un rang N’ a partir duquel ’bw(n) - b| < 3
Finalement, en prenant n > max(N,N) et x e INV' NnW/NW/, alors tire |b, —b| < €.
Ainsi, b,, — b.
On prolonge les f,, par continuité en a en posant f,(a) = b,, et on pose f(a) = b. Les f,, ainsi prolongées sont
continues en a et convergent uniformément vers f (pas de probléme en a car b, — b), qui est aussi continue a,

donc f(x) — b.
X—a

Que peut-on dire d’un polynome borné sur R ?
Montrer que si f : R — R est limite uniforme de polynémes, alors f est un polynéme.

MP 1 Lycée Carnot - Dijon
SERIES DE FONCTIONS
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1. Exercices vus en cours

Etudier la convergence simple de Z faouf,: x— e Vnx

. . <. cos(nx)
Etudier la convergence simple de Z faou f,:x— 1o 22

., . Ve . . —_— 2
Donner une condition nécessaire et suffisante sur @ € R pour que E n*xe " * converge normalement

sur R*. Dans le cas contraire, préciser sur quels types d’intervalles il y a convergence normale.

Etudier la convergence normale de Z f, ol f,:x— Sm(lex ).
n

A-t-on convergence normale de Z fyouf,: xRt — xe X
Soit f, : x — ;
1+ n2x2

1. Etudier la convergence simple de Z fn-

2. Montrer que la somme f de la série est continue sur R}
3. Montrer qu’il n’y a pas de convergence normale sur .

4. Calculer la limite en +00 de f.

Soitfn:xeRJ’v—)ﬁpourne]N.
+00

1. Montrer que Z fn converge simplement sur R* et calculer de f = Z fn-
n=0
2. Montrer que la série convergence normalement sur tout segment de IR} .

3. Montrer que la conclusion du théoréme de la double-limite ne tient pas en 0%,

Pour tout n € IN, x €[0,1], f,(x) = (—=1)"x"(1 —x)>.
+00

Montrer que Z fn converge normalement sur [0, 1] puis déterminer f = Z fn-
n=0

+00 (_1)"
En déduire la valeur de S = '
n déduire la valeur de ;)(n+1)(n+2)(n+3)

21 (="
Pour n € IN et x > 0, on pose f,(x) = .

n+x
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1. Montrer que Z fn converge simplement sur R .

On note f la somme de la série.

2. Montrer que f est de classe € sur IR;r et calculer f’.

3. Etudier les variations de f.

2. Exercices CCINP

CCINP 8 : Séries alternées

Solution de 22

1. (a)

(b)

2. Onpose:VxeR, YneN f.(x)=

On a alors ¥V n € N¥, f,(x) = (—1)"u,(x) avec u,(x) = ¢

@

(b)

: CCINP 8 : Séries alternées

Sonta — Son = Ugpyo —Ugnyq < 0, donce (S, ) ey €St décroissante.

De méme Sy, 13 — Sopy1 = 0, donc (Sy,41)nen €St croissante.

De plus Sy, —Sont1 = Ugney €t M uyn4q =0, done lim (Sp, —Soni1) = 0.

On en déduit que les suites (Sy,)pen €t (Sani1)nen sont adjacentes. Donc elles convergent et ce vers
une méme limite.

Comme (S5, )nen et (Sont1)nen recouvrent 'ensemble des termes de la suite (S,,),cy, On en déduit que
la suite (S,),en converge aussi vers cette limite.

Ce qui signifie que la série Z (=1)¥u; converge.

+00
Le reste R, = Z (=1)*uy vérifie Vn €N, |R,| < t41.
k=n+1
(_1)7‘[ e—nx

—nx

Soit x € R.
Si x <0, alors ligrn |f,(x)| = +00, donc Z fn(x) diverge grossiérement.
n—+0Q0
n=1
Si x = 0, alors (u,(x)),cy st positive, décroissante et ligrnoo u,(x)=0.
n—

Donc d’apres 1.(a), Y. f,(x) converge.

n=1
Donc Z fn converge simplement sur [0, 4+00[.

n=1

Remarque : pour x > 0, on a aussi convergence absolue de Y. f,(x).
n=1

1
En effet, pour tout réel x > 0, n?|f,(x)| = ne™™ 2 0 donc, au voisinage de + oo, |f,,(x)| =0 (—2)
n— n
+00
Comme Z f,, converge simplement sur [0, +00[, on peut poser V x € [0,+00[, R,(x) = Z fie(x).
n=1 k=n+1

Alors, comme, YV x € [0, +00[, (u,(x)) ey €st positive, décroissante et li£n u,(x) =0, on en déduit,
n—+0o

d’apres 1.(b), que :
—(n+1)x
Vxe[0,+00[, R (x)] < ——.
n+1
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1
Et donc VY x € [0,+00[, |R,(x)| < T (majoration indépendante de x)
n

Et comme lim

=0, alors (R,,) converge uniformément vers O sur [0, +oo[.
n>+oo n+ 1

C’est-a-dire Z fn converge uniformément sur [0, +00[.

n=1

CCINP 15 : Convergences normale et uniforme

Solution de 23 : CCINP 15 : Convergences normale et uniforme

1. On suppose que ¥V n €N, f, est bornée sur X.
On pose alors Y n €N, ||f,|loo = sup |f,(t)].
tex

Z f, converge normalement sur X < Z lfnlloo converge.

n
On pose Y n €N, Sn=ka.
k=0
Z fn converge uniformément sur X <= la suite de fonctions (S, ) converge uniformément sur X.

2. On suppose que Z f, converge normalement sur X.

Les fonctions f,, sont donc bornées sur X et la série numérique Z |l fnlloo converge.

Or, Vx €X, |f,()] < llfallo-

Donc, par comparaison des séries a termes positifs, la série Z fn(x) est absolument convergente et donc
convergente, puisque les fonctions f,, sont a valeurs dans R ou C.

Ainsi la série de fonctions Z f, converge simplement sur X.

+00
On peut donc poser Vx €X,VneN, R, (x) = Z Sr(x).
k=n+1
N N N
VxeX,VneNYNENNZn+t1=>| > fil)[< D] iGN X Ifilleo.
k=n+1 k=n+1 k=n+1
Alors, en faisant tendre N vers +00, on obtient :
+00 +00 +00
VxeX, |R,(x) = Z fr(@)] < Z Ifr ()] < Z lfilloo- (majoration indépendante de x)
k=n+1 k=n+1 k=n+1
+00
Or Z fn converge normalement sur X donc nlgnoo erl Il filloo = O.
=n

On en déduit alors que la suite de fonctions (R,,) converge uniformément vers 0 sur X.
Comme R, =S —S,,, la suite (S,,) converge uniformément vers S sur X.
C’est-a-dire Z fn converge uniformément sur X.

n2
3. Onpose,VneN, a,=—.

n!
" a, n2
. an+1
Donc lim = =o.

n—+0Q a,
n2
On en déduit que série entiére Z —'z” a un rayon de convergence égal a +00.
n

Cette série entiere converge donc normalement sur tout compact de C.
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En particulier, cette série entiére converge normalement et donc uniformément, d’apres 2., sur tout disque
de centre O et de rayon R.

CCINP 17 : CN de la série de fonction = CU du TG vers 0
Solution de 24 : CCINP 17 : CN de la série de fonction = CU du TG vers 0

1. On suppose que Z fn converge uniformément sur A.
On en déduit que Z fn converge simplement sur A.
+00 n
On pose alors, V x €A, S(x) = ka(x) etVYneN,S,(x)= ka(x).

k=0 k=0
Z fn converge uniformément sur A, c’est-a-dire (S,,) converge uniformément vers S sur A, c’est-a-dire

lim [[S, —Slleo =0, avec [|S, —S|leo = sup|S,(x) —S(x)|.
n—+00 xeA
OnaVneN, VxeA, |f,(x)] =[S,(x) = Sp—1 () < S, (x) =S +[S(x) = Spma ()1
Donc VneN* Vx €Al|f,(x) <IIS, —Slloo +ISh—1 —Sllec (majoration indépendante de x).
Or lim 1S, Slloo =0, donc lim_(1IS,—Slleo + 15,1 —Slleo) = 0.
Donc (f,,) converge uniformément vers O sur A.

2. Onpose:VneN,Vxe[0;+o0[, f(x)= nx2e XV,
Soit x € [0; +00].

Six=0:
VneN, f,(0) =0 donc an(o) converge.
Six#0:
1
lim n?f,(x) = 0, donc au voisinage de +00, f,(x) =0 (—)
n—+0o n2

1 - L
Or Z —, converge absolument donc, par critere de domination, Z fn(x) converge absolument.
n=1

On en déduit que Z f, converge simplement sur [0; +00[.

YV n e N*, f, est continue sur [0;+00[ et li+m fn(x) =0, donc f, est bornée sur [0; +oo[.
X—+0Q

Comme f est bornée (f, = 0), on en déduit que V n €N, f, est bornée.
De plus, la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle.
En effet, si x = 0 alors f,,(0) =0 et si x #0, ligrnoo fa(x)=0.

n—

OnaVneN* f, (%) =e L.
n

1 1
op vnen f( =)=l =)< s If@ldone sup 501> e,
\/ﬁ ﬁ te[0;+00[ te[0;+o0[
Ainsi, sup |[f,(t)] - O.
te[0;+00[ " n—+00
On en déduit que (f,,) ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur [0; +00[.

Donc, d’apres 1., Z f,, ne converge pas uniformément sur [0; +00[.

CCINP 18 : Convergence et continuité d’une série de fonctions

Solution de 25 : CCINP 18 : Convergence et continuité d’une série de fonctions
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1. La série de fonctions étudiée est une série entiere de rayon de convergence R = 1.
En x =1, il y a convergence par le critere spécial des séries alternées.

En x = —1, la série diverge (série harmonique).

OnadoncD =]-1,1].

2.

(a)

(b)

VxeD,u,(x)= ﬂ

1 1 ..
luplloo = sup [u,(x)| = — et Z — diverge.
n

XE]—l,l] n>1

—1 n
Donc Z ) x" ne converge pas normalement sur D.

n=1

=" e : : .
E x™ ne converge pas uniformément sur D non plus car, sinon, on pourrait employer le théo-
n
n=1

. . o : (. 1 .
reme de la double limite en —1 et cela entrainerait la convergence de la série Z —, ce qui est absurde.
n=1

En tant que somme d’une série entiére de rayon de convergence 1, S est continue sur ]—1,1[ . (*)
Pour étudier la continuité en 1, on peut se placer sur [0,1] .

VY x €[0, 1], la série numérique Z u,(x) satisfait le critére spécial des séries alternées ce qui permet

n=1
de majorer son reste.
t er—l 1
Ona,Vxe[0,1], Z U ()| < up ()| = < ——. (majoration indépendante de x)
n+1 n+1
k=n+1
Et, lim =0

n—+00 i+ 1
Donc, ) u, converge uniformément sur [0,1].

n=1
Les fonctions u,, étant continues sur [0,1], la somme S est alors continue sur [0,1].

Dong, en particulier, S est continue en 1. (**)
Donc, d’apres (*) et (**), S est continue sur D.

CCINP 53 : Etude d’une série de fonctions

Solution de 26 : CCINP 53 : Etude d’une série de fonctions

1.

(@

(b)

Soit x € R.
Si x =0, alors f,(0) =0 et donc > f,(0) converge.

n=1

Six #0, £,(0) 5 ——.

Or >. — est une série de Riemann convergente donc, par critére d’équivalence pour les séries a termes
n>11
de signe constant, Z fn(x) converge.
n=1

Conclusion : )| f, converge simplement sur R.
n=1

Soit (a,b) € R? tel que 0 < a < b.

e Prouvons que E f, converge normalement sur [a, b].
n=1
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Vx €[a,b], |f,(x)] < % (majoration indépendante de x).
n‘*a

1 (. .
De plus, E —, converge (série de Riemann convergente).
n=1 n
Donc Z fn converge normalement sur [a, b].
n=1
e Prouvons que E fn converge normalement sur [a, +09][.
n=1

X 1 1
= X

Vx € [a,+oo[, |f,(x)| < (majoration indépendante de x).
n

1 , . .
De plus, E = converge (série de Riemann convergente).
n
n=1

Donc Z f, converge normalement sur [a, +00[.
n=1
(c) On remarque que f, est continue sur le compact [0, 1], donc f, est bornée sur [0,1].
1
De plus, d’aprés 1.(b), Vx € [1,+00[, |f,(x)]| < — donc f,, est bornée sur [1,+00[.
n
On en déduit que f, est bornée sur [0,+00[ et que sup |[f,(x)| existe.

x€[0,+00[
. 1 1
VTIEN 5 sup |fn(x)|>fn(_):_-
x€[0,+00[ n 2n
1
Or Z — diverge (série harmonique).
n=1

Dongc, par critere de minoration des séries a termes positifs, E sup |f,(x)| diverge.
n>1 x€[0,+o00[

Donc Z f,, ne converge pas normalement sur [0, +00[.

n=1
Autre méthode :

1—3n*x*
Yn e N*, f, est dérivable sur ]0,+00[ et Vx € ]0,+00[, f/(x) = —.
(14 n*x%)
On en déduit que f, est croissante sur ]0, +] et décroissante sur |:+, +c>o[.
34n 34n
f, étant positive sur R, on en déduit que f,, est bornée.
3
. 1 34
Donc sup |f,(x)] existeet sup [fo(x)| = fol =) =
x€[0,+00[ x€[0,+00[ 3%n 4n

1
Or Z — diverge (série harmonique), donc Z sup |f,(x)| diverge.
n
n=>1 n>1 x€[0,+00[
Donc Z f, ne converge pas normalement sur [0, +00[.
n=1

2. ¥Yn e N*, f, est continue sur ]0,+oo[. (1)

Z fn, converge normalement, donc uniformément, sur tout segment [a, b] inclus dans ]0, +oco[. (2)
n=1
Donc, d’apres (1) et (2), f est continue sur ]0, +00[.

Comme f est impaire, on en déduit que f est également continue sur ]|—00,0[.
Conclusion : f est continue sur R*.

1
* . _ . . ~
3. VYneN*, xlgrnoofn(x) = 0 car, au voisinage de +090, f,(x) oo

D’apres 1.(b), Z f, converge normalement, donc uniformément, sur [1, +0o[.
n=1
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+00
Dongc, d’apres le cours, f admet une limite finie en + 00 et Xl}rJrnoof(x) = xlgrnoo ng] fa(x)= Z xl}rJrnoo fa(x)=0

Conclusion : xl}gloof(x) =0
3. Autres exercices

Fonctions { de Riemann et 1 de Dirichlet '

o0y +00 (—1)"
On pose {(x) = E = et n(x) = E
n=1 n=1

Pour quelles valeurs de x peut-on définir {(x)?

Sur quel type d’intervalles a-t-on convergence normale ?

Etudier les variations de .

Calculer la limite en +00.

Calculer la limite en 1. Le théoreme de la double-limite s’applique-t-il? Que peut-on en déduire ?
Donner un équivalent en 1 en comparant a une intégrale.

Tracé le graphe de (.

® N o vk Wb

Pour quelles valeurs de x peut-on définir 1(x)? Sur quel type d’intervalles a-t-on convergence normale ?
uniforme ?

9. Montrer que si x > 1, n(x) = (21_" — 1) {(x). Retrouver I’équivalent de ¢ en 1.

Solution de 27 : Fonctions { de Riemann et 1 de Dirichlet *

—_

. ]1,4+00]
[a,+oo[ olia>1.
klnk(n)

N

w

1
. CN sur tout [a, +00o[. D’ot1 la classe 6°° et {(x) = Z( k2 (n)'
nx

n=1

- FP00) =(-1)

4. [ est décroissante.

5. 1 par double limite.

6. lre solution : comparer a une intégrale, cf question suivante.
2e solution : on a envie de comparer ¢ pres de 1 a la série harmonique.
Soit n € IN. Comme { st décroissante, elle a une limite finie ou +00 en 1.

Oronal > 2, kx x—>1 Z—

Donc { = +oo0.
n

1
ou encore —_ Z — 2 A apartir d'un rang N.
kx x-1 k
k=1 k=1
N
.. 1
Pour n = N, on a V voisinage de 1 tel que sur V, {(x) = E el = A.
k=1
1
7. .
x—1

1. Incontournable : presque du cours.
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8. CSsur R} par TSSA.
CN sur [a,+oo[, a> 1.
CU sur [a,+00[, a > 0 par majoration du reste TSSA.

9. TSSA apcr : CU sur [a,+0o[ pour a > 0 de toutes les dérivées.
10. Simplifier ¢ (x) + £(x).

1
Continuité et limites de f(x) = Z prERSCE
n*+n2x

n=1

Solution de 28 :
Il y a convergence normale sur R, donc uniforme, les fonctions x — 1/(n* + n®x?) sont continues, donc f l'est
(sur R tout entier).

29 o (o)
9 Démontrer que f : x — ————— définit une fonction continue sur R.

2
n=1 n

Solution de 29 :
sin (nnzx)

3 sont continues, donc f l'est (sur
n

11 y a convergence normale sur R, donc uniforme, les fonctions x —

R tout entier).

oo . . (s . n2
Etudier la convergence simple, uniforme, normale de la série de fonctions f, : x € R} — e *.
2x

Déterminer sa limite en +00, ainsi qu'un développement asymptotique de la somme a la précision e =¥ au
voisinage de +00.

Indication : On pourra sortir quelques termes de la somme et vérifier que le reste est négligeable.

Solution de 30 :
La convergence simple se régle facilement, en disant par exemple que pour n’importe quel x > 0,

1
exp(—nzx) - n—>(-i)-0° (E)

(par croissances comparées). On majore facilement |f,| par 1 sur R}, et c’est le plus petit majorant possible, car
li(r)n fn = 1.1l n’y a donc pas convergence normale, vu que ||f,||co = 1. Il y a en revanche convergence normale sur

tout [a,+00[, a > 0 (car || f,l{a.+cofllco = €xp(—n*a)). Il 0’y a pas non plus convergence uniforme de Y. f, sur

10, +00[, sinon la suite (f,,) convergerait uniformément vers 0, ce qui n’est pas le cas.

La convergence uniforme sur [a,+oo[, ot l'on a fixé un a > 0 arbitraire, permet néanmoins d’utiliser le
+00

théoréme de la double limite, et de trouver, en notant S = E fn> que }rimS =1.
oo
n=0
Pour un développement asymptotique, la stratégie est souvent d’utiliser des comparaisons série-intégrale apres

avoir éventuellement mis de coté certains termes. Ici, une majoration simple permet d’éviter le recours un peu
plus long & la comparaison série-intégrale : pour tout x > 0, S(x) =1+ + e~ +R(x) ol

+00 ) +00 e_3x
O<R(x)=Ze_kx<Ze_kx=—1 —
k=3 k=3 €

ce qui donne facilement
S(x)=14+e*+ o (e_zx)
X—

+00
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+00
Etudier la convergence sur R* de la série de fonction Z (x — (—1)"In (1 + %)) Sa somme est-elle
n

n=0
continue ?

Solution de 31 :
La convergence simple est conséquence du théoréme spécial sur les séries alternées. Puis la majoration du reste

dans ce méme théoréme permet d’écrire pour n € N et x € [0, +0o0o[, avec des notations habituelles,

IR, (x)| < ln(l + L)

. . . . . X
Ce qui permet facilement d’avoir la convergence uniforme sur tout segment. Les fonctions x — (—1)" In (1 + —)

étant continues, la somme 1’est.

Oral des Mines

+00 2%
On pose f :xHZ—
n=1

x2+n2’
Domaine de définition de f.
Parité de f.

Continuité de f.

Limite en +o0

oA W

La convergence est-elle uniforme ?

Solution de 32 : Oral des Mines

1. La convergence simple se traite en distinguant le cas
t = 0. Mais sans difficulté. f est définie sur R.

2. f est impaire.

2t

t2 +n2
de 2(t? + n?) — 2t(2t) = 2(n%? — t2) et on en déduit
que |f,| est maximale en —n et en n. On trouve alors
qu’il n’y a pas convergence normale. En revanche, il y a
convergence normale, donc uniforme, sur tout segment,
ce qui suffit (en n’oubliant pas de dire que les f, sont
continues) pour établir la continuité de f.

En effet, soit K un segment. Soit M > O tel que
K c [—M, M]. Létude des variations de f,, sur [—M, M ]
monte que, sin = M, donc au moins a partir d’'un certain
rang,

3. Dérivons f, : t— . La dérivée a le signe

2M
I falklloo < fr(M) = [YEre)

Or Y. fn(M) converge, donc Z llfnlxlleo converge.

4. Un comparaison a une ir;ltégrale donne la limite :
.

5. Et donc la convergence n’est pas uniforme, car le
théoréme de la double limite donnerait une limite nulle.

n+2

+1

1. Pour quelles valeurs du réel x la série de fonctions
> —
242
i n+n2x
2. Démontrer la continuité de la somme sur son do-
maine de définition.

converge-t-elle ?

3. Donner un équivalent de sa somme au voisinage
de 0 et de +00.

Solution de 33 :

Plan de résolution : il y a convergence sur R \ {0}, uni-
forme car normale sur tout segment inclus dans R \ {0}
ce qui assure la transmission de la continuité.

On pourrait montrer que la limite en +00 est nulle
par double limite, la limite en O est 400 par technique
habituelle (la fonction décroit, si elle n’a pas pour limite
+00 en 0 elle est majorée, on en déduit que les sommes
partielles sont uniformément majorées, on peut dans
une somme partielle faire tendre la variable vers 0, on
en déduit que Y 1/n converge. Tout cela ne nous donne
pas d’équivalent !

L'idée a avoir, dans ce genre de question (équivalent),
C’est la comparaison a une intégrale. Ici, notant S(x) la
somme de la série de fonctions au point x, on obtient

+00 +oo
dt 1 dt
——— < S(x) < + _—
, t+t2x? 1+x2 ), t+t2x2
N , +00 dt la limi d
ou on a note fl m a limite pourA — 400 de
fA dt
Lt 4t2x2°

Le calcul de I'intégrale se fait : on décompose en
éléments simples

11 x?
t+t2x2 t 1+4+tx?

Pour ne pas couper une intégrale qui existe en deux
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intégrales qui n’existent pas, on passe par
A A A
dt dt x2
—— = —— dt
L tHt2x2 )t ; 1+1tx2

On integre avec des In, on prend les limites quand
A — +00, et finalement on aboutit a

1 1
1n(1+;)<5(x)< = +ln(1+;)

En +00, C’est raté, on ne peut qu'espérer qu’il y a un
équivalent du type a/x?, avec 1 < a < 2. Mais en re-
vanche, en 0, 'encadrement permet de conclure :

S(x) ~,o —2Inx

Alors au voisinage de +00, que fait-on? on observe, et
on se dit que n ne pése pas lourd devant n?x2. Donc,

+00 1
notant b = Z poR on espére que
n=1

b
S(X) ~x—0 F

Pour cela, on écrit

b 1 1
S)——=== > ————
(x) x2  x2 ; n2(1+nx2)

1
La série ———  — converge normalement sur
; n?(1+nx?) 8
[0, +00[, on peut lui appliquer le théoréme de la double

limite en + o0, on obtient

b 1
S =37 = 8w (;)

d’ot1 I'équivalent. Hors-programme : b = n2/6, et on a
bien 1 < b < 2, C’est agréable.

, _ g 1 NG
Pour tout réel x ¢ Z~, on pose f(x) = Z x(x+1)(x+2)(x +n) et g(x) Ze;) nl(x+n)

n=0
1. Justifier I'existence de f(x) et g(x).
2. Déterminer leurs limites en +oc0.

3. Trouver une relation entre f(x + 1) et f(x) et montrer que g vérifie cette méme relation.

4. En déduire que f = g.

Solution de 34 :

1. Pour f, on peut utiliser le critére de d’Alembert pour I'absolue convergence :

x(x+1D)(x+2)--(x+n)

1
0<1

+00 1
done Z(; X+ D +2) - (x+n)

Pour g, on est tenté d’utiliser le TSSA. C’est possible car (

x(x+D)(x+2)--(x+n+1)

- |x +n+1| n—o+oo

converge absolument donc converge pour tout x ¢ 7.

—) a partir du rang max (0, [—x1)
n'(x+n)/),en

(pour avoir x +n > 0), et, bien sfir,

2. On vérifie que f converge normalement sur [1,4+00[ : si x = 0,

terme général de série convergente.
1

n!(x +n) n—+oo

1 1
x(x+1D)(x+2)---(x+n) < (n+1)!

Comme, pour tout n € IN,

="

x(x+1)(x+2)--(x+n) xo+oo

0 par double limite, f(x) e 0.

1

Pour g, on a pour x € [1,+00[,

n!(x +n)

= <
nl(x+n) (n+1)!

terme général de série convergente

donc convergence normale donc uniforme sur [1, +oo[ (on aurait aussi pu utiliser la majoration du reste

dans le TSSA). Par double limite, g(x) P 0.
X—
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3. On calcule

1 = X
f(x+1):nzz(;(x+1)(x+2)(x+3)~-~(x+n+1) :nzz(:)x(x+1)(x+2)(x+3)~-~(x+n+1)

+00

X 1
:x;x(x+1)(x+2)(x+3)-~-(x+m) :x(f(x)—;)=xf(x)—1.

Puis,

+00 +00 +00 +00
_ (-1)"(x+n—n) _ D"  a(=1)" \_ =" n(=1)"
xg(x)—enzz(:) n!(x +n) _enzz(;( n! n!(x+n))_enz:(:) n! e;) n!(x +n)

(licite car les deux séries convergent bien). Le terme pour n = 0 est nul dans la deuxiéme (attention, pas de
factorielle de nombre < 0) et on reconnait une série exponentielle dans la premiere. Donc

+00
L (—1)" S
xg(x)=e-e ez(n—l)'(x+n) l1+e Zm'(x+1+m) 1+ g(x+1).

flx+1)—g(x+1)

4. On obtient alors pour tout x, f(x)—g(x) = puis par récurrence, pour tout n € IN,

flx+n)—g(x+n)
x(x+1)...(x+n) n—o+oo

fx)—glx)=

1 , .
avec f(t)—g(t) = 0 et T D) mores 0 (c’est la convergence simple de f).

+00 2
Montrer que f : x — Z ———— est définie et continue sur R.

e—2nx +e 3nx

Pour n € IN, on pose f,, : x € R* — Arctan(x + n) — Arctan(n).

+00

1. Etudier l'existence et la continuité de f = Z fn-
n=0
2. Montrer que S(x) —— +00.
X—+00

Solution de 36 :

1. Utiliser le thoéréeme des accroissements finis. CN sur tout segment.

2. Se ramener au voisinage de 0 et utiliser la série divergente ZArctan —.
n
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