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CHAPITREVIII

Polynomes

K désigne un sous-corps de C.

En fait tout corps convient, mais pour certaines propriétés, on a
besoin qu’il soit de caractéristique nulle, c’est-a-dire tel que
ng=n-lg=1xg+--+1Kg #0K Si nelN*.

I L’ALGEBRE DES POLYNOMES

1 Polynémes formels a une indéter-
minée
Se donner un polynéme a ceefficents dans IK, c’est se donner
la suite (ag, a1,...,a,4,0,0,...) de ses ceefficients ayant un nombre
fini de termes non nuls (nulle a partir d’'un certain rang). On parle
alors de suite presque nulle.
On note alors, pour tout k € IN, Xk 1a suite presque nulle
(,...,0,1,0,0,...).
—~—
ke
Cela permet de transformer la notation (ag, a1,...,a4,0,0,...)
en

+00 d
P=ay+am X+-+agX +0+0+--= Y apx¥ =Y apx*.

k=0 k=0

—_———

somme finie

On note parfois P(X) pour P.
X est appelée indéterminée. Lensemble des polynémes a
une indéterminée a ccefficients dans IK est noté IK[X].
* Le polynéme nul est le polynéme dont tous les ceefficients
sont nuls, noté Og¢(x) ou plus simplement 0.
+ On appelle monéme tout polynéme de la forme ax* avec
kelN eta#0.
On appelle polynéme constant tout polynébme P = a ou
acK.
e Si P e K[X]\{0}, on appelle degré de P, noté degP, le
plus grand k € IN tel que ay # 0 (qui existe bien).

degP =max{k € IN | a; # 0}

aqeg p €St appelé ceefficient dominant de P, noté cd P.
Sicd P =1, P est dit unitaire ou normalisé.
On pose deg0 = —oo.

e On note K, [X] ={P € K[X] | degP < n} 'ensemble des
polynémes de degré au plus n.

K [X] :{a0+a1X+~--+anX”, (ao,...,an) e]K”“}.

2 Opérations sur les polynomes

Pour P= Y arX*, Q=Y biX*eK[X] et 1€ K, on
k>0 k>0
définit les lois +, x, -, o par

¢« P+Q=Y (ar+bpx*

k>0
¢ AP=Y (Aapx*
k>0
¢« PxQ=Y @X x Y bx‘= Y cpXx™
k>0 >0 m>0
(m=k+0)
en faisant une sommation par diagonales, c’est-a-
dire avec

m m
cm= ) aibg=Y) agbp_r=) am-¢by.
m=k+¢ k=0 =0

« PoQ=PWQ =Y aQ-.

k=0

Propriété : Opérations algébriques
et degré

SiBQeK[X]etAelK, P+Q, PxQ et AP sont des
polynémes et

o deg(P + Q) < max(degP,degQ) avec égalité si
et seulement sideg P # degQ ou (deg P = degQ
etcdP+cdQ+#0)

o deg(AP) =degP etcd(AP) =AcdP siA#0, si-
non AP =0.

o deg(PQ)=degP +degQ etcd(PQ) =cdPcdQ.
e SiQ non constant, alors
deg(PoQ) =degPdegQ

et
cd(PoQ)) = cdP x (cd Q)9e8”.

Propriété : Structure d’anneau com-

mutatif integre

(K[X],+, x,-) est une K-algébre commutative in-
tegre d’élément unité le polynéme constant 1 et dont
le groupe des inversible est IKy[X] \ {0} (polynémes
constants non nuls.)

3 Dérivation formelle

Définition : Polynéme dérivé
SiP=ay+a X+---+a, X" e K[X], on appelle po-
lyndme dérivé de P, noté P’, le polyndme défini par

n n—1
P'=Y karX* ' =Y (k+Dagy, XF
k=1 k=0

=@ 42X+ +na, X" L.

et0' =0.
Plus généralement, on note P©® = p, pW =,P’,
P@ = p"=(P') et pour tout k e N*, p¥) = (ptk=1Y)",

Soient BQ e K[X], a, B e K.

(i) degP' =degP —1 si P non constant, —oco sinon.
Plus généralement, degP'"” = degP — n si
degP > n, —oo sinon.

En général, deg P"™ < degP — n.

(i) Linéarité : (aP+ Q) =aP' +pQ’.

(iii) Formule de Leibniz
(PQ' = P'Q+ PQ

n

(PQ)(n) = Z

k=0

(iv) (PoQ)'=Q' xP'oQ.

et plus généralement,

) po Q.
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Il FONCTIONS POLYNOMIALES, RA-

CINES

1 Fonctions polynomiales

Définition : Fonction polynéme as-

sociée
Si P = Zaka e IK[X], on note
k>0
K — K
p _ lée fonction
P P(x):Zakxk appelée i

k=0
polynomiale associée a P.

Propriétés : Fonction polyn6me et

opérations

Si PQ € K[X] et (iii) AP =AP.
AeK (iv) PoQ=PoQ.
() P+Q=P+Q. (v) Sur R, P est déri-
(i) PxQ=PxQ. vable et P' = P'.

2 Formule de Taylor

Théoréme : Formule de Taylor

Soient P e K[X] et a € K.
P(ﬂ)(a)

PX) = )} — X-a" c'est-a-dire
n>0 n-
pm
PX+a)=) (@ yn,
n>0 n!

Corollaire : Formule de Mac Laurin

P (0) L »
P= Z - X" c’est-a-dire les coefficients de P
n=0 :
13(11) (0)
sont les a;, = .
n!
3 Racines

Définition : Racine

a € K est un zéro ou une racine de P € K[X]
lorsque P(a) = 0.

Propriétés : Racine et division

Soit P e K[X].
(i) a estracine de P si et seulement si (X — a)|P.

(i) x1,...,x, sont racines deux a deux distinctes de P
si et seulement si (X — x1) -+ (X — x,)|P.

Corollaire : Nombre de racines

Soit P € K[X].
(i) SiP#0, P admet au plus deg P racines.

(i) Si P admet strictement plus de degP racines,
P=0.

(i) Si P admet une infinité de racines, P = 0.

Corollaire : Identification polynome

et fonction polynéme

Si K est infini et P = Q, alors P = Q. On peut alors
confondre P et P.

Définition : Multiplicité

Soient P e K[X] tel que P #0, ac K.
On appelle ordre de multiplicité de a en tant que
racine de P I'entier

m:max{ke]N; (X—a)k)P}

Ainsi, a est racine d'ordre m si et seulement si
(X - a)m‘P et (X —a)™*! /fP si et seulement si on a
QeK[X] telque P=(X—-a)"Q et Q(a) #0.

e Sim=0, an’est pas racine de P.

e Sim=>1, aestracine de P.

e Sim=1, a estracine simple de P.

e Si m =2, a est racine double de P.

e Si m=3, a est racine triple de P.

e Sim > 2, a est racine multiple de P.

X1,..., X, deux a deux distincts sont racines d’ordre
au moins my, ..., m, respectivement si et seulement si

(X —xp)™ ---(X—xn)’""|P.

Propriété : Caractérisation de
I'ordre

SoientPeK[X], ae K, meIN.
a est racine d’'ordre m de P si et seulement si
Vke[o,m-1], PP (a)=0 et P (a)#0.

Corollaire

Si a est racine d’ordre m > 2 de P, a racine d’ordre
m—1 de P'. La réciproque est fausse si on ne suppose
pas a racine de P.
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4 Polynomes scindés

Définition : Polyndme scindé

P € K[X] est dit scindé sur K s'il peut s’écrire
comme produit de polynémes de degré 1 de KI[X],
c'est-a-dire siona A e K*, ne IN* et y1,...,yp e K
tels que

P=AX=-y1)-(X=yn),

Cest-a-dire siona A e K*, pe IN* et x1,...,x, € K
deux a deux distincts et my, ..., m, € N* tels que

P=A(X-x)™ --~(X—xp)m’”.

Alors degP > 1, A = cdP, xi,...,xp sont les racines
de P deux a deux distinctes de multiplicités respectives
Myyeee) mp.

Propriété : Caractérisation avec les
racines

Soit P un polynéme non constant admettant exac-
tement p racines d’ordres respectifs my, ..., m, dans
K.

P est scindé si et seulement @ si
my +---+mp =degP.

Théoreme : Théoreme de
d’Alembert-GauBB(Thm.

fondam. de I'alg.)

Tout polynéme non constant de C[X] admet une
racine.
On dit que le corps C est algébriquement clos.

Corollaire

Tout polynéme a ccefficients complexes non
constant est scindé.

Corollaire

Si P est scindé, alors P|Q si et seulement si toutes
les racines de P sont racines de Q avec des multiplici-
tés au moins égales a celles pour P.

5 Relations ceefficients-racines

-~ -

Définition : Fonctions symétriques
élémentaires

Soient n e IN*, xy,...,x, € K.
On appelle fonctions symétriques élémentaires

de xi,...,x, les nombres

n
O1=) Xi=Xi+Xp+-+Xn. (ntermes)
i=1
nn-1)
o2= Y. XX, (——— termes)
1<i1<i2<l’l 2

=X1X2+ X1 X3+ -+ X1 X+ + Xp—1Xp.

o= >

n
Xiy Xip *+ Xiy - ((k) termes)
1§i1<i2<--~<ik<n

Op=X1X2 " Xp. (1 terme)

Propriété : Relations ceoefficients-

racines

Soient n € IN*, agy,---,a, € K tel que a, # 0,
P =ay+--+a,X" scindé sur K, xy,...,x, ses
racines comptées avec leur multiplicité, donc
P=a,(X—-x1)---(X—x,). En notant o les fonctions
symeétriques élémentaires en xi,..., Xy,

ap-1

e 0] =— . (somme)

n

: O
o« U= (_1)k”_k_
dp

op= (—1)”@. (produit)
(2273
Ainsi,

P=ay(X"- o1 X" '+02X" 2+ +(=D" g, ).
—~ —~—

somme produit

Il INTERPOLATION DE LAGRANGE

« Problématique : Etant donné n € IN, n+1 scalaires
Xo, ..., X € K deux a deux distincts, et yp,...,y, € K
fixés (par exemple pour tout k, yi = f(xi) ou f est
une fonction connue ou non).

On cherche des polyndbmes P € K[X] tels que
Vke[o,n], P(xg)=yk.

C’est un probléeme d’interpolation.

e Principe : C’est un probléme linéaire.

]Kn[X] . ]Kn+1

Lapplication u : est
p —  (P(XK)) kefo,n]

une application linéaire injective entre deux espaces
de dimension n + 1.
En effet, son noyau est réduit aux polynédmes de de-
gré au plus n admettent les n+ 1 racines distinctes
Xo,..., Xy, c'est-a-dire au polyndme nul.
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Il s’agit donc d’un isomorphisme.

On peut aussi remarquer que sa matrice dans les
bases canoniques est la matrice de Vandermonde

associée a xy, ..., X,.

Lunique solution au probléme est donc, par linéarité,

n
u! Yoseer Yn) = y~-u_1 0,..., 1 ,...,0].
(vo n) l;) ! ( — )

ie

On cherche donc le polynéme L; = u™! (0, N | ,...,0)

je

1
tel que L;(x;) =1 et L;(x;) =0 si j # i, C’est-a-dire

Li(xj) =06 j.

Alors les x; pour j # i sont racines de L;. Donc

Li=[[X-xpQ.
j#i

Comme degL; =1, alors Q est constant : Q = A et

Lilx))=1=]] (x; — xj).
J#i

Définition : Polyn6mes de Lagrange

SineIN* et xp,..., x, deux a deux distincts, on ap-
pelle i¢ polyndme de Lagrange associé a (xy,...,xy) le
polynéme

[Tx-xp
ITxi-x)
J#i

Propriété : Polynome d’interpola-

tion de Lagrange

Etant donné xq, ..., x, € IK deux a deux distincts et
Yo,---, ¥n € K, il existe un unique polynéme P de degré
auplus n telque VY i, P(x;)=y;.

n

Il s'agitde P =) y;-Li.
i=0

Comme le probléme est linéaire (en fait affine), on peut
le résoudre sur IK[X] en passant par solution particuliere et

solution du probléme homogene associé.

Les polynémes d’interpolation associés aux
points  ((xp, ¥0),---,(Xn,yn)) sont les polynémes

P+([] (X—xl-))Q ouQeK[X]etP=) yL;.
i=0 i=0

IV ARITHMETIQUE SUR K[X]

Dans cette partie, IK désigne un sous-corps de C, comme,

Q, RouC.
1 Lanneau K[X]

Théoréme

(K[X],+, x) est un anneau commutatif et integre.
Son groupe des inversibles est
Uk x) = Kol[X]\ {0} = {polyndémes constants non nuls}.

Corollaire

SiP,Q e K[X], P et Q sont associés si et seulement
s’il existe A € IK* tel que P = AQ.

Théoréme : Division euclidienne po-

lynomiale

Soient A,B € K[X] avec B # 0. Alors il existe un
unique couple (Q,R) € IK[X] tel que A= BQ+R et
degR < degB.

Théoréme

Lanneau IK[X] est principal.

2 PGCD de deux polyn6mes

Définition : PGCD

Soient A, B € IK[X] non tous les deux nuls.

I=(A)+(B) = AK[X]+BK[X] = {AU+BYV, U,V € K[X]}

est un idéal non réduit a zéro de IK[X].
Son unique générateur unitaire est appelé pgcd de
Aet B, noté ANB.

Propriété : Relation de Bézout

Si A, B € KI[X], on peut trouver U,V € K[X] tels
que AU + BV = ANB.

Propriété : Caractérisation

Soit (A, B) #(0,0).

D est unitaire
D=AANB<=J D|AetD|B
VCeIK[X], (C|AetC|B)— C|D

Il s’agit donc du plus grand diviseur unitaire au sens
de la division.

Définition : Nombre entiers pre-
miers entre eux

A, B € K[X] sont dits premiers entre eux lorsque
AN B =1, c'est-a-dire lorsque les seuls diviseurs com-
muns sont les polyndmes constants non nuls.

Théoréme : de Bézout

Soit A, B € K[X].

AANB=1<=13U,VeK[X], AU+BV =1
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Corollaire

Soient A, B, C € IK[X].
(i) ANABC=1<—=AAB=AAC=1

(i) SiD=AAB,onaA;,B) e K[X] telsque A= DA,
B=DB; et AyAB;=1.

Théoréme : Lemme de GauB3

Soient A, B, C € K[ X].
Si A|IBC et ANB =1, alors A|C.

Propriété : Cas des polynémes scin-

dés
Si A ou B est scindé,
AANB=1<= A et B n'ont pas de racine commune.

3 PGCD d’une famille finie de poly-

némes
Soit‘n e IN\{0,1}.
Définition : pgcd de n polynémes

Soient (A4y,...,A;) € (K[X])"™\ {(0,...,0)}. On note
n

D=A ANAyA--AAp = J\ A l'unique polyndme uni-
k=1
taire tel que A1 K[X] +---+ A, K[X] = DIK[X].

(i) Associativité : ANBAC = (AAB)AC = AN(BAC).
(ii) Les diviseurs communs a Ay, ..., A, sont exacte-
n

ment les diviseurs de J\ Ag.
k=1
(iii) Relation de Bézout : On a Uy, ..., U, € K[X] tels
n

que AUy +-+- ApUy = N\ Ag.
k=1

Définition : Polynomes premiers
entre eux dans leur
ensemble

Ay, ..., A, sont dits premiers entre eux dans leur
n

ensemble lorsque /\ Ay =1, c'est-a-dire que le seul
k=1
diviseur unitaire commun a tous les Ay est 1.
Ay,..., A, sont dits premiers entre eux deux a

deux lorsque Vi#j, AiAA;=1.

Propriété
Premiers entre eux deux a deux = premiers entre

eux dans leur ensemble, mais la réciproque est fausse
pour plus de deux polynémes.

Théoréme : de Bézout

Ay,..., A, sont premiers entre eux dans leur en-
semble si et seulement si on a Uy,...,U, tels que
AU +---+ AU, =1.

Si Ay, ..., A, sont premiers entre eux deux a deux
et divisent B, alors A, --- A, |B.

4 Polynémes irréductibles

- Définition : Polynéme irréductible -

On appelle polynéme irréductible tout polynéme
P € K[X] non constant dont les seuls diviseurs
sont les A et AP pour A € K*, c’est-a-dire tels que
P=UV = UouV inversible.

Les autres polynémes sont dits réductibles.

Soit P un polynéme  irréductible, et
A Ay,..., Ay e K[X].

(i) Soit P|A, soitPANA=1.
(i) P|A;--- A, < i tel que P|A;.

Théoreme : Décomposition en pro-

duit d’irréductibles

Tout A € K[X]\ {0} s’écrit de maniere unique a
l'ordre des facteurs pres sous la forme

— a Ak
A= AP P!

ot kelN, Ae K*, Pq,..., Py irréductibles deux a deux
distincts unitaires, a,...,a, € IN*.

Alors A =cd A, Py,..., Py sont les diviseurs irréduc-
tibles unitaires de A.

Propriété : Irréductibles de C[X]

Les irréductibles de C[X] sont les polynémes de
degré 1.

5 Irréductibles sur R[X]

Propriété

Soit P e R[X]. alors si« € C est racine de P, « I'est
aussi, de méme ordre.

Propriété : Irréductibles de R[X]

Les polynémes irréductibles de R[X] sont les poly-
némes de degré 1 et les polynémes de degré 2 sans
racine réelle (a discriminant strictement négatif).
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SiA=AP["---P* et B = fol --~Pf" décomposi-
tions en irréductibles (avec exposants éventuellement
nuls), alors

_ pmin(ag,p1) min(ag,Br)
AAB=P| P} :

6 PPCM (Complément)

“ Définition : PPCM
Le PPCM de deux polynémes A,B non nuls
est l'unique générateur unitaire A v B de [lidéal
AIK[X] n BIK[X] des multiples communs a A et a B.
On a donc AK[X]nBK[X] = (Av B)K[X].
On peut poser 0v 0 =0.

(i) Il s’agit du plus petit multiple unitaire commun a A
et a B au sens de la division.

(i) Si A= AP ---PZ" etB = pPlﬁ1 ---Pfk décompo-
sitions en irréductibles (avec exposant éventuelle-
ment nuls), alors AvVB = Pina"(“l’ﬁ‘) ooc P,Taxm"’ﬁ").

(iii) On a toujours que AB et (AN B)(AV B) sont asso-
ciés (donc égaux a normalisation pres).

\' DECOMPOSITION EN ELEMENTS
SIMPLES

1 Partie entiere

Définition - Propriété -

Soit F € K(X). On note
K (X) = {F e K(X) | degF < 0}. Il existe un unique
couple (Q,G) e K[X] x K™ (X) tel que F=Q+G. Q est
appelé partie entiére de F.

2 Décomposition en éléments simples

dans C(X)

Théoréme : Décomposition en élé-

ments simples dans
CX)

Soit F € C(X), F =
tible, ai,...,a, pbles de

sous forme irréduc-
dordre my,...,my

A
F=———— et Qe C[X] la partie entiere de F.

[T &X-an™
k=1

Alors il existe une unique famille (Ay.;) |

SN

de nombres complexes telle que

A1 AM,m,
+eeet+ —
—~— X-—a; (X —ap)™
partie entiére - — — g
partie polaire associée a ay
/1n,1 /ln,mn
4+ e+ —
X—ay (X —ay)™n

F =

~
partie polaire associée a a

Propriété : Partie polaire relative a

un poéle simple

A
Si a péle simple de F = 3 sous forme irréductible,

avec A € C la partie polaire associée a a. Alors

= m avec Bl () Z0 et

Al@) Al
Bi(a) B(a)

A=[(X-a)F)(a) =

Propriété : Partie polaire relative a
un péle d’ordre > 2

A
Si « pble d’ordre m > 2 de F = 3 sous forme irré-
ductible,

A A A1 Am

F:—: =S R e ——
B X-a)"By X-«a X—-a)m

+G

ou B (a) #0 et a n'est pas pdle de G.
Alors Ay = [(X—a)"Fl(a) =
Am

F- —
X-a)m
plus m—1 ce qui permet de réitérer le processus.

Ala)
Bi(a)

admet a« comme pble d'ordre au
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3 Décomposition en éléments simples
dans R(X)

Théoréme : Décomposition en élé-

ments simples dans
R(X)

Soit Fe R(X), F = 4 sous forme irréductible, avec
la décomposition de B en facteur irréductibles dans R, :
F= A etQeR[X] la

H (X - xk)mkl_[ 2epiX+q)"
partle ent/ere de F
Alors il existe d’uniques familles (A, ;)

1<k<p
1< j < my
(1i,e) lcie, € (vie) \<ic, Oe nombres réels
108 1< @Rrient simple
tels que de 1° espéce
p | m 1
k
k
IB= Q 45 Z ]
—~— o | o (X —x))

partie entiere

[

~
partie polaire associée a xj

élément simple
de 2¢ espéce
[X +Vir
1(X2+pi X+ q,)

~

partie polaire associée & X+ p; X+q;

4 Décomposition en éléments simples
de P'/P

Propriété : Décomposition en élé-

ments simples de P'/P

p
Soit P € K[X] scindé, P = A [ | (X —x)™*. Alors la

k=1
/

p
décomposition en éléments simples de ) est donnée

roop
parizz e

P S X-x
n
Variante : si P = A[](X—yx) ou les yx
k=1
sont les racines comptées avec multiplicité, alors

P’ z
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