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CHAPITREVIII

Polynomes

K désigne un sous-corps de C.
En fait tout corps convient, mais pour certaines propriétés, on a besoin qu'’il soit de caractéristique nulle, c’est-a-dire tel que
ng=n-lg=1lg++1g #0K si ne IN*.

I L’ALGEBRE DES POLYNOMES

1 Polynémes formels a une indéterminée

Se donner un polynéme a coefficents dans KK, c’est se donner la suite (agp, a1,...,a4,0,0,...) de ses ceefficients ayant un nombre fini de
termes non nuls (nulle a partir d’'un certain rang). On parle alors de suite presque nulle.

On note alors, pour tout k € IN, X* 1a suite presque nulle (O,...,OAI’LO,O,...).

ke
Cela permet de transformer la notation (ag, a1, ...,a4,0,0,...) en
+00 d
P=ap+ a1 X+ +agX4+0+0+--= Y arx¥ =Y axk.
k=0 k=0
N— ——’
somme finie

On note parfois P(X) pour P.
X est appelée indéterminée. Lensemble des polyndmes a une indéterminée a ccefficients dans K est noté IK[X].
Remarques
R1— Lindéterminée n’est pas un nombre! Elle n’a pas de valeur. Elle représente la suite presque nulle (0,1,0,0,...).
R2— Par définition, P =) aka s0Q= Zkak = VYk, aj= Db (égalité de deux suites). Les ccefficients d’'un polynéme formel sont
uniques.

* Le polynédme nul est le polynéme dont tous les ceefficients sont nuls, noté 0y x) ou plus simplement 0.

e On appelle monéme tout polynéme de la forme ax¥ avec ke N et a #0.
« On appelle polynéme constant tout polynéme P =a ol a€ K.
e Si PeK[X]\{0}, on appelle degré de P, noté degP, le plus grand k € IN tel que ay. # 0 (qui existe bien).

degP =max{ke IN | a #0}

ageg p €St appelé ceefficient dominant de P, noté cd P.
SicdP =1, P est dit unitaire ou normalisé.
On pose deg0 = —oo.
e Onnote K, [X]={PeKI[X]| degP < n} 'ensemble des polynémes de degré au plus n.

Kp[X] :{ao+a1X+~--+anX", (ao,...,an)e]K”“}.

2 Opérations sur les polynémes
Pour P= Y arX*, Q=Y biXFeK(X] et A€, on définit les lois +, x, -, o par

k>0 k>0
¢« P+Q=Y (ar+bpx*
k>0
¢ AP=)Y (Aapx*
k>0
¢« PxQ=Y @X x Y bx‘= Y cpXx™
k>0 >0 m=0

(m=k+0)
en faisant une sommation par diagonales, c’est-a-dire avec

m m
cm= Y, akby=) arbp_r=) am-¢by.
m=k+¢ k=0 =0

PoQ=PQ =Y arQt.

k>0
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Propriété : Opérations algébriques et degré

SiBQeK[X] etAeIK, P+Q, PxQ et AP sont des polynémes et
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o deg(P + Q) < max(deg P, degQ) avec égalité si et seulement si degP # degQ ou (degP =degQ etcdP +cdQ #0)
o deg(AP) =degP etcd(AP)=AcdP siA#0, sinon AP =0.
o deg(PQ)=degP +degQ etcd(PQ)=cdPcdQ.
e Si Q non constant, alors
deg(PoQ) =degPdegQ

et
cd(PoQ)) = cd P x (cd Q)9°8”.

Remarque
En général, on a deg(aP + Q) < max(deg P, degQ).

Propriété : Structure d’anneau commutatif intégre

(K[X],+, x,-) est une IK-algebre commutative intégre d’élément unité le polynéme constant 1 et dont le groupe des
inversible est IKy[X]\ {0} (polynémes constants non nuls.)
Remarque

Lisomorphisme d'algebres trivial IK — Ko[X] permet de confondre K et Ky[X], c’est-a-dire les constantes A et les polynémes
constants P = A.

3 Dérivation formelle
Définition : Polynéme dérivé

SiP=ay+a X+ +a,X" € K[X], on appelle polynéme dérivé de P, noté P’, le polyndme défini par

n n-1
P'=Y karX*'=Y (k+Dag, X"
k=1 k=0
=@ +2a X+ +na, X" L.

et0 =0.
Plus généralement, on note P¥) = p, PV = P/, p@) = p" = (P')" et pour tout k e IN*, P = (p(k-D)

!

Remarque

Il n’est pas question ici de dérivabilité : la dérivation est une simple opération algébrique sur les polynémes.

Soient BQ e K[X], a, B e K.
(i) degP' =degP —1 si P non constant, —co sinon.
Plus généralement, deg P = deg P — n si degP > n, —oo sinon.
En général, deg P"Y < degP - n.
(ii) Linéarité : (aP+ Q) = aP' +pQ’.
(iii) Formule de Leibniz
n

(PQ)' =P'Q+PQ et plus généralement, (PQ)"™ = )"
k=0

n
po gn—k)
L

(iv) (PoQ)=Q" xP'oQ.
Remarques

R1— P =0sin>degP+1etsid=degP, P =dlcdP.
R2— degP=min{neN| P =0}-1si P £0.
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R3— SinelN,
0 sin>k+1
((X—a)k)(n): k! sin=k
|
k(k=1)-(k—n+ DX -k "= —— _(X-a* " sinon.
(k—n)!
0 sin>d+1
a Pl in=d
R4a— SiP=) ap X*, alors pour tout n € IN, P(™ “Ad sin=

k=0 d k— .
Y k(k—=1)---(k—n+1DapX*"" sinon.
k=n

Il FONCTIONS POLYNOMIALES, RACINES

1 Fonctions polynomiales

Définition : Fonction polyndme associée

K — K
SiP=Y a.X*eK[X], onnote P: _
kéo k x — P)=) a
k>0

« appelée fonction polynomiale associée a P.
X

Remarques
R1— Mathématiquement, P et P sont des objets fondamentalement différents. Cependant, sous certaines conditions, on peut les
identifier (cf plus loin). Ainsi, on fait souvent 'abus de notation P(x) pour P(x).

R2— On peut en fait définir un polynéme pour autre chose qu’un élément de KK : il suffit de pouvoir élever a une puissance k et faire
des combinaisons linéaires (matrices, fonctions, polynémes, etc.) : la structure de K-algébre est adaptée.

R3— SiPQeIK[X], PoQ=P(Q) (on applique la fonction polynomiale & un polynéme au lieu d’'un élément de IK.)

Propriétés : Fonction polynéme et opérations

SiPQeK[X] etAe K (iii) AP = AP.
() P+Q=P+Q. (iv) PoQ=Po0Q.
(i) PxQ=PxQ. (v) SurR, P est dérivable et P' = P'.
Remarque

Lapplication P — P est un morphisme delK-algébres de IK[X] vers I'algébre des fonctions de K dans IK.

2 Formule de Taylor

Théoréme : Formule de Taylor

pm
SoientPe K[X] etac K. P(X)= ) '(a) (X -a)" clest-a-dire P(X +a) = )

n=0 n. n=0

Corollaire : Formule de Mac Laurin

[3(”) 0 ﬁ(n) 0
( )X " c’est-a-dire les ccefficients de P sont les a,, = n'( ) .

p(n) (a)
n!

X"

3 Racines
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Définition : Racine

a € K est un zéro ou une racine de IP € K[X] lorsque P(a) = 0.

Remarques

R1— Cela dépend du corps IK.
R2— Un polynéme réel de degré impair a toujours une racine réelle (conséquence du théoréme des valeurs intermédiaires.)

Propriétés : Racine et division

Soit P € K[X].
(i) a est racine de P si et seulement si (X — a)|P.
(ii) x1,...,x, sont racines deux a deux distinctes de P si et seulement si (X — x1)--- (X — x,)|P.

Remarque
Si P|Q, toute racine de P est racine de Q. La réciproque est fausse en général.

Corollaire : Nombre de racines

Soit P € K[ X].
(i) SiP+#0, P admet au plus deg P racines.
(i) Si P admet strictement plus de degP racines, P = 0.

(iii) Si P admet une infinité de racines, P = 0.

Corollaire : Identification polynome et fonction polynéme

SiK est infini et P = Q, alors P = Q. On peut alors confondre P et P.

Démonstration

Si P = Q et K infini, alors P — Q a une infinité de racines, donc est nul. O

Remarque

n
Si K = {x1,..., x5} fini (par exemple Z/pZ avec p premier), P = ]_[ (X — x;) # 0 (il est unitaire) et pourtant P = 0 (pas plus de racines
k=1
que le degré ).

Définition : Multiplicité

Soient P e K[X] tel que P #0, a€ K.
On appelle ordre de multiplicité de a en tant que racine de P I'entier

m:max{kelN; (X—a)k)P}

Ainsi, a est racine d’'ordre m si et seulement si (X — a)m‘P et (X —a)™H! ){P si et seulement si on a Q € K[X] tel que
P=(X-a)"Q et Q(a) #0.

e Sim=0, anest pas racine de P.

e Sim>1, aestracine de P.

e Sim=1, a estracine simple de P.

e Si m =2, a est racine double de P.

e Si m =3, a est racine triple de P.

e Sim > 2, a est racine multiple de P.
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Remarques

R1— Si (X—a)"|P alors a est racine de P d’ordre au moins n.

R2— Lordre est toujours au plus égal au degré du polynéme.

Propriété
X1,...,X, deux a deux distincts sont racines d’ordre au moins my,...,m, respectivement si et seulement si
(X—x)™ - (X =xp,)"™|P.

Propriété : Caractérisation de I'ordre

Soient Pe K[X], ae K, meIN.
a est racine d’ordre m de P si et seulement si ¥ k€ [0,m—1], P®(a)=0 et P (a) #0.

Exercice : CCINP 85
1. SoientneIN*, Pe R, [X] et ac RR.

(a) Donner sans démonstration, en utilisant la formule de Taylor, la décomposition de P(X) dans la base
(er_a;(X_a)zv"'r(X_a)n)-

(b) Soit r € IN*. En déduire que :
a est une racine de P d'ordre de multiplicité r si et seulement si P (a) #0 et Vk e [0,r —1] , P®) (@) = 0.

2. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polynéme
P =X®+aX?+bX et factoriser alors ce polynéme dans R [X].

Corollaire

Si a est racine d’ordre m > 2 de P, a racine d’ordre m—1 de P'. La réciproque est fausse si on ne suppose pas a
racine de P.

Exemple
P=X(X-2)etP' =2X-2:1 estracine simple de P’, mais n’est pas racine double de P.

Exercice
Montrer que (X — 1)3|nX”+2 —(+2X"™ 4 (n+2)X - n.

4 Polynémes scindés
Définition : Polynéme scindé

P e K[X] est dit scindé sur IK s’il peut s’écrire comme produit de polynémes de degré 1 de K[ X], c’est-a-dire si on a
AeK*, neN* et y,...,yn € K tels que
P=AX=y1) - (X=yn),

cest-a-dire siona 1€ K*, pe IN* et x1,..., x, € K deux & deux distincts et m;,...,m, € IN* tels que
P=A(X-x)™ ---(X—x,,)’”ﬂ.

Alors degP > 1, A=cdP, x1,...,X), sont les racines de P deux & deux distinctes de multiplicités respectives my, ..., my,.

Remarque

AScindé sur C << scindé sur R.
P = X2 -1 est scindé sur C mais pas sur RR.
P = X% -2 est scindé sur R, C mais pas sur Q.
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Propriété : Caractérisation avec les racines

Soit P un polynéme non constant admettant exactement p racines d’ordres respectifs my, ..., my dans K.
P est scindé si et seulement si my +---+ m), = degP.

Théoréeme : Théoreme de d’Alembert-GauB(Thm. fondam. de I'alg.)

Tout polynéme non constant de C[X] admet une racine.
On dit que le corps C est algébriquement clos.

Corollaire

Tout polynéme a ccefficients complexes non constant est scindé.

Corollaire

Si P est scindé, alors P|Q si et seulement si toutes les racines de P sont racines de Q avec des multiplicités au moins
égales a celles pour P.

Remarque
C’est donc toujours vrai dans C.

5 Relations ceefficients-racines

Définition : Fonctions symétriques élémentaires

Soient ne IN*, x1,...,x, € K.
On appelle fonctions symétriques élémentaires de x;,...,x, les nombres

n

O1=) Xi=Xi+Xp+--+X,.  (ntermes)
i=1
nn-1)
o2= ) XxyXi (—— termes)
1<ii<ip<n 2

=X1X2+X1X3+--+X1 X+ +Xp-1Xp.

n
O = > Xiy Xiy *** X ((k) termes)

l<i1<i2<--~<ik<n

Op=X1X2 " Xp. (1 terme)

Exemple

Si n =3, les fonctions symétriques élémentaires en x,y,zsont oy =x+y+2z,02 =xy+yz+xzetosz=xyz.

Remarque

On peut montrer que toute fonction polynomiale en xi,..., x; symétrique en x1,..., X, s’exprime comme un polyndbme en oy, ...,0y.

Exemple

Si=x1+-+x5=01 et82:x%+---+x%20%—202.
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Propriété : Relations ccefficients-racines

Soientne IN*, ay,---,a, € K tel que a, #0, P=ag+---+a, X", scindé sur K, xi,..., x, ses racines comptées avec
leur multiplicité, donc P = a, (X — x1)--- (X — x;,). En notant o . les fonctions symétriques élémentaires en xi, ..., Xn,

ap—1
e 0 =— Z . (somme)
n
O g
k An—k
. O'k-z(—l) a—
n

. o= (—1)”%. (produit)

n

Ainsi,

P=ay(X"- o1 X" +02X" 2+ +(=D" g, ).
~—~— ~—~—
somme produit

Remarques

R1— En particulier, si P est unitaire, P= X" — 01 X" 1+ 02 X" 2 + .-+ (-1)"0p,.

R2— Sin=2,on retrouve que les racines complexes de aX? + bX + c ont une somme égale a —b/a et un produit égal a ¢/ a.

Il INTERPOLATION DE LAGRANGE

» Problématique : Etant donné n € IN, n+ 1 scalaires xy,...,x, € K deux a deux distincts, et Y0,---»¥n € K fixés (par
exemple pour tout k, yi = f(xx) ou f est une fonction connue ou non).

On cherche des polyndbmes P € K[X] tels que
Vke[o,n], P(xi)=yk.

C’est un probléme d’interpolation.

 Principe : C’est un probléme linéaire.
KuX] — K™!
Lapplication u : est une application linéaire injective entre deux espaces de dimension
P — (P(Xt)kefo,n]
n+1.
En effet, son noyau est réduit aux polyndmes de degré au plus n admettent les n + 1 racines distinctes xy,..., Xn,
c’est-a-dire au polynéme nul.
Il s’agit donc d’un isomorphisme.
On peut aussi remarquer que sa matrice dans les bases canoniques est la matrice de Vandermonde associée a
X0y--r» Xn-
Lunique solution au probléme est donc, par linéarité,

n
u! Yo,--»¥Yn) = ywu_1 0,..., 1 ,...,0].
(0 n) igo i ( —_ )

ie

On cherche donc le polynéme L; = u‘l(o, S | ,...,0) telque L;(x;) =1et L;(x;) =0si j # i, C'est-a-dire L;(x;) = 6 ;.
ie
Alors les x; pour j # i sont racines de L;. Donc L; = [ | (X - x;)Q.
Jj#i
Comme degL; =1, alors Q estconstant: Q=Aet L;(x;)=1= ]_[ (xi — xj).
J#i
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Définition : Polynomes de Lagrange

SinelN* et xy,..., x, deux a deux distincts, on appelle i¢ polynédme de Lagrange associé a (xo, ..., x,) le polyndme

[T -xp

[P L
IT i —x))
Jj#i

Propriété : Polynéme d’interpolation de Lagrange

Etant donné xy, ..., X, € IX deux a deux distincts et yy, ..., yn € K, il existe un unique polynéme P de degré au plus n
telqueVi, P(x;)=y;.
n

ll s’agitde P =" y;-Li.
i=0

Comme le probleme est linéaire (en fait affine), on peut le résoudre sur IK[X] en passant par solution particuliere et solution
du probleme homogéne associé.

n
Les polynémes d’interpolation associés aux points ((xo, y0),--.,(Xn, ¥n)) sont les polynémes P + (]_[ (X - x,-)) Q ou
i=0

n
QeK(X]etP=) yiL;.
i=0

Démonstration

n
lls conviennent et si A convient, xp, ..., X, sont racines de A— P qui s’écrit donc (]_[ (X - x,-)) Q. |
i=0

Exercice : CCINP 87
Soient ag, ay,---,a, n+1 réels deux a deux distincts.

1. Montrer que si bg,by,---,by, sont n+1 réels quelconques, alors il existe un unique polyndbme P vérifiant
degP<netVie{0,---,n} P(a;) = b;.

2. Soit ke [0,...,n].

Osii#k
Expliciter ce polynéme P, que I'on notera Ly, lorsque Vi€ [0,...,n] b; =
1si i=k
" p
3. Prouverque Vpe[0,....n], 3 a; Ly =X".
k=0
Exercice : CCINP 90

IK désigne le corps des réels ou celui des complexes.

Soient ay, ay, az trois scalaires distincts donnés de K.

1. Montrer que ®: Ky[X] — K3 est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

P — (P(a1),P(ap),P(a3))
2. On note (e, e2, e3) la base canonique de K3 eton pose
Vke{1,2,3}, L =@ L (ep).
(a) Justifier que (L1, L2, L3) est une base de K, [X].
(b) Exprimer les polynébmes L1, L et L3 en fonction de ay, az et as.

3. Soit P € K2 [X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L1, L2, L3).
4. Application : On se place dans R muni d'un repére orthonormé et on considére les trois points A(0,1), B(1,3),C(2,1).
Déterminer une fonction polynomiale de degré 2 dont la courbe passe par les points A, B et C.
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IV ARITHMETIQUE SUR K[X]
Dans cette partie, IK désigne un sous-corps de C, comme, Q, R ou C.

1 Lanneau K[X]

Théoréeme

(K[X],+, x) est un anneau commutatif et intégre.
Son groupe des inversibles est U x) = IKo[X] \ {0} = {polynémes constants non nuls}.

Démonstration

e La structure d’anneau commutatif a été vue en classe de MPSI.
Lélément neutre pour + est le polyndme nul, celui pour x est le polynéme constant 1

» Si P estinversible pour x, alors on a Q tel que PQ =1 et alors deg P +degQ = 0 donc deg P = degQ = 0. La réciproque est bien
1
sOr vraie, avec, pour P=1#0, P~1=1"1= T

e Si PQ=0 alors deg(PQ) = degP +degQ = —oo donc deg P = —oco ou deg Q = —oo, d’ou l'intégrité. |

Corollaire

SiBQeIK[X], P et Q sont associés si et seulement s’il existe A € IK* tel que P = 1Q.

Théoréme : Division euclidienne polynomiale

Soient A, B € KK[X] avec B # 0. Alors il existe un unique couple (Q,R) € K[X] tel que A=BQ+ R etdegR < degB.

Remarque : Algorithme
C’est celui que I'on utilise en posant la division. On s’intéresse au terme de plus haut degré dans A que I'on compense en multipliant
B par un monéme, et on recommence en soustrayant.

Exemple
Poser une division quelconque.

Démonstration

» Existence : Soit d =degB, B=bg+---+ bdXd avec b #0. Si d =0, le couple (A/bg,0) convient. Sinon, on raisonne par
récurrence forte sur n=degA, A=ag+---+apX".
* Sin<d, (0,A) convient.
* Si le résultat est vrai pour tout polynébme de degré au plus n — 1, alors on écrit A= %X”‘dB + A; avec degA; <n-1.

d
Par hypothese de récurrence, on a (Q1, R) € K[X] tels que A=BQ; +R et degR < degB.

a
Alors [Qg + b—nX”‘d,R) convient.
d

» Unicité : Si (Q1, Ry) et (Q2, R2) conviennent, alors B(Qy —Q2) = R2 — Ry. Vu les degrés, on en tire Q1 = Q2, puis Ry =Ry. [

Théoréme

Lanneau IK[X] est principal.

Démonstration

C’est un anneau intégre. Montrons que ses idéaux sont tous principaux.
Soit I un idéal de IK[X].
o Si I={0} alors I =0IK[X] = (0).
e Sinon, 'ensemble E = {degP P € I,P # 0} est une partie non vide de IN donc admet un minimum. Soit Py € I réalisant ce
minimum. On montre que I = (Pyp).
* On adéja Py € I donc par définition d’un idéal, (Pg) = PoIK[X] < I.
* Si, réciproquement, P € I, effectuons la division euclidienne par Py : on a (Q,R) € K[X]? tel que P = PpQ+R et
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degR < degPy.
Alors R=P—-PyQeIetdegR<minE donc R=0et P=PyQ € (Pp).

Remarque

Les idéaux de Z et IK[X] sont donc principaux, ¢’est-a-dire engendré par un élément. Tous les générateurs sont associés.

Donc dans le cas d’un idéal non nul, quitte a choisir un générateur positif (dans Z.) ou unitaire (dans IK[X]) on a de plus unicité de
celui-ci.

2 PGCD de deux polynémes

Définition : PGCD
Soient A, B € IK[X] non tous les deux nuls.

I=(A)+ (B) = AK[X] + BK[X] = {AU + BV, U,V € K[X]}
est un idéal non réduit a zéro de IK[X].
Son unique générateur unitaire est appelé pgcd de A et B, noté AA B.

Remarque

La définition s’étend au cas ou A= B =0 en posant AA B =0 car (0) + (0) = (0) méme si alors, on ne peut plus dire que AA B est
unitaire.

Propriété : Relation de Bézout

Si A, B € K[X], on peut trouver U,V € K[X] tels que AU + BV = AA B.

Démonstration

AnBe AnBK[X] = AK[X]+ BKI[X].

Propriété : Caractérisation

Soit (A, B) # (0,0).
D est unitaire
D=AANB<=J D|AetD|B

VCeIK[X], (C|AetC|B)=— C|D
Il s’agit donc du plus grand diviseur unitaire au sens de la division.

Démonstration

(=) Si D= AAB alors D est unitaire et AK[X]+ BIK[X] = DIK[X] donc A, B € DIK[X] soit D|Aet D|B.
Et si C|Aet C|B, alors, comme on a U, V € K[X] tels que AU+ BV = AAB, C|AAB.

(<=) Si D est un diviseur commun unitaire plus grand que tous les autres au sens de la division, alors D divise AU + BV = AA B, et
comme A A B est un diviseur commun, il divise D.

D et A B étant associés et unitaires, ils sont égaux. O

Remarques

R1— Les diviseurs de D sont alors exactement les diviseurs communs a A et a B.

R2— Les racines des pgcd sont exactement les racines communes de A et B, de multiplicité le minimum des multiplicités.
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Exercice
Soit A=X° - X*+2X3+1etB=X*-X3+3X2-2X+2.
1. Alaide de I'algorithme d’Euclide, déterminer D = AA B.
2. En déduire (U, V) € R[X]? tel que AU+ BV = D.

Définition : Nombre entiers premiers entre eux

A, B € IK[X] sont dits premiers entre eux lorsque AA B =1, c’est-a-dire lorsque les seuls diviseurs communs sont les
polynémes constants non nuls.

Remarque
Lorsque c’est le cas, ils n'ont pas de racine commune dans IK. La réciproque est fausse.

Théoréme : de Bézout

Soit A, B € K[X].
ANB=1<3U,VeK[X], AU+BV =1

Démonstration

(=) Connu
(<) Slilexiste U,V e K[X] tel que AU+ BV =1, alors 1€ (AA B) donc (AAB) = K[X] = (1). O

Corollaire

Soient A, B, C € IK[X].
(i) ANBC=1<= AAB=AAC=1
(i) SiD=AAB,onaA,, B eK[X] telsque A=DA,, B=DB; et Ay AB; =1.

Remarque
(i) s’étend a un produit quelconque (fini) de polynémes.

Démonstration

O
Théoréeme : Lemme de GauB
Soient A, B, C € IK[X].
Si AIBC et ANB =1, alors A|C.
Démonstration
Ona U,V eK[X]tels que AU+ BV =1 et A|BC donc C= ACU + BCV est divisible par A. ]

Propriété : Cas des polynomes scindés

Si A ou B est scindé,
ANB=1<= A et B n'ont pas de racine commune.

Remarque
C’est toujours vrai si IK = C.
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Démonstration

¢ (=) : Pas de facteur (X — a) commun.
e (<) :Si Aet B n'ont pas de racine commune, un diviseur de A et de B, nécessairement constant ou scindé n’'a pas de racine,
donc est constant. g

3 PGCD d’une famille finie de polyn6mes
Soit ne IN\ {0, 1}. - .

Définition : pgcd de n polynémes

n
Soient (A1,..., Ap) € K[XD™\{(0,...,0)}. On note D = A; A Ay A+~ A Ap = /\ Ax I'unique polynéme unitaire tel que
k=1
A K[X]+---+ A, K[X] = DK[X].

Remarques
R1— Comme pour deux polynémes, il s’agit du plus grand diviseur commun unitaire au sens de la division (et aussi du degré).

R2— La définition s’étenda OA---A0=0.

(i) Associativité : ANBANC=(AANB)AC=ANA(BAQCQC).
n
(i) Les diviseurs communs & Ay, ..., Ap sont exactement les diviseurs de /\ Ay.
k=1

n
(iii) Relation de Bézout : On a Uy,...,U, € K[X] tels que AUy +--+ A, Up = N\ Ag.
k=1

Définition : Polyndmes premiers entre eux dans leur ensemble

n
Ay,..., A, sont dits premiers entre eux dans leur ensemble lorsque /\ Ar =1, c’est-a-dire que le seul diviseur
k=1
unitaire commun a tous les Ay est 1.

Ay, ..., A, sont dits premiers entre eux deux a deux lorsque Vi # j, A;AAj=1.

Premiers entre eux deux a deux => premiers entre eux dans leur ensemble, mais la réciproque est fausse pour plus
de deux polynémes.

Théoréeme : de Bézout

Ay, ..., Ay sont premiers entre eux dans leur ensemble si et seulement sion a Uy, ..., U, tels que A U +---+ A, U, = 1.

Si Ay,..., A, sont premiers entre eux deux a deux et divisent B, alors A; --- A,|B.

Remarque : Application

Si x1,..., X sont racines de P d’ordre au moins my, ..., my alors (X —x1)™ --- (X — x,,)"n |P car les (X —x;)"™i sont premiers entre
eux deux a deux (scindés sans racine commune).
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4 Polynémes irréductibles

-~ -

Définition : Polynéme irréductible

On appelle polynéme irréductible tout polynéme P € IK[X] non constant dont les seuls diviseurs sont les A et AP
pour A € IK*, c’est-a-dire tels que P = UV = U ou V inversible.
Les autres polynémes sont dits réductibles.

Remarques

R1— Si P estirréductible dans KK et degP > 2, P n’a pas de racine dans IK. La réciproque est fausse.
R2— P est réductible dans IK[X] ss’il admet un diviseur Q tel que 0 < degQ < degP.

Soit P un polynéme irréductible, et A, Ay, ..., A, € K[X].
(i) Soit P|A, soitPANA=1.
(i) PlA;--- A, < i tel que P|A;.

Démonstration

(i) P A Adivise P qui est irréductible (et A), donc vaut soit 1, soit P (a normalisation prés).
(i) Le sens <= ne pose pas de probleme.

Pour I'autre sens, par contraposée, si P ne divise aucun des A;, il est premier avec chacun (par (i)), donc il est premier avec le
produit, donc il ne le divise pas. a

Théoréme : Décomposition en produit d’irréductibles

Tout A € IK[X]\ {0} s’écrit de maniere unique a I'ordre des facteurs prés sous la forme
a a
A=AP - PF

otukelN, e K*, Py,..., P irréductibles deux a deux distincts unitaires, a1, ...,a; € IN*.
Alors A =cd A, Py,..., Py sont les diviseurs irréductibles unitaires de A.

Démonstration

Unicité Si A se décompose ainsi sous cette forme APf“ ~~~PZ’C, avec Pj,..., Py irréductibles deux a deux distincts unitaires, alors
¢ A est le ceefficient dominant de A.
o Si P est un diviseur unitaire irréductible de A, alors PIPf1 --~PZ’“ donc P divise I'un des P; par irréductibilité, et alors,
nécessairement, P = P;.
Réciproquement, chaque P; divise A.
Ainsi, P1,..., Py sont exactement les diviseurs irréductibles unitaires de A, k en est leur nombre.

« Enfin, P |A et Pf‘”l YA, sinon on aurait P| Py ---P,‘:k.

En raisonnant de méme pour chaque diviseur irréductible unitaire, on obtient pour 1 <i < k, a; = max{m | P;”IA}.
Tout cela nous donne l'unicité de la décomposition (a I'ordre des facteurs prés) sous réserve de son existence.
Existence Par récurrence sur n = degA.
e Sin=0,iln’yarien afaire.
e Si, pour un n > 1, c’est vrai jusqu’au degré n— 1, soit A est irréductible et il n’y a rien a faire d’autre que de factoriser

le coefficient dominant, soit ce n’'est pas le cas, et on écrit A= UV avec degU < n et degV < n, on applique deux fois
I’hypothése de récurrence et celle-ci s’établit. ]

Remarque
On dit que 'anneau IK[X] est factoriel.
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Propriété : Irréductibles de C[X]

Les irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1.

Démonstration

Si P est irréductible et degP > 2, il est non constant et ne peut pas avoir de racine car C est algébriquement clos (théoreme de
d’Alembrert-GauB).
Réciproquement les polynémes de degré 1 sont bien irréductibles. |

5 Irréductibles sur R[X]

Soit P € R[X]. alors si a € C est racine de P, « I'est aussi, de méme ordre.

Démonstration

Pour tout k € N, P®) (@) = P(%)(a) car les ceefficients sont réels.
Il suffit alors d’application la caractérisation de I'ordre des racines avec les dérivées. O

Propriété : Irréductibles de R[X]

Les polynémes irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré 1 et les polynémes de degré 2 sans racine réelle
(a discriminant strictement négatir).

Démonstration

Si P est de degré 1, il est irréductible.

Si P est de degré 2 sans racine réelle et si P = UV, alors ni U ni V ne peut étre de degré 1 sinon P aurait une racine réelle. Donc
P est irréductible.

Réciproquement, si P est irréductible et degP > 2, P a une racine complexe par théoreme de d’Alembert-GauSS, qui ne peut étre
réelle sinon P sera réductible. Mais alors @ est également racine, distincte de @, donc (X — @) (X - @) = X% - 2(Rea) X +|a|? divise P
dans R[X] et comme P est irréductible dans R[X] , P = A(X? —2(Re ) X +|al?) e R[X]. O

Remarques

R1— La décomposition en irréductibles dans C redonne le fait que tout polynéme a ccefficient complexe est constant ou scindé. Elle
est de la forme
P=A(X—x1)™ - (X —xp)™.

R2— Les décompositions en irréductibles dans IR[X] sont donc de la forme
m m 2 O 2 Ok
P=AX—x)™ - (X — xp) " (X ra X+ bl) (X +apX+ bk)

avec pour tout i, A = ai —4by <0.

R3 — Pour décomposer en irréductibles dans IR[X], on peut décomposer dans C[X] puis rassemblerles X —a et X —a sia € C\R.

Exemples

E1— Décomposition en irréductibles de X" — 1.

E2— Décomposition en irréductibles de X% +1.

SiA= APf‘ ! --~P,‘jk etB= uPlﬁ ! Pf ¥ décompositions en irréductibles (avec exposants éventuellement nuls), alors

_ pmin(ai,f1) min(a, )
ANB=P, Py .
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6 PPCM (Complément)
Définition : PPCM
Le PPCM de deux polynémes A, B non nuls est I'unique générateur unitaire Av B de l'idéal AIK[X]n BIK[X] des

multiples communs & A et a B.
On adonc AK[X]nBK[X] = (Av B)K[X].
On peut poser 0v 0 =0.

(i) Il s’agit du plus petit multiple unitaire commun a A et a B au sens de la division.

(i) Si A= AP{” PZ’“ et B = fo ! ---P,fk décompositions en irréductibles (avec exposant éventuellement nuls), alors
AVB= Pinax(al,ﬁl) .“Plrcnax(akyﬁk).

(iii) On a toujours que AB et (AN B)(AV B) sont associés (donc égaux a normalisation pres).

\' DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES

1 Partie entiéere
Définition - Propriété

Soit F € K(X). On note K™ (X) = {F € K(X) | degF < 0}. Il existe un unique couple (Q,G) € K[X] x K~ (X) tel que
F=Q+G. Q est appelé partie entiere de F.

Démonstration

Lexistence provient de la division euclidienne.
Si (Q,G) et (Q1,Gy) conviennent, Q1 —Q = G- G € K[X]InIK™ (X) = {0} donc Q1 = Q puis G =G. O

Remarques
R1— La partie entiere est le quotient de la division euclidienne du numérateur par la dénominateur.
R2— C’est I'analogue de la partie entiere sur Q.
R3— SidegF <0, alors sa partie entiére est nulle.
R4 — Si F € K[X], sa partie entiere est F elle-méme.
R5— IK[X] et K™ (X) sont supplémentaires dans IK(X).

2 Décomposition en éléments simples dans C(X)

Théoreme : Décomposition en éléments simples dans C(X)

A A
SoitFe C(X), F = 3 sous forme irréductible, ay, ..., a, pdles de F d’ordre my,...,m, :F = - etQ¢e ClX]
[T —an™
k=1
la partie entiere de F.
Alors il existe une unique famille (A, ;) <<, denombrescomplexes telle que

1< j < my
/11,1 /11,m1 /ln,l /ln,m,,
F= e —— 4+ dbooodb
—~— X—o (X —a)™ X—ay, (X —ap)mn
partie entiere - - — g
partie polaire associée a a partie polaire associée a a

Démonstration

Admis.
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Remarque

Le pour a€ C et ne IN* forment une base de C™ (X).

*X—ar

Propriété : Partie polaire relative a un péle simple

A A
Si ble simple de F = — sous forme irréductible, —— avec A € C la partie polaire associée a «. Alors F = ——
i & pble simple de E e p p a X—a)B,
avec By (a) #0 et
Ala)  Ala)

Bi(a) B(a)

A=[(X-a)F](a) =

Démonstration

e F= XL_(X + G avec G n'admettant pas @ comme poéle. Alors (X —a)F = A+ (X — a)G puis on évalue en a.

e B=(X-a)B; donc B' = By + (X —a) B donc B (@) = B' ().

Exemples : Le « cache »

1 1/3 -1/3

E1— F= = + .
(X-DX+2) X-1 X+2
1 =l . | 2ikn 1 w
E2— Tres classique : F = =) k avec, en utilisant la deuxiéme formule, wy =e et Ak = =2k
XN-1 [ZyX-wg muz_l n

Propriété : Partie polaire relative a un pole d’ordre > 2

A
Sia péle d’ordre m >2 de F = B sous forme irréductible,

A A M Am

= = +...+—+G
B X-a)"By X-a«a X—-a)m

ou By (a) #0 et a n'est pas pdle de G.

_ A A
Alors A, = [(X —a)™F](a) = (@) et F— —"" _ admet a« comme péle d’ordre au plus m—1 ce qui permet de
B (@) (X—a)ym
réitérer le processus.
Remarque

Lorsqu'’il reste peu de ccefficients a calculer, on essaye plutot d’évaluer la fraction rationnelle en des points bien choisis ou utiliser
des méthodes d’'analyse réelle (limite en oo de x™F(x)...)

Exemple
2X+1 2X+1 a 3 b

= = =0+ + +
X3-2X2+X (X-1)2X X-1 (X-1D? X

. 5 b
Evaluationen 2 : 5 =a+3+§ et limite de xF(x) en +oo:0=a+bdoua=-1etb=1.

Remarque
Exploiter la parité !
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Exemple
B X a b c d 1/4 1/4

= = + + + = - car F(X) = —F(—X) donc par unicité, b=d et c=—-a
(X2—1)2 X-1D2 X-1 X+12 X+1 (X-12 (X+1)? Y S 2

0=b+d=2bdonc bh=d=0.

1
avec a = — par le « cache », et xF(x)
4 X—+00

3 Décomposition en éléments simples dans R(X)

Théoréme : Décomposition en éléments simples dans R(X)

A
Soit F e R(X), F = 3 sous forme irréductible, avec la décomposition de B en facteur irréductibles dans R :

A . N
F= 5 . et Q e R[X] la partie entiere de F.
2 n;
[TX=x0)™[[(X*+piX+aqi)"
k=1 i=1
Alors il existe d'uniques familles (A, ;) <k<p (1i,0) cic, € (vir) \<i<, denombres réels tels que
1<j<my 1<0<n 1<0<n;
élément simple élément simple
de 1¢ espece de 2e espece
m n
F= 0 +i ko Ak, +i L PieX+Vig
~ = |j3 X=X i=1 |21 (X2 +piX+qi)
partie entiére
partie polaire associée a x. partie polaire associée a X*>+p; X+q;

Démonstration

Admis.

Remarques
g€ R tels que p? <4q et ne IN* forment une base

1 * 1 X
R1— Les X—a7 Pourac RetnelN* etles XEpXTq7 et XETpXaqT pour p,
de R™(X).
R2 — Les méthode vues dans C s’appliquent pour les pbles réels. Pour les u et v, on peut appliquer la méthode « du cache » en a

racine complexe de X2 + pX + .
On peut aussi décomposer dans C et rassembler les pdles complexes non réels et leur conjugué. Lécriture F = F et l'unicité des
ceefficients donne des relations entre ceux-ci (comme avec la parité).

Exemples
x3-1 1 X-1 . ) -
E1— F= =1-=+ soit directement, en évaluant en i, soit en passant par C.
X3+X X X2+1
2Xx? 2 2
E2— F = en posant Y = X2 ou avec du +2.

T (X241 (k241

4 Décomposition en éléments simples de P'/P

Propriété : Décomposition en éléments simples de P’/ P

p !
Soit P € K[X] scindé, P = /1]_[ (X —x1)™. Alors la décomposition en éléments simples de ) est donnée par

k=1
P’ _ i my
P o X=X '
n / n 1
Variante : siP = A ]_[ (X — yx) ou les yy sont les racines comptées avec multiplicité, alors ) = Z X—y;'
k=14 "k

k=1
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Démonstration

Il suffit d’écrire P’ directement. O

Remarque
P/
En considérant les multiplicités, on voit facilement que 7 n’a que des pdles simples.

Exemple
1 p2nl
> ——=_—avwecP=X"-1
wel, 2-w  2"-1
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