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1 Définition
Définition
Soit f: 1 -1, ac I
f est dite continue en a si et seulement si f(x) — f(a), si et seulement si

Ye>0, An>0, Yxel, [x—al<n=|f(x)- f(@|<e.

Soit f: I — K. f est dite continue sur I lorsque f est continue en tout point de I.
On note €(I,R) ou € (I) ou €°(I,R) ou €°(I) 'ensemble de telles fonctions.

Remarques

R1— Ainsi, f n'est pas continue en a si et seulement si
3e>0, Vn>0, Ixel, |x—al<net|f(x)-fla)|>e.

R2— f estcontinue en a si et seulement si f est définie en a et a une limite finie en a.
R3— f estcontinue en a si et seulement si Re(f) et Im(f) le dont.

Propriété : Caractérisations séquentielles

f est continue en a < VY (ay) € el | an— a, f(a,) — f(a).

f est continue en a < Y(a,) € I™ | a, — a, (f(ay)) converge.

Remarques

R1— Une combinaison linéaire, un produit, un quotient, une composée de fonctions continues I'est encore.
% (I,IK) est une sous-algebre de (KL +,%,).

R2— Etre continue en a est équivalent a étre continue & gauche et a droite de a.

2 Cas des fonctions a valeurs réelles
Dans ce paragraphe, toutes les fonctions sont a valeurs réelles.

Théoréme : Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f: I — R continue. Sia,be I telsque a<b et me [f(a)Tf(b)], alors il existe c € [a, b] tel que m = f(c).

Autrement dit, [ f(a)7 f(b)] < f (1a, b).
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Remarque
[f(@)5 fb)] signifie [f(a), f(b)] ou [f(D), f(@)] selon la position relative de f(a) et f(b).

FIGURE 1 — Le théoréme des valeurs intermédiaires

Remarque
La réciproque est fausse : on peut vérifier la propriété des valeurs intermédiaires sans étre continu.
R — R
C’est le cas par exemple de la fonction f : . e {COS% si x#0 discontinue en 0.
1 six=0

Corollaire : Extension du théoréme des valeurs intermédiaires

Sia,beR tels que a< b, f:1a,bl— R continue surla, bl et admet des limites lim f a droite de a et l}am f agauche
at =

de b, alors pour tout m € ,onacce€la,bl tel que f(c) = m.

lim < lim f
at b~

Autrement dit, llim f 71}}“ f [ c f(a,bl).
at =

Exemple

Un polyndéme de degré impair a toujours au moins une racine réelle.
En effet, comme on a des limites +o0o ou Foo en +oo, notre polyndme prend au moins une valeur positive et une valeurs négative
sur R.

Corollaire : Image continue d’un intervalle

Limage d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
Autrement dit, si f est continue sur un intervalle I, alors f(I) est un intervalle.

Remarques

R1— /N\Engénéral f(la, b)) # [f(@), f(b)] et fa,b]) # ]l;rpf,l%]rpf[.

R2— Le type de lintervalle n’est pas conservé en général.

Théoréme

Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
Ainsi, sia,be R tels que a< b et si f est continue sur le segment [a, b, alors on a c,d € [a, b] tels que f(c) = r[n1br]1 f
a,

t f(d) = .
et f(d) I[Iléllf]if

a,
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Corollaire : Image continue d’'un segment

Limage d’un segment par une fonction continue est un segment.
Avec les notations précédentes, f étant continue sur [a, b],

f(la,b1) =

ns | =lrosel

Si f est continue et injective sur un intervalle I, f est strictement monotone sur I.

Théoréme : Théoréeme de la bijection

Soit f continue et strictement monotone sur un intervalle I a valeurs réelles. Alors
(i) f induit une bijection f de I sur J = f(I).
(i) f~1 est strictement monotone de méme monotonie que f.

(iii) f~' est continue sur J.

Définition : Homéomorphisme

f:1— ] est appelé homéomorphisme lorsque f est bijective et bicontinue, c’est-a-dire f continue sur I et f~! est
continue sur J.

Le « théoreme de la bijection » se reformule alors en

Théoréeme : Théoreme de ’homéomorphisme

Toute fonction continue strictement monotone induit de I sur J = f(I) un homéomorphisme.

Il UNIFORME CONTINUITE

La continuité dont on a parlé jusqu’a maintenant était une propriété locale : au voisinage d’un point a, si je me reproche de
a, alors mon image par f se rapproche de f(a), ce qui s’écrit formellement :

Yael, Ve>0, 3n>0, Vxel, |x—al<n=|f(0) - f(a)|<e

Définition
Soit f: I — IK. On dit que f est uniformément continue sur I si

Ye>0, An>0, Yx,yel, |x—y|<n=|fx)-f)|<e

Cela impose que si x et y sont suffisamment proches, mais n'importe ou dans I, alors f(x) et f(y) sont proches également.
Ainsi, pour des fonctions a trop grandes variations, on pourra ne pas avoir uniforme continuité.

Une fonction uniformément continue sur I est continue sur 1. Réciproque fausse.

Démonstration
Si
Ye>0, 3n>0, Yaxel, [x—al<n=|fx)-f@)|<e

alors
Vael, Ve>0, 3n>0, Vxel, |x—a|<n:|f(x)—f(a)|<e. a

Propriété : Caractérisation séquentielle

[ est uniformément continue sur I si et seulement si N (x,)pn, (Vn)n € B Xn=Yn "= 0, fxn)—fyn) —= 0.
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Remarque
N’apparait pas dans le programme officiel, mais trés utile pour démontrer qu’une fonction n’est pas uniformément continue.

Démonstration

(=) Si f uniformément continue et x;, — y;, p—" Oete>0.
—+00
Onan>0tel que Vx,yel |x-y|<n= |f0-f(|<ecoronaNeNtelqueVn>=N, x;,-y;<mn, ansi

VYn>N, f(xp) - f(yn) <eetdonc f(xn)— f(yn) 0.

n—+oo

(<) Par contraposeée, si f n'est pas uniformément continue, ona e >0tel que Yn>0, 3x,yel, |x—y|<net|fx)-f()]>e.

1 1
Soit n € N et n = 7 ona xnyn des réels tels que |an—yn| < —— et |f(xn) - fyn)| > €. Ainsi, x, —yn — 0 et
fxn) = fyn) # 0. O

Une combinaison linéaire, une composée de fonctions uniformément continue I'est encore.

/\ Faux pour un produit ou un quotient.

Exemples
E1— Les fonctions constantes, x — x sont uniformément continues.
E2— f:x— ax+ b estuniformément continue sur RR.
E3— f:x+~— |x| estuniformément continue sur IR.
E4— f:x~— x% nest pas uniformément continue sur R : probléme si x — oo (pente trop forte). x, = n + % Yn = n alors
xn—yn:%—>0maisx,21—y%:2+%74»0.

E5— f:x+— /X est uniformément continue sur IR (malgré la pente infinie en 0) : si x, — y, — 0, on peut supposer x, > y,, alors
2
(VXn = vIn) =xn—2VXnYn +Yyn < Xn—=2Yn+Yn=Xn—yn — 0.

Donc |ﬁn_ﬁn| </ |xn—J’n|- Donc vx, = /¥, — 0.

1

E6— f:x— 3 n'estpas uniformément continue sur R} probleme si x — 0 (pente trop forte).
xn:%,yn:%alorsxn—yn:%—»Omais%—yin:—%f»o.
Remarque
1/2

La fonction /- vérifie Vx,y, vx— /7 < kx|x—y]|
uniformément continue.

Théoréeme : de Heine

Tout fonction continue sur un segment y est uniformément continue.

,ondit qu’elle est 1/2-hélderienne. Toute fonction a-hdlderienne est facilement

Démonstration

Si f: [a, bl — K continue non uniformément continue, on a € >0 et (x,)n, (Yn)n € [a, b]]N telles que x;, — yn 0 et pour tout

n, f(xn)— f(yn) > €. (voir preuve de la caractérisation séquentielle).

D'aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de la suite bornée x une suite convergente (xy(n)),,, puis de la
suite bornée (y,(n)),, une suite convergente Yooy (n)),,- Alors (Xgpoy(m)),, €st aussi convergente comme suite extraite de (xp(n)),, et
Xgoy(n) — Yoy (n) — 0 donc les deux limites sont égales a £.

Alors, par continuité, f(xpoy () = f(€) et f (Vgpoy(m) — f(£) donc

n—+o0o

f (%poy ) = F (Vpoym) = 0

ce qui contredit f (Xgoy(n)) = f (Vpoyn)) > € O
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Théoréeme

Toute fonction continue par morceau sur un segment est limite uniforme sur ce segment d’une suite de fonctions en
escalier.

Démonstration

Cas continu Soit € > 0. Par théoreme de Heine, f est uniformément continue sur [a, b]. On a donc n > 0 tel que

Vx,yelabl, |x—y|<n=[fx)-fy)|<e.

On choisit une subdivision o = (ay, ..., a,) de [a,bl de pas h= max (apy1—ag) <.
0<k<n-1

(ap) sixe|ar,a
On définit alors ¢ : x — J @ ok @l une fonction en escalier.
fb) six=b
Alors, si x € [a, b[, on a k tel que x € [ay, ag41 | et |x—ag| < |ag+1 — ax| <ndonc |f(x)— )| =|f(x) - flap)| <& soitx=Db
et|f(b)-pb)|=0<e.
On a donc bien || f - |, <e.
Cas continu par morceaux Soit o = (ayp,...,an) de [a, b] adaptée a f.
Chaque f“uk el se prolonge par continuité en une fonction f; continue sur [ay,ar.q] : on a ¢ € &(la,b]) telle que

|7e=0s] <

Pr(x) sixelag agq| , :
On pose alors ¢ : x — une fonction en escalier.

flag) six=ayg
Alors, si x € [a,b], soit on a k tel que x €lag, ag41l et |p(x) = f(x)| = |pr(x) - fi(x)| < € soit on a k tel que x = a; et
lp(ag) - flag)| =0<e.
On a donc bien || f - |, <e.

lll FoncTIONS LIPSCHITZIENNES

Définition
f: X <cR— R estdite k-lipschitzienne sur X (ou k€ R}) si

Vx,yeX, |fx)-f)|<k|x-y|.

Toute fonction lipschitzienne (ou plus généralement hélderienne) sur I y est uniformément continue. La réciproque est
fausse.

Remarque

f lipschitzienne x= f uniformément continue = f continue.

Plus précisément :

f lipschitzienne x= f hoéldérienne x= f uniformément continue x> f continue.

Démonstration

Vx,yel, |fx) - f|<k|x—y|* (a=1silipschitzienne).
Donc si x;, —yn — 0, f(xn) — f(yn) — 0. O

Exemples
E1— /- est uniformément continue mais pas lipschitzienne car si
vx,yeR*, |[Vx-y|<k|x-y]
avec k > 0, on va avoir un probléme prés de zéro (pente trop forte). Pour y =0, on obtient Y xe R*, /x<kxetsix#0, Vx> ,lc
donc x > 7. Contradiction.
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E2— Par inégalité des accroissements finis, une fonction continue sur I et dérivable sur [ (c’est le cas si elle est de classe €!) a
dérivée bornée sera lipschitzienne donc uniformément continue. C’est le cas par exemple des fonctions sin et cos.


https://mp1.prepa-carnot.fr

	VII Continuité des fonctions numériques (MPSI)
	Continuité
	Définition
	Cas des fonctions à valeurs réelles

	Uniforme continuité
	Fonctions lipschitziennes


