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Suites et séries de fonctions (1*¢ partie)

Extrait du programme officiel :

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Convergence simple, convergence uniforme

Convergence simple sur A.

Convergence uniforme sur A. La convergence uniforme entraine la conver-
gence simple.

Pour des fonctions bornées, interprétation de la convergence uniforme sur A
en termes de norme.

b) Continuité, double limite
Si les uy sont continues en a et si (u,) converge uniformément vers u sur
un voisinage de a, alors u est continue en a.

Toute limite uniforme de fonctions continues sur A est continue sur A.

Théoréeme de la double limite : soit (1) une suite de fonctions de A dans F
convergeant uniformément vers u sur A, et soit a un point adhérent a A; si,
pour tout n, u, admet une limite £, en a, alors (¢;) admet une limite ¢ et

u(x) — /.
X—a

Adaptation au cas ou la convergence est uniforme au voisinage de tout point
de A.

Démonstration non exigible.
Adaptation, si Ac IR, aux cas ol a = +oo et a = —oo.

e) Approximation uniforme

Approximation uniforme d’une fonction continue par morceaux sur un segment
par des fonctions en escalier.

Théoreme de Weierstrass :
toute fonction continue sur un segment y est limite uniforme de fonctions
polynomiales.

Démonstration non exigible.

f) Séries de fonctions

Convergence simple, convergence uniforme.

Une série de fonctions converge uniformément si et seulement si elle
converge simplement et la suite de ses restes converge uniformément vers 0.

Adaptation au cas des séries de fonctions des résultats des paragraphes b),
&Y BYHY ci-dessus .

Convergence normale d’une série de fonctions. La convergence normale
implique la convergence uniforme et la convergence absolue en tout point.

Ces notions sont définies via la suite des sommes partielles.

Les étudiants doivent savoir étudier la somme d’'une série de fonctions (régu-
larité, étude asymptotique, utilisation de la comparaison série-intégrale).
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(62 F NG I \C I

K désigne R ou C, I est un intervalle de R contenant au moins deux points, X une partie non vide R.

l CONVERGENCES SIMPLE ET UNIFORME

1 Convergence simple

Définition : Convergence simple

Soit f: X — KK et (f,,),, une suite de fonctions appartenant a IKX.
On dit que (f,)» converge simplement sur X vers f lorsque pour tout x € X, f,,(x) = f(x).

f.

On note alors
fn n—+oo

Remarque

Cesta-dire VxeX, Ye>0, ANy €N, Vn>Nye, |fnlx)-fx)]<e.

Exemples

n+x . 1
E1— frn:xeR} — converge simplement vers f:x— —.
1+nx 5%

On remarque que les f;; sont bornées mais pas f.
E2— gn:x€0,1] — x”" converge simplement vers g = 1;.
On remarque que les g5 sont continues mais pas g.

2
E3— On considére pour n > 2, hy, affine par morceaux telle que h;,(0) =0, hy, (%] =nethy,(x)=0si —<x<1.
n

1
La courbe a une forme de triangle afin de remarquer que f hup()de=1.
0

1 1
Alors hy _cs 0 et on remarque que f hn(t)dt/—>f 0dt=0.
n—+oo 0 n—+oo Jo

2 Convergence uniforme
e Définition
Définition : Convergence uniforme

Soit f: X — KK et (f,,),, une suite de fonctions appartenant a IKX.
On dit que (f»), converge uniformément sur X vers f lorsqu'on peut choisir le N, . de la définition précédente
indépendant de x. Autrement dit lorsque

Ve>0, AN, €N, Va> N, VxeX, |fulx)-f0)|<e.

cu
On note alors f,, —— f.
n—+oo

Remarque

Graphiquement, a partir d’'un certain rang, la courbe de f;, se situe dans la bande délimitée par les courbes f—c et f +¢.
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La convergence uniforme implique la convergence simple.

Démonstration

Sion aun N qui convient pour tous les x, alors pour tout x , on a un N qui convient. O

S'il existe une suite (an) e telle que pour tout n € N et pour tout x € X, | fn(x) - f(x)| < an et an — 0, alors (f,)
converge uniformément vers f..

Si les f;, sont bornées et si elles convergent uniformément vers f, alors f est bornée.

Démonstration

Avec e=1,onaunrang N e N a partir duquel Vxe X, |f(x)|—|fn@®)]| < |- fx)|<1.
En particulier, pour tout x € X, | f(x)] < | fv(x0)] + 1. O

G Norme infinie

Définition : Norme
On appelle norme sur un espace vectoriel E toute application N: E — R vérifiant
Défini-positivité : Pour tout x€ E, N(x) >0 et N(x) =0 = x=0p.
Homogeénéité : Pour tout x € E et pour tout 1 € R, N(A1x) = [A| N(x).

Inégalité triangulaire (ou sous-additivité) : Pour tout x,y € E, N(x+y) < N(x) + N()).

Définition

On définit, pour f € E = B(X,K), Noo(f) = sup | f(x)|.
xeX

Il s’agit d’une norme sur (X, K).

Remarque
La preuve est a savoir faire, en particulier 'lhomogénéité.

e Lien avec la convergence uniforme

Soit f: X — IK et (f,) une suite de fonctions appartenant aIKX. f,, oy

n—+oo

f si et seulement si les a partir d’'un certain
rang les fonctions f, — f sont bornées sur X et || f, - f|| ., — 0-

Remarque

Mais rien n’indique que les f; soient bornées a priori. Par exemple, f, : x+— e* + — converge uniformément vers exp et aucune de
n
ces fonctions n’est bornée.
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Si les fonctions f,, : X — K sont bornées et f: X — KK, alors

cu
f n—+o0o f= ”fn_f”‘x’ n—+oo 0.
Démonstration

C’est bien la méme définition. O

Sif, cs

— f ets’il existe (x,)p, € XN telle que fn(x,) — f(x,) # 0, alors la convergence n’est pas uniforme.
—+00

Démonstration

Si la convergence est uniforme, alors les f; — f sont bornées et || f = f|| oo — 0- Or | f(xn) = fxn)| < || fn = [l oo- O

2! Méthode : Etudier la convergence uniforme de (1),

» On étudie la convergence simple et on note f la limite.

o Puis pour prouver qu’il y a convergence uniforme :
* Soit on cherche a déterminer | f — f|| ., par exemple en étudiant les variations, puis on montre que || f — f |5, — 0.
* Soit on majore uniformément les |fn(x) —f(x)|, c’est-a-dire qu’on cherche a; — 0 indépendant de x tel que

VxeX, [fux)-f0)|<an.

» Ou, pour prouver qu’il n’y a pas convergence uniforme :
* Soit les (f;)n sont bornées mais pas f.
* Soit trouver (x5), telle que fi(xn) — f(xn) # 0.

Exemples

E1— Onreprend les mémes exemples. Pour le premier, il n’y a pas convergence uniforme car f n’est pas bornée alors que les f;, le
sont.

E2— gn:x— g". Alors ||gn— g, =1 0ubien g,(1—1/n) - g(1-1/n) — e #0. ll N’y a pas convergence uniforme.

E3— hy(1/n)—h(Q/n)=n+0.

Exercices
Ex1— CCINP 11

1. Soit X une partie de R, (f5) une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers une fonction f.
On suppose qu'il existe une suite (xp) ey d'éléments de X telle que la suite (fy (xp) —f(xn))ne,\I ne tende pas vers 0.

Démontrer que la suite de fonctions (f;;) ne converge pas uniformément vers f sur X.

sin (nx)

1+n2x2’

(a) Etudier la convergence simple de la suite (f3,).

(b) Etudier la convergence uniforme de la suite (fn) sur [a, +ool (avec a > 0), puis sur ]0, +ool.

2. Pour tout x € R, on pose fj(x) =

Ex2— CCINP 13
1. Soit (gn) une suite de fonctions de X dans C, X désignant un ensemble non vide quelconque.
On suppose que, pour tout n €N, g, est bornée et que la suite (g;) converge uniformément sur X vers g.
Démontrer que la fonction g est bornée.
2. Pour tout entier naturel n non nul, on considére la fonction f; définie sur R par :

3

S

x si x| <

fn(x) =

1
n
1
n

si|x|>

==

Prouver que la suite de fonctions (f;;) converge simplement sur R.
La convergence est-elle uniforme sur R ?
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3 Convergence uniforme locale
On suppose que X est une réunion d’intervalles.

Remarques

R1— Soit f: X — K, (f)» une suite de fonctions appartenant a K xpeX.

La suite de fonctions (f;;), converge uniformément vers f au voisinage de x( lorsqu’il existe un voisinage de xp sur lequel
(fn)n converge uniformément vers f, soit, de maniere équivalente, s'il existe n > 0 tel que (f,)» converge uniformément vers f
sur Xnlxg —n,xo +nl.

Bien s(r, si (f) 5 converge uniformément vers f sur X, elle converge uniformément vers f au voisinage de tout point de X, mais,
malheureusement, la réciproque est fausse.

R2— Lorsque X n’est pas majoré, la suite de fonctions (f;;),, converge uniformément vers f au voisinage de +oo lorsqu’il existe
un voisinage de +oo sur lequel (fi)» converge uniformément vers f, soit, de maniére équivalente, s'il existe a >0 tel que (fi)n
converge uniformément vers f sur [a, +ool.

Si la suite (f,,)n converge uniformément vers f sur tout segment inclus dans X, alors elle converge uniformément vers
f au voisinage de tout point de X.

Remarque

La convergence uniforme sur tout segment n’'implique pas non plus la convergence uniforme sur X, ni la convergence au voisinage
des bornes ouvertes de X.
De plus, la convergence uniforme sur tout segment n’'implique pas la convergence uniforme au voisinage de +oo.

Exemple

gn : x— x'" converge uniformément vers la fonction nulle sur tout segment de [0, 1[, mais pas sur [0, 1[ comme déja vu.

I CONTINUITE ET LIMITE

1 Continuité

Théoréme : Limite uniforme de fonctions continues

Soit f : 1 — XK, (f.) une suite de fonctions appartenant a K', x, € I. On suppose que
H1 Pour tout n, f,, est continue en xy.
H2 La suite de fonctions (f,,),, converge uniformément vers f au voisinage de x.
Alors

C1 f est continue en xy.

Démonstration

Soit n > 0 tel que (f,,), converge uniformément vers f sur IN]xg—n,xp +n[=V.
Alors, si x€ I tel que [x—xol <netnelN, | f(x)— f(x0)| <|f(X) = fn)| +]|fn(x) = fulx0)| + | fn(x0) - f(x0)]-
Soit € > 0. La convergence uniforme de (f;), vers f au voisinage de a fournit un rang N a partir duquel, pour tout x € V,

€
|[F(x) = fu(x)] < 3+ Crest donc le cas pour x = xo.
En prenant n = N, la continuité de fy, fournit un & > 0 tel que sur Inlxg — &, xo + 81, | fiv(x) = fv (x0)| < g

Ainsi, si |x — xo| < min(,6), | f(x) - f(x0)| <e.
Cela prouve bien que f(x) — f(x0). |
—X0

Corollaire

Soit f: 1 — K, (fu)» une suite de fonctions appartenant a K'. On suppose que
H1 Pour tout n, f,, est continue sur |.

H2 La suite de fonctions (f,), converge uniformément vers f au voisinage de chaque point de I (donc sur tout
segment inclus dans I suffit).
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Alors
C1 f estcontinue surI.

f! Méthode : Pour montrer qu’on n’a pas convergence uniforme...
Il suffit que les f;; soient continues mais pas f.

Exemples
E1— gp:x— x"sur[0,1].
E2— CCINP9:

1. Soit X un ensemble, (g5) une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.
Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g,) vers la fonction g.

n+2
n+1
a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn).

b
c

2. Onpose fu(x) = e’ cos (v/nx).

La suite de fonctions (f;;) converge-t-elle uniformément sur [0, +oo[ ?

(a)
(b)
(c) Soit a> 0. La suite de fonctions (f;;) converge-t-elle uniformément sur [a, +oo[ ?
(d) La suite de fonctions () converge-t-elle uniformément sur ]0, +oo[ ?
Solution :

1. Cours.

2. (a) Limite simple : 1.

(b) Continuité.
(c) Oui
@ Non: fu(L)-r(L)#0

2 Théoreme de la double limite

Théoréeme : de la double limite

Soit f: I — K, (fu), une suite de fonctions appartenant a K', (b,),, e KN et a € T éventuellement infini. On suppose
que
H1 (f,), converge uniformément vers f au voisinage de a.
H2 Pourtoutne N, f,(x) — by,.

Alorsona be XK tel que
C1 b, b
n—+oo

C2 f(x)ﬁb

Autrement dit, les limites existant bien : ]161_1}}1 (n1—1>IPoo fn(x)) = nl—l—I-Poo (chllrlll fn(x)) .

Remarque

ALorsque a est une borne ouvert de I, une convergence uniforme sur tout segment ne suffit pas!

Démonstration

Non exigible. On traite le cas ou a est fini.

Si a€ I, on est ramené au théoréme de continuité.

Sinon, l'idée est de prolonger par continuité les f;, en a en posant f,(a) = by pour voir appliquer le théoréme précédent. Pour
cela, on va commencer par montrer que (by) converge. On commence par montrer qu’elle est bornée pour appliquer le théoreme de
Bolzano-Weierstral3.

Soit V un voisinage de a sur lequel (f) converge uniformément.
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SinelNetxeInV, byl <|bp—fa®|+]|fa) - f)]+]|fx)]

On aunrang N a partir dugquel |fn(x) —f(x)| <1

On suppose dorénavant que n > N.

On a aussi un voisinage Wy, de a sur lequel |by, — f,(x)| < 1.

En prenant x,, € INV N Wy, on tire [by| <2+ | f(xn)].

Mais comme les f; convergent en a, elle sont bornées au voisinage de a donc par convergence uniforme, f est aussi bornée
(disons, par M) au voisinage de a.

On obtient donc, pour n > N, |by,| <2+ M et donc (by) est bornée.

Par théoreme de Bolezano-Weierstraf3, on en extrait une suite convergente : by(,,) — b.

On montre alors que b;, — b.

OrpournelNetxel,

1bp = bl < |bp = fn@)| + | fu®) = £ +| £ = fipm 0] + | fiom) () = By | + | By — b

Soit € > 0.
On a un voisinage V' de a sur lequel, & partir d’'un rang N, |fn(x)—f(x)| <

| fpm ()= f0] < §.
Puis des voisinages W;, et W,; de a sur lesquel | b, — f(x)| <

. Comme ¢(n) > n, on a alors aussi

[S20 )

€ £ .
5 et |By(n) = fpmy ()| < 5 fespectivement.
€
Puis un rang N’ & partir duquel |by () — b| < 5
Finalement, en prenant n > max(N, N') et xe In V' nW,, n W}/, alors tire |b, — b| < ¢.
Ainsi, by, — b.
On prolonge les f;, par continuité en a en posant f,,(a) = by, et on pose f(a) = b. Les f, ainsi prolongées sont continues en a et
convergent uniformément vers f (pas de probléme en a car by, — b), qui est aussi continue a, donc f(x) b. O

X—a

fg Méthode : Pour montrer qu’on n’a pas convergence uniforme...

Il suffit d’avoir a tel qu'on n'ait pas lim ( lim fn(x)) = lim (lim fn(x)) alors que ces limites existent.
X—a\n—+oo n—+oo\x—a

Remarque

La convergence sur tout segment ne suffit pas si a ¢ I (mais lorsque a € I, c’est simplement la continuité en a.)

Exemple

gn:x— x""en a=1:le résultat ne tient pas malgré la convergence uniforme sur tout segment.

i APPROXIMATIONS UNIFORMES

1 Par des polyné6mes

Théoréme : de WeierstraBB

Toute fonction continue sur un segment a valeurs dans K est limite uniforme sur ce segment d’une suite de fonctions
polynomiales.
Enoncé équivalent : Soit f continue sur le segment [a, b]. Il existe une suite fonction (p,), de fonctions polynomiales

telle que p, G f surla, b], c’est-a-dire || pn,— f||.. — 0.
n—+oo (o0}

Enoncé équivalent : Soit f continue sur le segment [a, b]. Pour tout € > 0, il existe une fonction polynomiale p telle que
lp-Flo<e

Démonstration

Non exigible. Preuve classique par les polyndmes de Bernstein en TD. O

Remarque
Le résultat ne tient plus sur un intervalle non borné.
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Exercice
Montre qu’une limite uniforme de fonctions polynomiales sur un intervalle non borné est polynomiale.

Solution : En effet, commencons par remarquer quitte & prendre une limite en une borne infinie que si une fonction polynomiale est
bornée sur un intervalle qui ne I'est pas, elle est constante.

On confond le polynéme et la fonction polynomiale associée.

Supposons alors qu’une fonction f est limite uniforme de la suite de fonctions polynomiales (Py) ,,elv € KXDN sur un intervalle
non borné 1. Onaunrang N € IN tel que si n > N, P, — f estbornée et || Py, — f| . < 1. Mais alors, si n > N, par inégalité triangulaire,
I1Pn=PNlloo < [|Pn—flloo + I f = PN oo < 2 donc Pp — Py borné sur I qui ne l'est pas, donc constant. On a donc ¢, € K tel que
Pyp=Pn+cn=Pyn—Py(a)+ Py(a) ol a est un point quelconque de I.

En faisant tendre n vers +oo, on obtient pour tout x € I, f(x) = Pn(x) — Pn(a) + f(a) donc f est une fonction polynomiale.

2 Par des fonctions en escalier

Théoréeme

Toute fonction continue par morceau sur un segment est limite uniforme sur ce segment d’une suite de fonctions en
escalier.

Remarque
On montre que pour tout £ > 0, on peut trouver ¢ telle que |¢ - f||, <e.

1
Alors, en posant € = T on obtient ¢, telle que (¢5), converge uniformément vers f.
n

Démonstration
Cas continu Soit € > 0. Par théoréme de Heine, f est uniformément continue sur [a, b]. On a donc n > 0 tel que
Vx,yelabl, |x-y|<n=|fx)-fy)|<e.

On choisit une subdivision o = (ap,...,an) de [a, bl de pas h= max (ary1—ag) <n.
o<k<n—1

(ap) sixe|ag,a
On définit alors ¢ : x — I @ 2k | une fonction en escalier.
fb) six=b

Alors, si x € [a,b[, on a k tel que x € [ag, ar,1[ et |x—ag| <|agr1 —ag| <mdonc |f(x) —@x)| =|f(x) - flag)| <&, soit x=b
et|f(b)-pb)|=0<e.
On a donc bien || f - |, <e.
Cas continu par morceaux Soit o = (ay,...,ay) de [a, b] adaptée a f.
Chaque f|]ak,ak+1[ se prolonge par continuité en une fonction fj continue sur [ay,ar.1] : on a ¢ € &([a,b]) telle que

|7e=0i] <&

Q) sixe|ag, ag|

flay) six=ay

On pose alors ¢ : x — { une fonction en escalier.

Alors, si x € [a,b], soit on a k tel que x €lay, ag41l et |p(x) - f(x)| = |@x(x) - fr.(x)| < € soit on a k tel que x = a; et

lotar) - flap)|=0<e.
On a donc bien || f - |, <e.

v SERIES DE FONCTIONS

Soit (fn) ey Une suite de fonctions de KX
n
Pour tout n € IN, on pose Sy, = Z fx, la somme partielle au rang n de la série de fonctions an.
k=0
On souhaite étudier la suite de fonctions (Sy) ,en en étudiant (f")nelN (sur le méme schéma que les séries numériques.)
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1 Convergence simple

Définition : Convergence simple

On dit que la série de fonctions an converge simplement sur X si pour tout x € X, la série an(x) converge.

Lorsque c’est le cas,

+00 +00
o fixeX— ) fa(x) est appelée somme de la série de fonctions )_ f, et estnotée f= Y _ fy.
n=0 n=0

+00
e SinelN,R,=f-S,= Z fx est le reste d’ordre n de la série de fonctions an.

k=n+1

Remarques

R1— Ainsi, la serie de fonctions an converge simplement si et seulement si la suite de fonctions (S;;) converge simplement, et dans

+00
cecas, S —— .
v L

R2— Lorsque la série an converge simplement, la suite (f3,); converge simplement vers la fonction nulle, et la réciproque est fausse.

Exemple

cos (nx)

s f 1
——— puis fp:x— —
tn2gz PUS In n*

Etudier la convergence simple de an ou fp:x— e~V puis f:x— 7

2 Convergence uniforme
Définition : Convergence uniforme

On dit que la série de fonctions an converge uniformément sur X lorsque la suite de fonctions (S;), converge

uniformément sur X, c’est-a-dire lorsqu’il existe f: X — KK tel que
e a partir d’'un certain rang, S, — f bornée sur X,
* S0~ flloo 7 0

© n—+o00

Remarque

On définit aussi de méme la convergence uniforme au voisinage d’un point (fini ou non) de la série de fonction comme convergence
uniforme locale de (Sy).

 Si)_ f converge uniformément sur X vers f, alors elle converge simplement vers f.

e Sion a une suite réelle (a,), telle que a, — 0 etV x€ X, |Sn x)—f (x)| < ay, alors Z [fn converge uniformément

sur X vers f.

Démonstration

Héritée des suites de fonctions. O

Soit Z [fn une série de fonctions convergeant simplement sur X, R, le reste d’ordre n.

La série de fonctions Z fn converge uniformément sur X si et seulement si la suite de fonctions (R;), converge

uniformément sur X vers la fonction nulle.
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Démonstration

Conséquence immédiate de la définition. O

Exercice : CCINP 8

= n,—nx
Onpose : VneN*, VxeR, fn(x):L

1. Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Z fn-
n=1

2. Etudier la convergence uniforme sur [0, +oo[ de la série de fonctions Y fp.
n>1
Corrigé :
N (_1)7! e—nx . " e—nx
Onpose:VxeR, VneN*, f(x) = ——— . Onaalors VneN*, f,,(x)=(-1)"uy(x) avec uy(x) =
n

1. Soit xeR. Si x <0, alors nliT | f2(x)] = +00, donc Y fn(x) diverge grossiérement.
—Feo n>1
Si x >0, alors (uy(x)) ,eN €St positive, décroissante et nlil}_l un(x) =0.
—+00
Donc d’'apres 1.(a), Y. fn(x) converge.
n=1
Donc Z fn converge simplement sur [0, +ool.
n>1

Remarque : pour x >0, on a aussi convergence absolue de Y. f;(x).
1

nz

nx

1
En effet, pour tout réel x > 0, n? | f (x)| = ne~ 77, 0 donc, au voisinage de +oo, [ /)] = o( > )
—+00

n?
+00
2. Comme Z [fn converge simplement sur [0, +oo[, on peut poser V x € [0, +oo[, Ry (x) = Z fre(x).
n=1 k=n+1
Alors, comme, V x € [0, +ool, (1, (X)) nen €St positive, décroissante et nliT un(x) =0, on en déduit, d’apres 1.(b), que :
—+00
e—(n+1)x
+1
Et donc V x € [0, +ool, |R, (x)| < T (majoration indépendante de x)
n

V x € [0, +ool, |[Rp(x)| <

1
Et comme lim —— =0, alors (R;) converge uniformément vers 0 sur [0, +ool.
n—+oon+1

C’est-a-dire Z [fn converge uniformément sur [0, +ool.
n>1

Propriété
Si la série de fonction Z fn converge uniformément sur X, alors la suite de fonctions (f,),, converge uniformément vers

0 sur X, c’est-a-dire qu’a partir d’un certain rang les f, sont bornées et || f, ||, — 0.

Démonstration

(Rn)n converge uniformément vers 0 donc (f) = (Rp — Ry—1)n aussi car | fu(x)| < IRz — Rp-1lloo < IRnlloo — IRn—1ll0o — 0 avec
une majoration indépendante de x. O

fg Méthode : Pour montrer que an ne converge pas uniformément

On peut rechercher (ay) € XN telle que fu(an) #~ 0.

Exercice : CCINP 17
Onpose : YneN, Y x e [0;+00[, f(x) = nx2e*Vn,
1. Prouver que an converge simplement sur [0; +oo].
2. Y fa converge-t-elle uniformément sur [0; +oo[ ? Justifier.
Corrigé :
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1. Onpose:VneN, Vxe [0;+oof, fr(x) = nx2e XV7,
Soit x € [0; +o0].
Six=0,YneN, f,(0)=0donc ) fn(0) converge.

1
Six#0: lim n?f,(x) =0, donc au voisinage de +oo, fy(x) = 0(_2)'
n—+oo n

1

Or Z — converge absolument donc, par critére de domination, an(x) converge absolument.
n=1 0

On en déduit que an converge simplement sur [0; +ool.

2. VneN*, f;, estcontinue sur [0; +ool et xlirp fn(x) =0, donc f;; est bornée sur [0; +ool.
—+00

Comme fy est bornée (fo =0), on en déduit que YV neN, f; est bornée.
De plus, la suite de fonctions (f;;) converge simplement vers la fonction nulle.
En effet, si x =0 alors f;,(0) =0 et si x #0, nlirp fn(x)=0.

—+00

1
OnaVn(—:l\I*,fn(—)ze‘l.
n

1 1
Or,VneN*, f, (—): i (—)'< sup |fu(l;donc sup |[fn(B)=e L.
"\vn "Wl teiorool te0ool
Ainsi, sup |fu(H)] -+ O.
n—+oo

te[0;+00[
On en déduit que (f;;) ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur [0; +ool.
Donc an ne converge pas uniformément sur [0; +ool.

f! Méthode : Montrer directement une convergence uniforme de série de fonctions
Ce n’est pas simple en général. On commence par la convergence simple de an vers f. Puis on peut tenter

« de majorer uniformément (en x) directement |R,| =[S, - f|,
» de calculer le reste (séries géométriques, télescopiques),

« dutiliser le critére sur les séries alternées,

o d'effectuer une comparaison série-intégrale.

En réalité, la plupart du temps, il y a plus simple : la convergence normale.

Exemple

Fonction ¢ sur 11, +ool : Ry (x) < W par comparaison a une intégrale. Convergence uniforme sur tout [a, +oo[ oU a > 1.
X—1)n

3 Convergence normale

Définition : Convergence normale
On dit que la série an converge normalement sur X lorsque les f; sont toutes bornées et la série numérique

2 [[f2]loo converge.

Propriété : La convergence normale implique la convergence uniforme et la convergence absolue

Lorsque la série Z [fn converge normalement sur X,

» elle converge uniformément,
e pour tout x € I, la série numérique Z fn(x) converge absolument.

Démonstration

+00
« Ra@I< Y | floo—0.
k=n+1
» Pourtout x € I, | fn(0)| < || fn ]| oo - E
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Remarques

R1— On a le diagramme

Convergence uniforme

7 \

Convergence normale Convergence simple
Convergence absolue

Les réciproques sont fausses.
R2— En cas de convergence normale locale / sur tout segment, on en tire une convergence uniforme du méme type.

Exemples

E1— Pour la fonction ¢, il N’y a pas convergence normale sur ]1, +oo[, mais sur tout [a, +ool.
On retrouve la convergence uniforme.

2 , )
E2— ) n%xe”" ¥ converge normalement sur R* si et seulement si a < 1.
Sinon, convergence normale sur [a, +ool.

f! Méthode : Convergence normale par domination
Pour montrer que an converge normalement sur X, on peut rechercher (a,);, € RN telle que

« Pourtout n€ N et tout x€ X, | fn(x)| < ap,
e Y ay converge.

Exemple

sin(nx)

fn(x) =

n2

Propriété : Critere séquentiel de non convergence normale

S'il existe une suite (an), € XN telle que la série Z fn(an) ne converge pas absolument, alors Z fn ne converge pas
n=0
normalement sur X.

Exemple

B2
fn(x) =xe ™ sur R,

4 Continuité

Théoréeme : Transfert de continuité

Soit (f,), une suite de fonctions appartenant a IX!. On suppose que
H1 Pour tout n, f,, est continue sur I.
H2 La série de fonctions Z fn converge uniformément au voisinage de chaque point de I (sur tout segment suffit).

Alors

+00
C1 f=) f, estcontinue sur I.

n=0
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Exemple
( est continue sur |1, +ool.

5 Double limite

Théoréme : de la double limite

Soit (fu)n une suite de fonctions appartenant a K!, (b,,),, € KN et a € T éventuellement infini. On suppose que
H1 Z fn converge uniformément vers f au voisinage de a.
H2 PourtoutnelN, f,(x) — B

Alors
C1 ) b, converge.

+00
C2 f(x) — 3 bn.
k=0

+00 +0o0
Autrement dit, les limites existant bien : lim ) f,(x) = Y_ lim f,(x).
=0 k=0""1

Remarque

ALorsque a est une borne ouvert de I, une convergence uniforme sur tout segment ne suffit pas!

Exemples
E1— { en +ootendvers 1.

E2— fp(x)= : convergence simple, continuité sur R’ . Pas de convergence normale sur R . Limite en +oo.

1+ n2x2

Exercice : CCINP 53

X
On considére, pour tout entier naturel n non nul, la fonction f;;, définie sur R par f;(x) = To e
n x
1. (a) Prouver que Z fn converge simplement sur R.
n>1
+00
On pose alors : Vx€R, f(x)= Y fu(x).
n=1

(b) Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b.
Z fn converge-t-elle normalement sur [a, b] ? sur [a, +oo[ ?
n>1
(c) Z fn converge-t-elle normalement sur [0, +oo[ ?
n>1
2. Prouver que f est continue sur R*.
3. Déterminer lim f(x).
X—+00

Corrigé

1. (a) SoitxeR.
Six =0, alors f;(0)=0etdonc Y. f,(0) converge.
n>1
. 1
SI x#O, fn(x) +’;o W

Or Y —; estune série de Riemann convergente donc, par critere d’équivalence pour les séries a termes de signe constant,
n>1n

> fu(x) converge.
n>1
Conclusion : Y. f; converge simplement sur R.
n>1
(b) Soit (a,b) € R? tel que 0< a < b.
» Prouvons que Z fn converge normalement sur [a, b].
n>1

Vxela,bl, |fnx)| < (majoration indépendante de x).

nta*
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1 - .
De plus, Z —; converge (série de Riemann convergente).
n=1 n

Donc Z [fn converge normalement sur [a, b].
n>1
« Prouvons que Z fn converge normalement sur [a, +ool.
n>1

1
<
ntx3 T ntad

Vx € la,+ool, |[fn(x)] < 4x 7= (majoration indépendante de x).
n=x

1 ) .
De plus, Z —; converge (série de Riemann convergente).
n>1"
Donc Z fn converge normalement sur [a, +ool.
n>1

(c) Onremarque que fy est continue sur le compact [0,1], donc fj, est bornée sur [0, 1].

De plus, d'aprés 1.(b), Vx € [1, +ool, | fn(x)| < 0 donc f;, est bornée sur [1, +ool.

n

On en déduit que f; est bornée sur [0,+oco[ et que sup |fi(x)] existe.
x€[0,+o0[

1 1
VneN*, sup |fn(@)|=fu(=)=—.
xelotool 0 n" T 2n

1
Or Z — diverge (série harmonique).
n>1 0

Donc, par critere de minoration des séries a termes positifs, Z sup |fn(x)| diverge.
n>1 x€[0,+o00[

Donc Z [fn ne converge pas normalement sur [0, +ool.
n>1
Autre méthode :

1-3n%x*

E

vneN*, f;, estdérivable sur 10, +oo[ et Yx €10, +ool, f},(x) = ———
(1+n*x4)

et décroissante sur

L too
34n

0, ——
P e P . 3Z n s
fn étant positive sur R, on en déduit que f;, est bornée.

On en déduit que f;, est croissante sur

3

. 1 31
Donc sup |fp(x)| existeet sup |fu(X)|=frn(—)=-—
x€[0,+00l x€[0,+oo] 3ip 4n

1
Or ) — diverge (série harmonique), donc ) sup |fu(x)| diverge.
n>1" n>1 x€[0,+0o]

Donc Z [n ne converge pas normalement sur [0, +ool.
n>1
2. VneN*, fy est continue sur |0, +oo[. (1)
Z fn converge normalement, donc uniformément, sur tout segment [a, b] inclus dans ]0, +oo[. (2)
n>1
Donc, d’aprés (1) et (2), f est continue sur 10, +ool.
Comme f est impaire, on en déduit que f est également continue sur ]—oo, 0[.
Conclusion : f est continue sur R*.
3. VneN*, lim f,(x)=0 car, au voisinage de +oo, f;(x) ~ —.
X—+00 +00o n4x3
D’aprés 1.(b), X fu converge normalement, donc uniformément, sur [1, +ool.
>

nz
+00 +oo
Donc, d’aprés le cours, f admet une limite finie en +ooet lim f(x)= lim Y fu(x)= Z lim f,(x)=0.
X—+00 X—+00 =1 = X—+oo

Conclusion : lim f(x)=0.
X—+00

Exemple : Contre-exemple en 0 sur tout segment

X
fn(x) = m

1. Convergence simple, calcul de f.
2. Convergence normale sur tout segment de R

3. Probléme de double-limite en 0%.
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:5 Méthode : Pour montrer une absence de convergence uniforme...

... on peut utiliser la contraposée du théoreme de la double limite.
Typiquement, lorsque la série des limites en a est divergente, ou lorsque les deux limites finales ne sont pas égales, c’est qu’il y a un
défaut de convergence uniforme au point a.
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