J. LAROCHETTE VERSION DU 17 OCTOBRE 2021

CHAPITREV

Calcul matriciel

KK désigne un sous-corps de C.
Sauf mention contraire, n, p, g, 1, s désignent des entiers
naturels non nuls.

l CALCUL MATRICIEL

1 Espaces de matrices
(i) (M, p(K),+,-) a une structure de IK-espace vec-
toriel, d'élément nul 0 4, , (k) = (Z Z)

(ii) dim 4y, p(K) =nx p.

Définition
On appelle base canonique (E1,1, E1 2, ..., Ey,p) OU

0..0\
Ei,j=(z1z)”’
0..0

my,1 my,p
M=| : - : |sécritde maniére unique ) m; E; ;.

mn,l m,,yp

Vi,kE [[l,l’l]], Vj,[E [[l,p]], (Ei:j)k,[ =6i,k6j,[-

i,j

Définition : Produit matriciel

M, p (K) x My g(K)  — My q(K)
(A, B) — C=AxB

On définit x:

p
avecVie[l,n], Yje[l,q], cij=) airb,;.
k=1

(i) Associativité : Soient A € My, ,(K), B € A} 4(K),
CeMy,K). Ax(BxC)=(AxB)xC

(ii) Bilinéarité : Soient A € Mty ,(K), B € My 4(K).
A— Ax B et B— Ax B sont linéaires.

(ii) Neutre : Si A€ My ,(K), Ax I, =1I,x A= A.

Propriété : E; j x Ey ¢

Lorsque les tailles sont compatibles,
EjjxEge=0jrEir

Théoréme : Produit par blocs

P aq
Soit les matrices par blocs M = (& [B))%”;
r s
_ (ER\Ip
e¢ N = (£f);7 oy ABCDEFEGH sont

des matrices de format correspondant. Alors

M x N = (8558 Cirba) € Hnvm,r+s(K).

2 Transposition
®  Définition
Soit A € My, (IK). On appelle transposée de A la
matrice ‘A= AT € .4, ,(K) telle que

v, pelLplx[Ln], (A7), ;=("4),;= (A},

-fﬂn,p(]K) — ./ﬂp,n(]K)

A — AT
(i) Linéarité : Si A,B € My, (K) et A €K,

Soit T :

(A+B)T=AT+BT et (AAT=1AT

(i) T estinvolutif : si A, B € My ,(K), (AT)T = A.
(i) Si A€ Mn,p(K),B€ My qK), (AxB)T = BT x AT,

3 Matrices carrées

e La IK-algébre .4, (IK)

(AM,(K),+,%x) est un anneau, ni commutatif ni
integre dés que n > 2, d’élément unité I,. Ainsi,
(A, (K),+, x,-) est une K-algebre de dimension n2.

SiA,Be ty(K) telsque| AxB=BxA|, melN,

(A+B)"=Y (m
k=0 k

AkBm—k

A™-B™ = (A-B) (A" + A" 2B +...+ AB™ 2+ B 1)

Définition
On appelle groupe linéaire le groupe ¥.%,,(K) des
inversible de I'anneau (4, (K), +, x).

(i) (4£,(K),x) estun groupe.

(i) Si AB € 94,(K), AxB € 9%,(K) et
(AxB) =B 1x A1
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(i) SiA€ 9L ,(K), A € 92L,(K) et (A7) = A.

(iv) Sont équivalentes :
e A estinversible
e A estinversible a gauche
o A estinversible a droite
e les colonnes de A forment une famille libre
 les lignes de A forment une famille libre

(v) Side K\ {0k} et Ac 4%, (K), \Ae 4%, (K) et
A 1=2"1a"1

(vi) Ae 4% ,(K) si et seulement si AT € 4% ,(K) et
dans ce cas (AT) ! = (A71)T

5 Méthode : Calcul pratique

Pour démontrer l'inversibilité d’'une matrice et calculer
son inverse, on peut :

Xn };n
unique solution si et seulement si A est inversible et

X1 »
e Résoudre le systéme A( : ) = ( : | - il admet une

X1 N
alors on obtient ( : ) =AY
Xn Yn

o Effectuer des opérations élémentaires (pivot de

Gauss) :
* soit exclusivement sur les lignes,
* soit exclusivement sur les colonnes,
se ramener a I, et effectuer les mémes opérations
simultanément en partant de I, qui va devenir A~
si A est inversible.
* Reconnaitre une matrice de passage (cf plus loin).
 Utiliser la formule de la comatrice si n =2 ou 3 (voir
déterminant).

Q Matrices carrées particulieres
°  Définition

e On appelle matrice triangulaire supérieure
(respectivement inférieure) tout matrice
M e 4,(K) telle que Vi > j, m;; =0
(respectivement Vi < j, m;;j=0.)
On note 7, (K) (respectivement 7, (K) ) I'en-
semble de ces matrices.
Lorsque les ceefficients diagonaux sont égale-
ment tous nuls, on parle de matrice triangu-
laire stricte.

o On appelle matrice diagonale tout matrice car-
rée M e 4, (K) telle que Vi # j, m;;=0.

a (O
On note diag(ay,...,a,) = ( )
© ap
On note 2,,(K) 'ensemble de ces matrices.

o On appelle matrice scalaire toute matrice de la
forme AI, ou 1 € K.

e On dit que S € .4,(K) est symétrique lorsque
ST =Sie Vije[l,n], sij=sj;-On note
InK) ={Se ,(K) | ST =S}.

e On dit que A € #,(K) est antisymétrique
lorsque AT =-Aie Vi, je[Ln], aj;=-a;.
On note o7, (IK) = {Ae 4,(K) | AT = —A}.

2,(K), 7,; K) et 7,7 (K) sont des sous-algébres
de 4, (IK) de dimensions respectives

S (K) et o, (IK) sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires dans ./, (IK), de dimensions respec-
tives

° Trace d’une matrice carrée
Définition
Soit A € 4, (IK). On appelle trace de A le scalaire
n

trA= Z a;;.
i=1

(i) Linéarité : Si AB € #,K) et A € K,
tr(A+B) =trA+trB ettr(1A) = Atr A.

(ii) Si A€ My, K) et Be My, (K), tr(AB) = tr(BA).

Atr(ABC) =tr(CAB) =tr(BCA) # tr(BAC) en général.
(Permutations circulaires seulement).
Il MATRICES ET APPLICATIONS LlI-
NEAIRES

1 Matrice d’une application linéaire
dans des bases

Définition

o Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie
n#0et %= (é,...,6,) une base de E.

x Six=x181+...+x,é, € E, de coordonnées

(x1,...,Xx,) dans 98, on appelle matrice de x

dans la base 2 la matrice colonne
X1

X =Matg(x) = ( :

Xn

) € J%n,l(]K)

* Si & =(%1,...,Xp) € EP une famille de p vec-
teurs de E, % = (¢é,...,€é,) une base de E.
Pour tout j € [1,p], on note (x1,;j,...,Xp,j)
les coordonnées de X; dans la base % (ie

xlyj

Xj—Xi=|: |)

Ta (x,',,j)

On appelle matrice de la famille & dans la

base 28 la matrice rectangulaire

A:Matgg(fl,...,}p):( Xl ‘ X2 ‘ ‘ Xp )

X1,1 .. xlyp
:( 3 o, 3 )eﬂn'p(]K)

Xn,1 e )Cn_p

On place dans les colonnes les coordon-
nées dans 23 des vecteurs de %.
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o Si E,F des [K-espaces vectoriels de dimension
finie, p = dimE et n = dimF, % = (éy,...,&p)
une basede E et € = (flfp) une base de F
etue £(E,F).

On appelle matrice de I'application linéaire u
dans les bases 2 au départ et € a l'arrivée
la matrice rectangulaire

A = Matg ¢ (u) = Matg (1(98)) = Matyg (u(éy),..., u(ép))

On place dans les colonnes les coordonnées
dans ¥ des images par u des vecteurs de %.
Lorsque u € Z(E) (E = F : endomorphisme) et
9B =€, on note

A= Matg(u) = Matg (u(AB)) € 4, K).

, o ZL(E,F) — My pK)
Lapplication est
u — A=Matg ¢ (u)

un isomorphisme (d’espaces vectoriels.)

Soient E, F des KK -espaces vectoriels de dimension
finie, p = dimE et n =dimF, 9 une base de E et €
une base de F etue £(E,F).

Pour tout X € E, Mat (u(X)) = Matg « (1) xMatg (X).

Soient E,F,G des IK-espaces vectoriels de dimen-
sion finie, p = dimE, n = dimF, g = dimG, 2 une
base de E, € une base de F, 9 une base de G,
ue £(EF) etve L(FQG).

Matg, (v o u) = Matg, g (v) x Matg « ().

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie

ZL(E) — (K
n, 9 une base de E. Alors
u — Matg(u)

est un isomorphisme de IK-algebres.

2 Application linéaire canoniquement
associée

Définition
Soient A € .y, (K). On appelle application
linéaire canoniquement associée a A ['unique
ue L(IKP,IK™") dont la matrice dans les bases cano-
niques est A.

Ainsi, écrire (y1,...,¥n) = u(x1,...,xp) revient a écrire

N X1
()=o)

Yn Xp

Les colonnes de A contiennent les images par u des
vecteurs de la base Eanonique de ]K”.‘
Définition
Soit A € y,(K), u I'application linéaire canoni-
quement associée a A. On définit I'image, le noyau et

le rang de A par :
0

KerA = {XEMP,I(K) | AX = ()} correspondant
0
aKeru={Te K’ | u(®) =0kr}

ImA = {AX; Xe.#, 1K)} correspondant a
Imu={u(® ; XK}

rg A=rgu=dim(Im A)

Soit A€ My, (K)
() Im A = Vect(Cy,...,Cp) ou Cy,...,C, sont les co-
lonnes de A.
(i) rgA=1g(Cy,...,Cp).
(iii) Formule du rang : rg A+ dim(Ker A) = p.

Sont équivalentes :

(i) Ae 4,(K) estinversible

(i) Son application linéaire canoniquement associée
u est un automorphisme

s )

(iv) 1gA=n

3 Changement de base

®  Définition

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie,
B,%B' deux bases de E.

On appelle matrice de passage de 2 a %’ notée
Pg', la matrice Matg(28’) dont les colonnes sont les
coordonnées dans 98 des vecteurs de %’.

Autrement dit P%' = Matg (') = Matg, 4(idg).

Propriétés
Toute matrice de passage est inversible et
-1
B\ _ p%B
(pZ) =P2.
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Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie,

B, B' deux bases de E, X € E.
Si X = Matg (%) et X' = Matg (%), alors
_ B' /
X = P@ x X
B

B—B' B

Soient E, F des IK-espaces vectoriels de dimension
finie, 28,8’ deux bases de E, €,%€' deux bases de F,
ue Z(E,F).

Soient A=Matg «(u) et A' = Matg  (u). Alors

/ _ € B’
A = P(g, X A X PQ

¢\ B €'~ ,B BB
\ . . ! !
cest-a-dire, si P = P% etQ=PY,

A'=Q'AP ie A=QA'P!

Corollaire

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie,
B,B' deux bases de E, ue L (E).
Soient A =Matg(u) et A’ = Matg (u). Alors
I B B’
A = P%, x A x P@

B B —B B B— %'
\ . 9 !
c'est-a-dire, si P = P%

A =P 'AP ie A=PA'P!

4 Matrices équivalentes
- Définition : Matrices équivalentes

Une matrice A de .4, ,(K) est dite équivalente
a une autre matrice B de .4y, ,(IK) si on peut trouver
Ueb2L,K)etVe4dZ,K)tellesque A=UBV.

Cela signifie aussi que A et B représentent une
méme application linéaire.

Cela définit une relation d’équivalence.

A et B sont équivalentes si et seulement si AT et
BT e sont.

Théoréme

Une matrice A€ Ly ,(K) est de rang r si et seule-
I (0)

ment si elle est équivalente a Jp p,r = .
(0) On—r,p—r

Corollaire

(i) Deux matrices de méme format sont équivalentes
si et seulement si elles ont méme rang.

(i) Si A€ My p(K), g A=1g(AT).

(iii) Le rang d’une matrice est celui de la famille de ses
vecteurs lignes.

5 Matrices semblables

Définition : Matrices semblables

Soient A, B € ./, (IK). A est dite semblable a B lors-
quonlona Pe¥9%,(K) tel que

A=PBP!

C’est une relation d’équivalence. Les classes d’équiva-

lences s’appellent les classes de similitude.

A, B € U, (K) sont semblables si et seulement si
elles représentent un méme endomorphisme.

E! Méthode

Pour montrer que deux matrices sont semblables, on
peut introduire 'endomorphisme canoniquement associé a
I'une et chercher une base dans laquelle on obtient I'autre.

Soient A,B € 4, (K) et P € 4%¢,(K) telles que
A=PBp7L

() VkelN, AF=pBkp-!

(ii) A inversible ssi B l'est, et si c’est le cas, la formule
précédente est valable dans Z..

Si A et B sont semblables alors tr A =trB. La réci-
proque est fausse.

Définition
Soit E IK-espace vectoriel de dimension finie,

u € Z(E). On appelle trace de u, notée tru, la trace
de n’'importe quelle matrice le représentant.

tr est une forme linéaire sur £ (E) et si u,v e L (E),
tr(uov) =tr(vou).

La trace d’un projecteur est égale a son rang.

CALCUL MATRICIEL - PAGE 4


https://mp1.prepa-carnot.fr

J. LAROCHETTE

VERSION DU 17 OCTOBRE 2021

6 Rang et matrices extraites

Définition : Matrice extraite
Soit A € My, (K). On appelle matrice extraite ou
sous-matrice de A toute matrice dont les ccefficients
sont les a;; pour (i,j) € Ix ] avec I c [1,n] et
J<[1,p].
On notera Alr«; cette matrice, obtenue en suppri-
mant des lignes et des colonnes de A.

Le rang d’'une matrice est 'ordre maximum de ses
matrices extraites (carrées) inversibles.

lIl OpERATIONS ELEMENTAIRES

Il existe 3 types d’opérations élémentaires :

Les permutations (ou plus exactement transpositions) L; < L;

ou C; < Cj.

Les transvections L; — L;+ALiavec k#iouCj— C;j+ACy

avec k # j.
Les dilations L; — AL; ou C; — AC; avec 1 # 0.

1 Interprétation en termes de produit

matriciel
Les opérations élémentaires se traduisent par des multi-
plications a gauche (pour les lignes) ou a droite (pour les co-
lonnes) par des matrices (carrées) inversibles dont Ia taille
est égale aux nombre de lignes respectivement colonnes
correspondantes.

Permutations L; — L; (resp. C; < Cj;) se traduit par la mul-
tiplication a gauche (resp. a droite) par la matrice de
permutation (et plus précisément transposition) :

1

. 0)
1
0. ....1
il :
Pij= ) :
1:
1 .0
1
(0) .
1
1 )
ie je

2 _ o ; -1_p. .
Pl.,j = Iy, P; j inversible et Pi,j =P; ;.

Transvections L; — L; + AL (resp. C; < Cj + ACy) se tra-
duit par la multiplication par une matrice de transvec-
tion T; (1) & gauche (resp. Ty, ;(A) a droite) avec

1
0)

Ti’j(l)z . =In+/lEiyj
A1 — e

(0)

je

Tl',j(ﬂ) Tl',j([.t) = Tiyj(/1+[,t) donc Ti,j (A) inversible et
(T:,;(0) ™" = Ti (= N.

Dilatation L; — AL; (resp. C; — AC;) avec A # 0 se tra-

duit par la multiplication par une matrice de dilata-
tion D; (1) a gauche (resp. a droite) avec

1
O
D;1) = A — e

0) -
1

D;(M)D;(w) = D;(Au) donc D;(A) inversible et (D; (1)) ™! = D; (A71).

2 Propriétés des opérations élémen-
taires

(i) Une opération élémentaire sur ses lignes ne
change pas le noyau d’une matrice.

(i) Une opération élémentaire sur ses colonnes ne
change pas limage d’une matrice.

(iii) Une opération élémentaire ne change pas le rang
d’une matrice.

3 Matrices échelonnées
Définition
Une matrice M € .4y, (IK) est dite echelonnée en
lignes (respectivement en colonnes) si chaque ligne
(respectivement colonne) débute par un nombre stric-
tement croissant de 0 jusqu’a ce qu’elles soient éven-
tuellement nulles.

Toute matrice peut étre transformée en une matrice
échelonnée en lignes (resp. colonnes) par des opéra-
tions élémentaires sur les lignes (resp. colonnes.)

On applique l'algorithme du pivot de Gauss aux lignes

(resp. colonnes) de la matrice.

4 Application au calcul du rang
On ne change pas le rang par opérations élémentaires.

Quelle est le rang d’'une matrice échelonnée ?

Le rang d’'une matrice échelonnée en lignes (resp.
colonnes) est le nombre de lignes (resp. colonnes) non
nulles.

5 Application a I'inversion de matrice

Par des opérations élémentaires sur des lignes
(respectivement des colonnes), on peut transformer
une matrice inversible de ./, (K) en I,,.
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On en déduit la méthode d’inversion de matrice par opé-
rations exclusivement sur les lignes ou les colonnes de A.

e Surleslignes: PyPy_1---P1A=1I,= A"\ = Py Py_;---P11,,.
o Surlescolonnes : AQ1 Q-+ Q= I, = A7 = 1,Q1Qz2 - Q.

6 Systemes linéaires

e Traductions d’un systéme linéaire
On considére un systeme linéaire de n équations a p
inconnues dans K :

ajpXxi+ay2xg+---+ alypx,, = b1
(S

An1 X1+ Ap2Xp + -+ + AnpXp = by

On rappelle que la matrice du systéme linéaire est défi-
nie par
al ... alvp
: ) € My, p(K)

anp] ... Anp

A=

et la matrice augmentée est

Interprétations :
X1 N bl .
o Matricielle:si?c:( : )etb: |, (S)e= A%X=b
Xp by,
« Equation linéaire : si u est 'application linéaire ca-
noniguement associée a A,

)<= u@=b=icu! ({E})

» Formes linéaires : Soit pour i € [1,n] ¢; la forme
linéaire de IK” correspondant a la i¢ (canoniquement
associée a la i¢ ligne de A) :

KF — K
Qi
X — ai,1x1+---+ai,pxp

alors| (S) = Vie[lL,n], ¢p;®=bj <=3 (| ;' (b}
ie[1,n]

° Espace des solutions
S

Définition
On appelle rang du systeme (S) le nombre
r=1gS=rgA=rgu<min(n,p).

Lensemble <y des solutions du systeme homo-
gene (H) associé a (S) est un sous-espace vectoriel
de K” de dimension dim %y = p —rgS.

L'ensemble des solution Fs est soit vide, soit de
la forme Fs = Xg + Sy ou Xg € IKP est une solution
particuliere. C’est donc un sous-espace affine de IKP
de direction .

Lorsque s = &, le systeme est dit incompatible.
Sinon il est compatible.

Lalgorithme du pivot de Gauss appliqué aux systemes
a été présenté dans un chapitre de début de d’année : ap-
pliqué aux lignes de la matrice augmentée pour la rendre
échelonnée en lignes (a permutation éventuelle des incon-
nues pres), il permet d’obtenir un systéme équivalent

by
b

p1xi+

p2Xi, +
(S) =« prxi+ - = D,

0 = Vb

r+1

0 = b

our=rg(8), i <...<ir, p1,-..,pr NON nuls, les n—r der-
niéres équations sont les équations de compatibilité, elle
permettent de savoir si s =J.

On tire successivement x;,, puis x;,_, jusqu'a x; en
fonction des autres inconnues. On retrouve la dimension
n-r.
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