MP 1 i
DL 1 — UN CORRIGE

Partie 1 — Etude de la série

1. Soit k = 2, k? > k(k — 1) > 0. Par décroissance de la fonction inverse sur ]0, +o0[,

1 1 1 1

_is >2 50
k—1 k kk—D k"

et
ZHI(L—E)—I—EHI
k—1 k) =~ n

k=2

La série télescopique de terme général converge.

n(n—1)

Avec le critére de comparaison, on en déduit que | la série de terme général — converge.
n

De plus i:l—1+i:l<1+zn:;—2—1
=y k=2 k(k—1) n’

En faisant tendre n vers +00, on obtient : | {(2) < 2.

2. Soit n € IN*. Snzi:l et T,=S +1= L 1.
k=1 k2 n " n k=1 k2 n
n+l 1 noq 1 ) )
e S 1—S,= p) =z kgl ok 1) > 0 donc (S,),>; est croissante (strictement).
1 1 1 1 (o .
e T\y—T,= m + 1 n" —m < 0 donc (T,),>; est décroissante (strictement).

1

o T, —S,=——0.
n

Ainsi Gsn)n>1 et (T,),>1 sont adjacentes et convergent vers une méme limite) Avec la question précédente, cette

limite est £(2). Or pour toutn € N*, S, < {(2) < T, donc 0 < S, —{(2) <

Sl

Ainsi | S;o < {(2) < Ty, |est un encadrement & 10~ prés de £(2).

3. La fonction f : t €[1,+00[— = étant décroissante et continue, par comparaison série intégrale, on peut écrire

1
S, < ﬁ + 2
Donc (S,),, est majorée et comme la série est a termes positifs, converge (et on retrouve {(2) < 2).

2
. T . . . . .
4. On admet dans cette question que {(2) = e Soit n € IN*. Toujours revenir aux sommes partielles pour ne pas risquer

de considérer des sommes de séries non convergentes.

ONotonsA—i ! A——ii—ls
TGk 4ok 4T

+00 1 1 nz
La série de terme général converge |et =-{(2)=—
& (2n)? . ,; I AR
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n 1 2n+1 1 n

e Notons B, = — ; B, = =S —A
n k§)(2k+1)2 n ~ k2 kZ: 2k)2 2n+1 n
+00 1 1 7T2
B,) converge |comme différence de suites convergentes et —=0(2)—=0(2) = —.
(B,) g g kgl CEEENE {@-2i@=
n )k+1
e Notons C Z
—1)*+! 1 —1)ntl
1) = Z — converge. Par théoréme de convergence absolue, | >’ converge.
n2
2n+1 (_1)k+1 n 1 n 1
C = =B,—A
= e S A ke
n? w2 n?
(Cyp41) converge comme différence de suites convergentes et Cy,,; — 3 m-12

(C,) étant une suite convergente, elle converge vers la limite de chacune de ses suites extraites.

( 1)k+1 7.[2
Ainsi| C, .
— El 2 12

Partie 2 — Calcul par les intégrales de Wallis

3 2 3
5.1 I, = f cos®tdt = = |et Jo = f t2dt = =
o 2 0 24

s
6. SoitneIN. I, = foz cos cos2™*L,

sin et cos?™*! sont de classe 6! sur [O, E] En intégrant par parties en dérivant cos®"*!,

x 2 z 3
L4y =[sin cosz”“]g + J (2n+ 1)sin®cos® =0+ (2n + 1)J (1 —cos?)cos®™ = (2n + 1)J (cos?" — cos*™+1))
0 0 0

I vient I, ., = (2n+ 1)1, —I,4,) dou

2n—1)2n—-3)---1_  (2n)! = _ T
@n@En—-2)--2 ° [zmP2 | amnz2

7. Soit n € IN. Avec la question précédente, I,, =

8. Soit n = 1. On effectue une premiére intégration par parties

t2n cos® 1 (t)(—sin(t))dt = 2n f t sin(t) cos® 1 (t)dt
0

() = f “Uxcos(0de = [eos ()] —f
0

0

puis une seconde intégration par parties :

I(x)=2n |:t2—2 sin(t) cosZ”(t)} o 2n J ’ ;(cos(t) cos® () —sin?(t)(2n — 1) cos®2(t))dt.
0 0

Par linéarité,

7.2 7 .2
I(x)= —ZnJ %coszn(t)dt +2n(2n—1)f %(1—c052(t)coszn_2(t))dt
0 0
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10.

11.

12.

13.

3
Avec la définition, J,(x) = J t2 cos®"(t)dt et
0

In(x) = _an(x) + n(zn - 1)(Jn—1(x) _Jn(x)) = _an(x) + n(zn_ 1)Jn—1(x) - ZHZJH(X) + an(X)

On obtient enfin (In(x) =n(2n—1)J,_;(x)— 2n2Jn(x))

. Avec les deux questions précédentes,

2n)! m 5
P2 n(2n—1)J,_; —2n°J,.
n —1)! 2
En multipliant par M, on obtient
2(2n)!

m o 4N((n=1))* 2n(2n—1)J _4”((n—1)!)22n2J _ 4"_1((n—1)!)2J _ 4" (n!)?
" (@2n=2)y "' @2y "

4n2 2(2n)! 2 nl 2(2n)!

T
Ainsi, Kn—l _Kn = E
n

n n
Par télescopage, Z (Kj_l —K]-) = K, —K,,. Avec la question précédente, Z % =K,—K,.
— i 4]
j=1 j=1

n
T 1
Or K, = J,. En factorisant, T E ek Jo—K,.
k=1

En étudiant la fonction t — 3 sint —t (en la dérivant deux fois) ou par une inégalité de concavité de sin pour les 5/2

(y = —x est '’équation de la corde reliant les points d’abscisse O et 7t/2 qui se situe sous la courbe entre ces points),
T
on obtient

T T
Pour tout t € [0, E], t< Esm t.

2 2
. T . C 1. e,
Soit t € [0, E] On a alors t? < T sin? t. En multipliant par cos®*(t) = 0, t2 cos?*(t) < T sin?(t) cos®(t).

. e ] [? i
Par croissance et linéarité de I'intégrale sur [O, E]’ f t2 cos?" tdt < v J sin(t) cos®*(¢t)dt.
0

0

7.[2

Or I, — Iy = [ cos™ —cos®™2 = [ * cos®"sin?. Ainsi, | 0 <J, < T(I” —T1).

2nt1, 1 n?

Avec la question 6, I, —I,,, =1, — n= I,. On obtient alors| 0 < J, < ——1I,.
2n+2 2n+2 8(n+1)

™ @n) n
8(n+1)4n(n!)2 2"

Soit n € IN. Avec la question précédente et la question 7, 0 < J,, <

47 (n1)? 4"(n!)? ) 3
>0 K, = J., btient| 0 <K, < ———.
(2n)! avee @) " on obtien " 16(n+1)

En multipliant par
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n 3 2
1 4 4
14. Soit n € IN. Avec les questions 10 et 7, Z ek E(Jo —K,)=— (7‘5_ —Kn) =———K,.
= 4 T T

Avec la question précédente et par encadrement, | K, — 0.

. g | 2
Ainsi k:1ﬁ—>]§15=5(2):€

Partie 3 — Calcul par des polynomes

1. Onremarque que P, = P, donc| P, € R[X].

X2n+1 _X2n+1

On a, comme somme de deux polynémes de degré 2n+1, que deg P, < 2n + 1. Le terme en X?"*! est — = 0,
i
. R D i G (G . _ _
et par le bindme, celui en X" est o ie (2n +1)X*". Donc| degP, =2n |et| cd(P,)=2n+1.
i

On peut aussi voir tout cela en utilisant la formule du binéme :

2n+l 2n+1
Pn = i (Z (znlj_ 1)ikX2n+l_k _ Z (znlj_ 1)(—1)kikX2n+1_k) .
21 k=0 k=0

Comme les termes d’indice pair s’annulent dans les deux sommes, on obtient alors, en écrivant k = 2p + 1,
1 (2n+1 S 2n+1
P, = _Z( n )i2p+1X2n+1—(2p+1) — Z( n )(_1)pX2(n—p)‘
1 2p+1 = 2p+1
ce qui redonne les trois résultats.
2. z est racine de P, si et seulement si (z +1)*""? = (z —1i)>"*!. Comme i(# 0) n’est pas solution, c’est équivalent &

:\ 2n+1 .
z2+1 . z2+1 2ikn | L .
(—) =1 soit encore (*) - = e+ ol k € [0,2n]. On peut éliminer k = 0 car cela ne donne aucune solution en

z—1i z—1
z. Or
2ikm ik —ikm
. 2ikn . e +1 el 4 e km
(K= (t+i)=ewi(z—i) =z =i— =i—0F —— = cotan = Xg.
e+t — 1 @+l — @I+l 2n+1
km

On en déduit que | P, possede 2n racines : les cotan2 pour k € [1,2n].

n+1

3. Vulexpression trouvée dans la premiére question, si| Q, =

P
On a alors Gean = rD et Gd(Qn) =2n+ 1)

2n+ 1) _ _(2n+ 1)-2n-(2n—1) _ _n(2n—1)(2n+ 1)

)(—1)PX"—P, alorsQ, € R,[X]etP, =Q,(X?).

= (2n+1
—\2p+1

Le coefficient de degré n—1 est —(
3 6 3

km

De plus, si z est racine de P,, 22 est racine de Q,,. Ainsi, d’apreés la question précédente, les cotan? il
n

pour k € [1,2n]
sont racines de Q,,.

DL 1 - un corrigé - page 4



kT n
< —m
2n+1 2n+1

. T 1 . T

Mais pour k € [1,n], 0 < k < n donc 0 < < 2 et cotan? = ) est injective sur ]O,E[ (car
an

strictement décroissante).

Cela donne donc n racines deux a deux distinctes d’'un polyndéme de degré n : on les a toutes.

kT
n+1

Les racines de Q, sont donc les cotan? 3 pour k € [1,n].

n

kT
4. S, = tan?
= D cotan 2n+1

k=1
réelles et est de degré n). Donc si on note g; ses ceefficients,

est la somme des racines de Q,, (qui est scindé dans C et méme dans R car il a n racines

g (751 (2n+1)2n(2n—1)

S = — = =
n dn 2n+1 6(2n+1)
. ,T ) 1 cos?’x  1—sin®x 1
Or51x€]0,5[,cotanx: =53 =3 =———1
tan2x  sin®x sin® x sin® x

n

1
Donc T, =Z ————— =S, +n.Donc

-2 km
k=1 51" 337

5. De simples études de fonctions, ou l'intégration de cost < 1 < 1+ tan?t sur [0, x] permettent d’obtenir

G’xe ]0,%[, sinx < x <tanx)

Avec la question précédente, on a pour tout k € [1,n], comme tout est positif,

2
sin® km < ( krm ) < tan? krm )
2n+1 2n+1 2n+1

1 . km 2n+1)? 1
Comme de plus x — — est décroissante sur R*, on a cotan® < ( <
be 2n+1 sin

kT 2 _kn °
2n+1
2n+1)2< 1
En sommant, on obtient S,, < u —<T,.
n2 g
Ainsi,
2 _ ,n(2n—1) <1 < 22n(n+1) _ m?

. =T —_ T = T, .
(2n+1)2"" 32n+12  &kr T 3(2n+1)2 (2n+132 "

Finalement, par encadrement,

Partie 4 — Calcul par le noyau de Dirichlet

6. Soit k € IN et x € R. Avec la formule trigonométrique 2sin(a) cos(b) = sin(a + b) +sin(a—b) = sin(b +a) —sin(b—a),

2k+1)x . (2k—1)x
—sin > .

il vient| 2sin % cos(kx) = sin

7. Méthode 1 Par récurrence, x #Z 0[27] donc sin 5 # 0.
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1 sin((0+1)x
'Do(x)=a=%
2

sin((n + %) x)

e Soit n € IN tel que D,(x) = —x
2sin 3

sin ((n + %) x) + 2sin 3 cos((n + 1)x)

: X
2sin 3

Dy11(x) = Dy(x) +cos((n+1)x) =

sin((n + %) x) +sin (2”23))( —sin (2n-¢2—1)x 3 sin(((n +1)+ %)x)

: X 3 X
2sin3 2sin 3

sin((n + %)x)

. X
251n5

Avec la question précédente, D, (x) =

e Ainsi, par récurrence, | Yn€ N, D,(x) =

Méthode 2 A l'aide d’'une somme télescopique.

2k+1)x . (2k—1)x
—sin

. . X . Lo . \
En sommant la relation 2 sin 5 cos(kx) = sin pour k décrivant [1,n], on obtient apres

télescopage et factorisation

n
2n+1 1
25in£ Zcos(kx) =sin (2n+ )x —sin ( )X.
2 pay 2

Dong, avec la définition de D, (x),

.X 1 . 1 X
2sin=(D,(x)— =)= sm((n + —) x) —sin —.
2 2 2 2

sin((n + %)x)

Dou| D,(x) = -
2sin3

Méthode 3 Calcul d’'une somme géométrique.

n n
Pour tout entier n = 1 et tout réel x # 0[27], on a Zcos(kx) =Re (Z eik").
k=1 k=1

n n i
) ) ) . .1 —einx
Avec la formule de Moivre et comme e™ # 1, E elr = E (eM)k = el — .
k=1 k=1 1—ex
i jnx —jnx jnx .o jx i . iX .
Orl—e™ =e¢e'z (e 17 —elz ) =—2ie'> sin % et 1 —e™ = —2ie'2 sin 3.

n n

insi, > e oo SIS y
Ainsi, e"™ =e'" 2z ——. Puis, en prenant la partie réelle, E cos(kx) = cos

s 5

(n+1)x ) sin 5
k=1 2 k=1

. X .
2 sin 5

1 s NX
sm§x+251n7cos( >

1 n
DouD,(x)= =+ » cos(kx)=
" 2 ; 2sin %x

sin((n + %)x)

Or 2sin & cos (%) =sin (n + %)x +sin (—%x), dott| Dy(x)= 2sin %

T

8. En intégrant par parties, pour tout entier k = 1, f
0

sin(kx) 7" " sin(kx) cos(kx) 1"
xcos(kx)dxz[x . ]O—L . dx=0+[ 2 ]0

cos(km)—1  (—1)F—1
k2 k2

T
d’ou f x cos(kx)dx =
0

Puis L, = f xD,(x)dx = f X + Zx cos(kx) |dx = J. de + ZJ x cos(kx)dx par linéarité.
0 0 2 k=1 0 2 k=1J0
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_ k

1

AP

T n
Avec le calcul de la question précédente, | L, = i >
k=1

x s
~ 2, donc x — est prolongeable par continuité en O en une

x
2

~

9. (a) Au voisinage de 0, sinx ~ x et

. . X
s 5 s 5

fonction f en posant

(b) En effectuant un développement limité d’ordre 3 au voisinage de 0

3 2 3
sinx—xcosx=x—%—x(1—x?)+ox_,0(x3)= % +ox_,0(x3).

o
Ainsi| sinx —xcosx ~ ?

. , siny — 3 cos
(c) f estdérivable sur J0, ] et Vx €]0, 7], f'(x) = ———=+——
sin” 5
Or on a sin? 2 X x_2 et avec la question précédente, f'(x) x_i d
2" 4 d P 24x2 " 6
On a donc que f continue sur [0, 7], de classe € sur 10, 7], f'(x) — 0 lorsque x —> 0. D’aprés le théoréme de
prolongement des applications de classe %! (corollaire du théoréme des accroissements finis),

G est de classe ¢! sur [0, ] et f/(0) = O)

10. ¢ et x — —% sont de classe ¢ sur [0, 7t]. En intégrant par parties,

" . _ cosAx 1" T cosAx
J()(i)(x)sm(kx)dx—[—qﬁ(x) n ]0+J0 ¢'(x) 0 dx

—¢ (1) cos(A) + ¢(0) +Jn¢,(x)coskxdx

Donc f ¢ (x)sin(Ax)dx =
0 A 0
K , cos)\x
JO ¢'(x) N

Par inégalité triangulaire intégrale (licite car = > 0),

f 9ol <%J /()| dux.
0

Puis, par inégalité triangulaire,

>J|~

LQLIOMN f &/l <

(|¢(n)+¢(0)|+f |¢’(x)|dx).
0

f ¢ (x)sin(Ax)dx| <

Ainsi J ¢ (x)sin(Ax)dx —— 0.
0 A—+00

4

" 1
D, (x)dx = (x)si + = |dx.
Ox x)dx Ofxsm(n z)x

1
Comme n+ — —— +00, avec la question précédente,
2 n—+oo n—+oo

11. Avec la question 9, f est de 6! sur [0, 7]. Or L, = J.

2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 n
. 1 (- 1)’< 1—(=1)k 2 2 1
P = —— =28 —=S..
uis Z Z kzll k2 Z (2k+ 1)2 P k2 P (2k)2 2n+l - 90

2

1
Donc avec la question 8, Ly, = i 2Son41 + ES”'

2

1
Reste a faire n — +00, ce qui permet d’obtenir 0 = % —27(2)+ EC(Z) etenfin| {(2)= %
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