J. LAROCHETTE

VERSION DU 22 SEPTEMBRE 2021

CHAPITREV

Calcul matriciel

KK désigne un sous-corps de C.
Sauf mention contraire, n, p, g, 1, s désignent des entiers
naturels non nuls.

| CALcUL MATRICIEL

1 Espaces de matrices
(i) (Mn,pK),+,-) a une structure de IK-espace vec-
toriel, d'élément nul 0 4, , (k) = (2 2).

(i) dim 4y, (K) =

Remarque
dim .4, (IK) = n? (et non n1)

Définition
On appelle base canonique (Ey,1, E1 2, ..., Ey,p) OU

0.0\
Ei,jz(f 1 E)'_’
0.0

my,1 my,p
M=| : - : |sécritde maniére unique Y m; E; ;.

mn,l mn,p

vike[1,n], Vjle[1,pl, (Eij),=

i,j

Définition : Produit matriciel

M, p(K) x Mp,q(K)  —  Mpn,q(K)
(A,B) — C=AxB

On définit x :

p
avecVie[l,n], Yje[l,q], cij=) airb,;.
k=1

Remarques

R1— SiLy,...,L, sont les lignes de A et Cy,...,Cq4 les co-
lonnes de B :
. Ci,j :Li X Cj.
e Leslignesde Ax Bsont Ly xB,...,Ly x B.
* Les colonnes de Ax B sont AxCy,...,Ax Cq.
R2— On retiendra que la multiplication a gauche agit sur
les lignes, et la multiplication a droite sur les colonnes
(comme les indices).
R3— AII faut que les tailles soient compatibles pour mul-
tiplier des matrices.
Méme si les matrices sont carrées, le produit n’est
pas commutatif (sauf sin=11).

(i) Associativité : Soient A€ My, ,(K), B € M) 4(K),
Cetly;K). Ax(BxC)=(AxB)xC

(ii) Bilinéarité : Soient A € .y ,(K), B € My ¢(K).
A— Ax B et B— Ax B sont linéaires.

(iii) Neutre : Si A€ My,,(K), AxT,=1I,x A= A.

Propriéteé : E,"j x By ¢

Lorsque les tailles sont compatibles, E; j x Ey,¢p =

Remarque

ALes différentes E, o ne vivent pas dans les mémes
espaces de matrices (ne sont pas de mémes tailles.)

Théoréme : Produit par blocs

P aq
Soit les matrices par blocs M = (& [B))%’r’n
r s
_ (EFR\IP  p
et N - (GH)Iq ou A)B)CrD,E,EG,H Sont

des matrices de format correspondant. Alors
M x N = (CEXDG CriDm) € Hnim,res(K).

2 Transposition
“  Définition
Soit A € My, (IK). On appelle transposée de A la
matrice ‘A= AT € .4, ,(K) telle que

v, pellp]x[Ln], (AT);;=("4);;=(A)},

Remarque

!A notation frangaise. AT notation anglo-saxonne, donc
internationale.

-/%n,p(]K) - -/%p,n(]K)

A — AT
(i) Linéarité : Si A,B € .y, (K) et A€ K,

Soit T :

(A+B)T=AT+BT et (AAT=1AT

(i) T estinvolutif : si A, B € My ,(K), (AT)T = A.
(iii) Si A€ My, p(K),B € My y(K), (Ax B)T = BT x AT,

3 Matrices carrées

e La K-algébre ./, (IK)
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(M, (K),+,%x) est un anneau, ni commutatif ni
integre dés que n > 2, d’élément unité I,. Ainsi,
(A, (K),+, x,-) est une K-algebre de dimension n?.

SiA,Be y(K) telsque| AxB=BxA|, melN,

m - [m k pm—k
(A+B)" =) LA B

k=0

A™-B" = (A-B) (A" '+ A" 2B +...+ AB™* + B"1)

Définition
On appelle groupe linéaire le groupe 4%, (IK) des
inversible de I'anneau (., (K), +, x).

(i) (4<%£,(K),x) estun groupe.

(i) Si AB € 9¥£,0K), AxB € 9%,0K) et
(AxB)1=B"1x AL

(i) SiA€4L,(K), A e 42L,(K) et (A7) = A.

(iv) Sont équivalentes :
e A estinversible
o A estinversible a gauche
o A estinversible a droite
o les colonnes de A forment une famille libre
o les lignes de A forment une famille libre

(v) SiAe K\ {0k} et Ac 4% ,(K), L\ Ac 4% ,(K) et
A tT=2"14a"1

(vi) Ae 4%,(K) siet seulement si AT € 4%, (K) et
dans ce cas (AT) ! = (A™1)7

fg Méthode : Calcul pratique

Pour démontrer l'inversibilité d’'une matrice et calculer
son inverse, on peut :

X1 N
e Résoudre le systeme A( : ) = ( : | - il admet une
Xn Yn
unique solution si et seulement si A est inversible et
X1
alors on obtient ( : ) =A"!

Jﬁ)
Xn );n

o Effectuer des opérations élémentaires (pivot de
Gauss) :
* soit exclusivement sur les lignes,
* soit exclusivement sur les colonnes,
se ramener a I, et effectuer les mémes opérations
simultanément en partant de I, qui va devenir A™1
si A estinversible.
» Reconnaitre une matrice de passage (cf plus loin).
» Utiliser la formule de la comatrice si n =2 ou 3 (voir
déterminant).

Q Matrices carrées particuliéeres
Définition

e On appelle matrice triangulaire supérieure
(respectivement  inférieure) tout matrice
M e #,(K) telle que Vi > j, mij = 0
(respectivement Vi< j, m;;=0.)
On note 7, (K) (respectivement 7, (K) ) I'en-
semble de ces matrices.
Lorsque les ccefficients diagonaux sont égale-
ment tous nuls, on parle de matrice triangu-
laire stricte.

o On appelle matrice diagonale tout matrice car-
rée M e 4, (K) telle que Vi # j, m;;=0.

a O
On note diag(ay,...,a,) = ( )
© an
On note 2,,(IK) 'ensemble de ces matrices.

» On appelle matrice scalaire toute matrice de la
forme AI, ou A € KK.

e On dit que S € .4, (K) est symétrique lorsque
ST=Sie Vi,je [[l,l’l]], Sij = Sji- On note
In(K) ={S e Mn(K) | ST = S}.

e On dit que A € 4,(K) est antisymétrique
lorsque AT =—-Alie Vi, je[l,n], aj;=-aj,;.
On note o, (IK) = {Ae 4,(K) | AT = —A}.

Remarque

La diagonale d’'une matrice antisymétrique est nécessai-
rement nulle.

2,(K), 7, K) et 7,7 (K) sont des sous-algébres
de 4, (IK) de dimensions respectives

Remarque
=)

0..0 (%)

0 )\’ . %,
Si0<€<n,( ) - S
© o
(0)

0
Idem avec les matrices triangulaires inférieures strictes.

S (K) et o, (K) sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires dans ./, (IK), de dimensions respec-
tives

Remarque

Linverse d’'une matrice (inversible) (anti)symétrique I'est
encore, mais c’est faux pour le produit en général.
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G Trace d’une matrice carrée
Définition
Soit A€ 4, (IK). On appelle trace de A le scalaire

n
trA= Z aj;.
i=1

(i) Linéarité : Si AB € #,IK) et A € K,
tr(A+B) =trA+trB ettr(1A) = Atr A.

(i) Si A€ My, K) et Be My, (K), tr(AB) = tr(BA).

/\tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA) # tr(BAC) en général.
(Permutations circulaires seulement).

Exemple

A=(60). B=(60) et C€=(10)-

Il MATRICES ET APPLICATIONS LI-
NEAIRES

1 Matrice d’'une application linéaire
dans des bases

-~ -

Définition

» Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie
n#0et%=(é,...,é,) une base de E.

*x Six=x16; +...+x,é, € E, de coordonnées

(x1,...,Xx,) dans %, on appelle matrice de x
dans la base 28 la matrice colonne

X1

X =Matg(x) = ( 3

Xn

) € Mn,1 (K)

* Si & =(X1,...,Xp) € EP une famille de p vec-
teurs de E, % = (é3,...,€é,) une base de E.
Pour tout j € [1,p], on note (xij,...,Xp,;)
les coordonnées de X; dans la base % (ie

xlvj
X; ?X] = x,:,'j )
On appelle matrice de la famille & dans la
base 28 la matrice rectangulaire

A=Matg(@,.... %) = X, ‘ X, ‘ ‘ X, )
X1,1 ... xlyp
:( )E./ﬂn,p(]K)
Xn,1 - xn,p

On place dans les colonnes les coordon-
nées dans 2 des vecteurs de %.

o Si E,F des K-espaces vectoriels de dimension
finie, p = dimE et n = dimF, 9 = (éy,...,€p)
une base de E et € = (ﬁ,...,fp) une base de F
etue Z(EF).

On appelle matrice de I'application linéaire u
dans les bases % au départ et € a I'arrivée

la matrice rectangulaire
A =Matg ¢ (u) = Matg (1(9)) = Matyg (u(éy),..., u(éy))

On place dans les colonnes les coordonnées
dans ¢ des images par u des vecteurs de %.
Lorsque u € Z(E) (E = F : endomorphisme) et
9B =€, on note

A = Matgg(u) = Matg(u(RB)) € M, (K).

| ZEF — MypK)
Lapplication est
u — A=Matg ¢ (u)

un isomorphisme (d’espaces vectoriels.)

Remarque
On retrouve que dim(Z(E, F)) =dimE x dim F.

Soient E, F des IK-espaces vectoriels de dimension
finie, p = dimE et n=dimF, 98 une base de E et €
une basede F etue £ (E,F).

Pour tout X € E, Mate (u(X)) = Matg « (u) xMatg (X).

Soient E, F,G des IK-espaces vectoriels de dimen-
sion finie, p = dimE, n = dimF, g = dimG, 2 une
base de E, € une base de F, 9 une base de G,
ue Z(E,F) etve ZL(FQG).

Maty (v o u) = Matg o (v) x Matg « (u).

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie

LE) — My(K)
n, 9B une base de E. Alors
u —  Matg(u)

est un isomorphisme de IK-algébres.

2 Application linéaire canoniquement
associée

Définition
Soient A € .y (K). On appelle application
linéaire canoniquement associée a A [unique
ue L(IKP,IK") dont la matrice dans les bases cano-
niques est A.
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Ainsi, écrire (y1,...,¥n) = u(x1,...,xp) revient a écrire

)

Les colonnes de A contiennent les images par u des

vecteurs de la base canonique de KP.

Exemple

1 2 3
A= ( ) € A 3(IK). Application linéaire canoni-
4 5 6

K — K?
quement associée : u :
(x, 2 —

Définition
Soit A € My, (K), u I'application linéaire canoni-

quement associée a A. On définit I'image, le noyau et

le rang de A par :
0

Ker A = {Xeﬂp,l(]K) | AX = ()} correspondant
0
aKeru={ieKP | u® =0k}

ImA = {AX; Xell,)(K)} correspondant a
Imu={u(® ; X KF}.

rgA=rgu=dim(Im A)

Soit A€ My, ,(K)
(i) Im A = Vect(Cy,...,Cp) ou Cy,...,Cy, sont les co-
lonnes de A.
(i) rgA=1g(Cy,...,Cp).
(iii) Formule du rang : rg A+ dim(Ker A) = p.

Sont équivalentes :
() Ae ,K) estinversible

(i) Son application linéaire canoniquement associée
u est un automorphisme

s ]

(iv) r1gA=n

3 Changement de base
®  Definition

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie,
B,%' deux bases de E.

On appelle matrice de passage de % a %' notée
Pg , la matrice Matg(28') dont les colonnes sont les
coordonnées dans 28 des vecteurs de %'.

Autrement dit P% = Matg(%') = Matgy g (idp).

Propriétés
Toute matrice de passage est inversible et
=1l
B\ _ pB
(pZ) =P2.

Remarques

R1— La réciproque est vraie : toute matrice inversible est
une matrice de passage.

R2— Onen dédu'téjge nouvelle méthode d’inversion de ma-
trice : A= ((1) % %) ue £(RR%) canoniquement associé,

B =(81,62,83), B' = (8],8),¢]) = u(AB).

-/ _ - - - _ _ 33l
e, = erte e = e+ 262 €3
e, = 281+ér+e3 ©o ér) = 2e1—2e2+e3
€y = 2e1+éy+2e3 €3 = —eé,+ég

12 0
Donc A est inversible et A7 = ( 2 -2 —11).

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie,
B, %' deux bases de E, X € E.
Si X = Matg(X) et X' = Matg (%), alors

_ B’ /
X = P% x X
B

B—A B

Soient E, F des IK-espaces vectoriels de dimension
finie, 38,9’ deux bases de E, €,€’ deux bases de F,
ue £(E,F).

Soient A=Matg ¢ (1) et A" = Matg « (u). Alors

/ _ € B
A = P(g, X A X P%
€'\% €'~ ¢, B B—%B
cest-a-dire, si P = P% et Q=P¥
A'=Q7'AP ie A=QA'P!

Corollaire

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie,
B, B' deux bases de E, uec £ (E).
Soient A =Matg(u) et A’ = Matg (u). Alors

I _ pA B'
A—P@,xAng3

B’ B — B B B—B'
\ . 9 !
c’est-a-dire, si P = Pg

A'=p'AP je A=pPA'P!
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4 Matrices équivalentes
- Définition : Matrices équivalentes

Une matrice A de .4, ,(K) est dite équivalente
a une autre matrice B de .4y, ,(IK) si on peut trouver
Ueb9Z,K)etVe¥bd2Z,(K)telles que A=UBV.

Cela signifie aussi que A et B représentent une
méme application linéaire.

Cela définit une relation d’équivalence.

A et B sont équivalentes si et seulement si AT et
BT Je sont.

Théoréme

Une matrice A€ Ly ,(K) est de rang r si et seule-
Iy 0)

ment si elle est équivalente a Jp, p,r = .
0 Op—rp-r

Remarque

Par opérations élémentaires, on peut passer de A a
]n,p,r-

Les opérations sur les lignes se traduisent par la multipli-
cation a gauche par des matrices inversibles, les opérations
sur les colonnes se traduisent par la multiplication a droite
par des matrices inversibles. On obtient alors explicitement
U et V inversibles telles que UAV = Jp p r-

Corollaire

(i) Deux matrices de méme format sont équivalentes
si et seulement si elles ont méme rang.

(i) Si A€ Mn,p(K), rgA=1g(AT).

(iii) Le rang d’'une matrice est celui de la famille de ses
vecteurs lignes.

5 Matrices semblables

Définition : Matrices semblables

Soient A, B € ./, (IK). A est dite semblable a B lors-
qgquonlonaPe¥%%,K) tel que

A=PBp!

C’est une relation d’équivalence. Les classes d’équiva-

lences s’appellent les classes de similitude.

Remarque

Des matrices semblables sont équivalentes, mais la réci-
progue est fausse.
En particulier, des matrices semblables ont méme rang.

A,B € 4, (K) sont semblables si et seulement si
elles représentent un méme endomorphisme.

fg Méthode

Pour montrer que deux matrices sont semblables, on
peut introduire 'endomorphisme canoniquement associé a
I'une et chercher une base dans laquelle on obtient I'autre.

Soient A,B € 4, (K) et P € 4%¢,(K) telles que
A=PBpP~h.

() VkelN, AF=pBkp-!

(ii) A inversible ssi B l'est, et si c’est le cas, la formule
précédente est valable dans Z..

Si A et B sont semblables alors tr A =trB. La réci-
proque est fausse.

Définition
Soit E IK-espace vectoriel de dimension finie,

u e Z(E). On appelle trace de u, notée tru, la trace
de n’'importe quelle matrice le représentant.

tr est une forme linéaire sur £ (E) et si u,v e £ (E),
tr(uov) =tr(vou).

La trace d’un projecteur est égale a son rang.

Exercice

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et
p1,...,pm des projecteurs de E dont la somme vaut idg.
On note Fi,...,F;, les images de pi,...,pm. Montrer que

E= & F
T

6 Rang et matrices extraites

Définition : Matrice extraite

Soit A € .4y, (K). On appelle matrice extraite ou
sous-matrice de A toute matrice dont les coefficients
sont les a;; pour (i,j) € Ix ] avec I c [1,n] et
J<[1,p].

On notera Alr«; cette matrice, obtenue en suppri-
mant des lignes et des colonnes de A.
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Le rang d’'une matrice est 'ordre maximum de ses
matrices extraites (carrées) inversibles.

Il OPERATIONS ELEMENTAIRES

Il existe 3 types d’opérations élémentaires :

Les permutations (ou plus exactement transpositions) L; < L;
ou C; < Cj.

Les transvections L; — L;+ALiavec k #iouCj — C;j+ACy
avec k# j.

Les dilations L; — AL; ou C; — AC; avec 1 #0.

1 Interprétation en termes de produit

matriciel
Les opérations élémentaires se traduisent par des multi-
plications a gauche (pour les lignes) ou a droite (pour les co-
lonnes) par des matrices (carrées) inversibles dont la taille
est égale aux nombre de lignes respectivement colonnes
correspondantes.

Permutations L; < L; (resp. C; < Cj) se traduit par la mul-
tiplication a gauche (resp. a droite) par la matrice de
permutation (et plus précisément transposition) :

1
©

2 L : -1_p..
P;i=1In, Pij inversible et P i=Pij.

Transvections L; — L; + AL (resp. C; — Cj + ACy) se tra-
duit par la multiplication par une matrice de transvec-
tion T; (1) a gauche (resp. Ty, ;(1) a droite) avec

1
(0)

T;j(A) = =Ip+AL;

1.1 — e

Ti,j(ﬂ) T (W) = T,‘J'(/l-i-u) donc T; (A) inversible et
(T1,;0) " = Th (=0
Dilatation L; — AL; (resp. C; — AC;) avec A # 0 se tra-
duit par la multiplication par une matrice de dilata-
tion D; (1) a gauche (resp. a droite) avec
1
0)
Di(\) = A — e
© .
1

D;(A)D; () = D;(Ay) donc D;(A) inversible et (D; (1))~ = D; (A71).

2 Propriétés des opérations élémen-
taires

(i) Une opération élémentaire sur ses lignes ne
change pas le noyau d’'une matrice.

(i) Une opération élémentaire sur ses colonnes ne
change pas l'image d’une matrice.

(iii) Une opération élémentaire ne change pas le rang
d’'une matrice.

3 Matrices échelonnées
®  Définition
Une matrice M € ./, (K) est dite echelonnée en
lignes (respectivement en colonnes) si chaque ligne
(respectivement colonne) débute par un nombre stric-

tement croissant de 0 jusqu’a ce qu’elles soient éven-
tuellement nulles.

Remarques
R1— Sielle est carrée, elle est nécessairement triangulaire
supérieure (resp. inférieure).

R2— Siune ligne (resp. colonne) est nulle, les suivantes le
sont aussi.

Exemples

-10 1 -5 1
0 1 4 -3 -3
0 0o0[-4]1 o
0 00 0 0 @
0 00 0 0 0

2,3,—4,6 sont appelés pivots.

[-1] o o0

2 0 00

1 [-1]oo

4 4 00
0

E1— A= est échelonnée en lignes.

E2— B = est échelonnée en colonnes.
1 5.0
—1,—1 sont les pivots.
1234
E3— C= (8 E g) n’est pas échelonnée en lignes (méme si

0009 )
elle est triangulaire).

Propriéte
Toute matrice peut étre transformée en une matrice

échelonnée en lignes (resp. colonnes) par des opéra-
tions élémentaires sur les lignes (resp. colonnes.)

On applique l'algorithme du pivot de Gauss aux lignes
(resp. colonnes) de la matrice.
4 Application au calcul du rang

On ne change pas le rang par opérations élémentaires.
Quelle est le rang d’'une matrice échelonnée ?
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Le rang d’'une matrice échelonnée en lignes (resp.
colonnes) est le nombre de lignes (resp. colonnes) non
nulles.

Remarque

En faisant des opérations sur les colonnes, on peut obte-
nir a la fois le rang, 'image et le noyau !

Exemple

Remarque

En appliquant ensuite un pivot de Gauss sur les lignes,
on peut se ramener a Jr.

5 Application a l'inversion de matrice

Par des opérations élémentaires sur des lignes
(respectivement des colonnes), on peut transformer
une matrice inversible de #,(KK) en I,,.

On en déduit la méthode d’inversion de matrice par opé-
rations exclusivement sur les lignes ou les colonnes de A.

e Surleslignes: PyPy_--PiA=1,= A"\ =Py Pr_; -+ P11,.
o Surles colonnes : AQ1 Q2+ Qr =1, = A1 = 1,01 Q2+~ Q.

6 Systemes linéaires

Q Traductions d’un systéme linéaire
On considére un systéme linéaire de n équations a p
inconnues dans K :

ajiXxi+ay2xg+---+ apXp = b1
(S)

An1 X1+ An2Xa + -+ + AnpXp = by

On rappelle que la matrice du systéme linéaire est défi-
nie par
al ... alvp

: ) € Mn,p(K)

an,2 - an,p

et la matrice augmentée est

al al,p bl

an1 ... Gpp | by

Interprétations :
X1 N b] >
o Matricielle:si?c:( : )etb: |, (S)e= AX=b
Xp by,
o Equation linéaire : si u est I'application linéaire ca-
noniguement associée a A,

(S) = u@ =bhe3eu! ({E})

» Formes linéaires : Soit pour i € [1,n] ¢; la forme
linéaire de IK” correspondant a la ie (canoniquement
associée a la i¢ ligne de A) :

KF — K
pit|
X — ai1X1t--+aipXp

alors| (S) == Vie[L,n], ¢p;@=bj <=3 [ ;' (b}
ie[1,n]

° Espace des solutions
Définition
On appelle rang du systeme (S) le nombre
r=rgS=rgA=rgu < min(n, p).

Lensemble Sy des solutions du systeme homo-
gene (H) associé a (S) est un sous-espace vectoriel
de K” de dimension dim %y = p —1gS.

L'ensemble des solution Fs est soit vide, soit de
la forme s = Xy + Sy ou Xy € IKP est une solution
particuliere. C’est donc un sous-espace affine de IKP
de direction Sy.

Lorsque s = &, le systeme est dit incompatible.
Sinon il est compatible.

L'algorithme du pivot de Gauss appliqué aux systemes
a été présenté dans un chapitre de début de d’année : ap-
pliqué aux lignes de la matrice augmentée pour la rendre
échelonnée en lignes (a permutation éventuelle des incon-
nues prés), il permet d’obtenir un systéme équivalent

pixip+ oo = b
paXi,t e = b

(§) =+ b,

bl

r+1

prxir+

o
|

0 = b

ou r=rg(8), i <...<ir, p1,-..,pr NON nuls, les n—r der-
niéres équations sont les équations de compatibilité, elle
permettent de savoir si s = 9.

On tire successivement x; , puis x;,_, jusqu'a x; en
fonction des autres inconnues. On retrouve la dimension
n—r.
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