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CHAPITREIV

Espaces vectoriels
(MPSI)

Dans tout le chapitre, I désigne un sous-corps de C.

STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

1 Définition
- Définition : IK-espace vectoriel

Soit E un ensemble et IK un corps. On appelle
loi de composition externe sur E toute application

KxE — E

A,x) — A-x
On appelle espace vectoriel sur K ou K-espace
vectoriel tout triplet (E, +,-) tel que

e E est un ensemble, + est une loi de composi-
tion interne sur E et - est une loi de composition
externe sur E.

e (E,+) est un groupe abélien d’élément neutre
noté 0 ou 0.

o Pseudo-distributivité a droite :

s

VALpueK, VXeE, A+w-X=A-X+pu-
o Pseudo-distributivité a gauche :

VAeK, VX, J€EE, A-(X+7)=A-%+A-J.
e Pseudo-associativité :

VALpeK, VX€E, Axpw-X=A-(u-X).

Pseudo-élément neutre : VX € E, 1k -X=X.

Définition : Famille presque nulle,
combinaison linéaire

On appelle famille presque nulle de scalaire tout
famille (A;);¢; telle que A; # 0 pour un nombre fini de
vecteurs seulement. On note K 'ensemble des fa-
milles de scalaires presque nulles.

Si Xi,...,X, sont des vecteurs de E, on appelle
combinaison linéaire de X, ..., X;, tout vecteur de la
forme /11551 +"’+An55n ou (/11,...,/1,1) e K".

La définition s’étend aux familles infinies de vec-
teurs en n’ayant qu’'un nombre fini de scalaires non
nuls : toute combinaison linéaire est nécessairement
finie (d’ou I'intérét des familles presque nulles de sca-
laires).

Si F = (X;);e1, les combinaisons linéaires d’élé-
ments de & sont les Y 1;%; o (A;)je; € KD

iel

Propriété : Produit cartésien

Si (E,+, ) et (F,+, ) sont des IK-espaces vec-
E'E F'F

toriels alors (E x F,+,-) est un IK-espace vectoriel,
avec les lois coordonnée a coordonnée : si A € K et
(%,7),(%,7)€ExF,

Remarque

Se généralise, par récurrence, au produit de n IK-
espaces vectoriels E1 x -+ x Ej,.

Propriété : Fonctions

Si X est un ensemble non vide et (F, jg’l'g) un K-

espace vectoriel, alors (FX ,+, ) est un K-espace vec-
toriel avec les lois habituelles sur les fonctions : si A € IK
et f,ge FX, alors

f+g:x—>f(x)-}-g(x)

A-f:x—»ﬂi:f(x)

Propriété : Ev classiques

Sont des IK-espaces vectoriels :

. (K + %), o (KP,+,)  pour

o K%+, pour tout ensemble D,
toutneN, o (K[X],+,),

. (KN,+,), o KOO, +,9).

(C, +, x) est un R-espace vectoriel, et, plus généra-
lement, si K est un sous-corps de 1, alors (IL, +, x) est
un IK-espace vectoriel.

2 Sous-espace vectoriel
- Définition : Sous-espace vectoriel

Soit (E,+,+) un K-espace vectoriel et F une partie
de E.

On dit que (F, +,-) est un sous-espace vectoriel de
E lorsque (F,+ 2, k<) est un KK-espace vectoriel.
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Propriété : Caractérisation

F est un sous-espace vectoriel de E

F#3 (0geF)

<4 VX yeF X+JeF

VAelK, VXeF AX€eF
F#9 (0geF)

4 V1ekK, VX, yeF X+AyeF

(F stable par combin. linéaires)

3 Intersection de sous-espaces vec-
toriels

Propriété : Intersection de sev

Soit (F;) e une famille de sous-espaces vectoriels

de E. Alors () F; est un sous-espace vectoriel de E.
i€l

Remarque

[FU G est un sous-espace de Essi FcGou Gc F]

Si FUG est un sous-espace de E et si F ¢ G, alors on a
XeFtelque X¢ Getsi yeG, X+ ¥y e FUG car sous-espace
et comme X = (¥+7)-y¢ G, X+y ¢ Gdonc X+ € F et

y=(%¥+y)-%eFdonc G F.

4 Sous-espaces vectoriel engendré
par une partie
- Définition : Sev engendré

Soit E un K-espace vectoriel, Ac E.

On appelle sous-espace vectoriel engendré par
A le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A.

On le note Vect A ou Vectk A.

Si F =Vect A, on dit que A engendre F ou que F
est une partie génératrice de F.

Propriété : Caractérisation d’un Vect

Soit E un IK-espace vectoriel, A< E. Vect A est I'en-
semble des combinaisons linéaires d’éléments de A :

Vect A = {/11551 +e+ A Xy
nelN*,%,.... 5 € A A1,...,An e K}.

Remarques

R1— Si Aestfinie, A={%1,...,%p}, alors
P
Vect A = Vect (%,...,%p) = { Y A% A, Ap) e]K’”}
i=0

=K+ +KXp.
R2 — |l faut savoir passer de famille génératrice a équation
du sev, et d’équation & famille génératrice.
R3— VectAcFseve= AcF<=VXe A, XeF.
R4 — Si Ac B, alors Vect A c Vect B.

R5— VectA=VectB <= AcVectB et BcVectA

5 Familles de vecteurs

Définition : Familles liées, libres, gé-
nératrices, bases

Soit E un IK-espace vectoriel, n € IN¥,
32(551,...,55”)615‘”.

o La famille & est dite liée (ses vecteurs sont dit
linéairement dépendants) lorsqu’il existe une
combinaison linéaire non triviale de ses vecteurs
égale au vecteur nul :

n
(A1, An) € KMV{(O,...,00), Y A;%; =0
i=1

o La famille & est dite libre (ses vecteurs sont dit
linéairement indépendants) lorsqu’elle n'est
pas liée, c’est-a-dire que toute combinaison li-
néaire de ses vecteurs égale au vecteur nul est
triviale : V (A4,...,A,) € K",

n
Z,li}i:f)zb’ie[[l,nﬂ, A;=0.
i=1

o La famille & est dite génératrice de E (ou en-
gendre E) lorsque tout vecteur de E est combi-
naison linéaire de ces vecteurs :

n
VX€E, 3(N,..., A e K", =) 1%
i=1

c’est-a-dire E = Vect.%.
o La famille & est une base de E lorsqu’elle est
libre et génératrice dans E.

Toutes ces définitions s’étendent aux familles infi-
nies, les combinaisons linéaires restant toujours finies
(les suites de ccefficients (1;); sont presque nulles).

Remarques

R1— Les couples de vecteurs liés sont les couples de vec-
teurs colinéaires, les triplets de vecteurs liés sont les
triplets de vecteurs coplanaires.

ANon colinéaires deux a deux ne suffit pas!

Par exemple, dans RR3, les vecteurs % = (1,0,0),
¥ =1(0,1,0) et Z=(1,1,0) sont non colinéaires deux
a deux et pourtant, ils sont coplanaires donc linéaire-
ment dépendant.

R2— ADire que X et ¥ sont colinéaire, c'est dire qu'il
existe (A,u) # (0,0) tel que A%+ pujy = 0, c'est-a-dire
qu'il existe 1 € K tel que 7 = A% OU que % =0.

R3— Une famille contenant 0 est toujours liée.
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fg Méthode : Montrer qu’une famille est liée

o Pour montrer qu’une famille est liée, on cherche une
combinaison linéaire nulle non triviale de ses vec-
teurs.

o Cela peut parfois se faire par exemple en résolvant
un systéme linéaire.

e On raisonne fréquemment par I'absurde et/ou par ré-
currence.

o On peut aussi utiliser un argument de dimension (s'il
y a plus de vecteurs que la dimension, la famille est
lige).

g Méthode : Montrer qu’une famille est libre

e Pour montrer qu'une famille est libre, on prend une
combinaison linéaire nulle des vecteurs, et on montre
qgu’elle est triviale : tous les scalaires sont nuls.

« |l suffit aussi de concaténer des familles libres de vec-
teurs pris dans des sous-espaces en somme directe.

o On peut aussi, en dimension finie, utiliser un détermi-
nant.

o Dans un espace préhilbertien, une famille orthogo-
nale de vecteurs non nuls est libre.

e On verra dans le cours de réduction qu’une famille
de vecteurs propres associés a des valeurs propres
distinctes est automatiquement libre.

Exemples
E1— La famille (1,cos,sin,cos(2-),sin(2-)) est libre dans
R]R

E2— Lafamille (x— x"), .y est libre dans R.

Toute famille de polynémes non nuls et a degrés
étagés (c’est-a-dire deux a deux distincts) est libre.

Exemple

(X™) ey et plus généralement ((X—-a)"), . sont
libres et méme des bases de K[X].

Définition - Propriété : Coordonnées

B = (é,...,65,) est une base de E si et seulement
sivVxeE, Al(xy,..., xp) e K" | X=x181+---+x,6,. Le
triplet (x1,...,x,) est appelé n-uplet des coordonnées
de X dans la base 4.

Cette définition s’étend au cas ou 28 est infinie, les
famille des coordonnées étant presque nulles.

Remarque
Unicité = libre, existence = génératrice

S -

Définition - Propriété : Bases cano-
nique

On a appelle bases canoniques de K", K[X],
K,[X], Ay, p(K) les familles

O ((Or---yoy1y0r---;0))l<k<ns
!

ke

(Xn)nelNa
e (1L,X,X?,...,X"),

(Ei,j)1<i<n, 1<j<p-

Remarque

Lexistence et I'unicité de la décomposition en éléments
simples des fractions rationnelles fournissent des bases de
R(X) et C(X).

Toute sur-famille d’'une famille liée ou génératrice
I’est encore.
Toute sous-famille d’une famille libre I'est encore.

Soient E un IK-espace vectoriel, n € IN*,
fl,...,xn,?EE.

R o (X1,...,Xy) libre
o (®1,..,%p, ) libre <=
¥ & Vect(Xy,...,Xn)

o (X1,...,Xn) lie si et seulement s’il existe
io € [1, n] tel que Xj, € Vect (%) ixi,)-
Lorsque c’est le cas, on a alors

Vect (Xy,..., Xn) = Vect (X;) 2, -

6 Sommes de sous-espaces vecto-
riels
“ Définition : Sommes de sev

Soit E un KK-espace vectoriel, Fi,...,F, des sous-
espaces vectoriels de E. On note

n
Fi+...+Fy=) Fi={%i+-+%, | Vi, % €F}.
i=1
Ainsi,

n
X€) Fi<=3(%,...,%n) € Fyx-+xFy, X=F1++Xp.
i=1

Remarques

R1— /NKZ+Kj#K (%+7), en général.

R2— AF+F: F, F—F =F, si G est un sous-espace de
F,F+G=F.

R3— SiA#0, AF=F.

R4 — AEn général, (F+G)NnH#FNH+GnNH. Exemple :
trois droites coplanaires.
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Propriétés
(i) Une somme de sous-espaces vectoriels est un

sous-espace vectoriel.

(i) Si A, B sont des parties de E, alors

Vect(AuU B) = Vect A + Vect B.

7 Somme directe
- Définition : Somme directe

Soit E un K-espace vectoriel, F,..., F, des sous-
espaces vectoriels de E.

On dit que Fi,...,F, sont en somme di-
recte lorsque pour tout X € F; +--- + F,, I'écriture
X=X +---+X, 00 Vi, X;€F;estunique.

n
Onnote alors Fy +--++F,=F & F, =PF;.
i=1

Remarque

Comme pour des ensembles disjoints, il n’y a pas de no-
tation pour dire que des sous-espaces sont en somme di-
recte. La notation désigne la somme des sous-espaces, en
rappelant que celle-ci est directe.

Propriété : Caractérisation

Fy,...,F, sont en somme directe si et seulement si
V (ily---;fn) EFI Xoees XFVly

X+ +X=0=>%X=---=X,=0.

Propriété : Cas de deux sous-
espaces

Deux sous-espaces F et G sont en somme directe
si et seulement si F n G = {0}.

ALe résultat est faux pour plus de deux sous-
espaces.

Exemple

Dans R?, F =1R(1,0), G=1R(0,1) et H = R(1,1) sont tels
que (1,0)+(0,1) - (1,1) = (0,0). La somme n’est pas directe
etpourtant FNG=GNnH=HNF=FnGn H ={0}.

8 Sous-espaces supplémentaires
Définition
Soient F et G des sous-espaces vectoriels d’'un K-
espace vectoriel E.

F et G sont dits supplémentaires dans E si et
seulement si E = F & G c'est-a-dire

VX€eE, 3 (Xp,Xg)€EFxG|X=Xp+Xg.

Remarque

ANe pas confondre supplémentaire et complémen-
taire ! Le complémentaire d’'un sous-espace vectoriel n’en est
jamais un! (Pourquoi?)

(i) F et G sont supplémentaires dans E si et seule-
mentsi F+G=E et Fn G = {0}.

(i) I n’y a pas unicité du supplémentaire en général.

g Méthode : Montrer que des sous-espaces
sont supplémentaires

» Raisonner par analyse-synthése : si on a une décom-
position x = a+b, alors... a=... et b = ... (unicité sous
réserve d’existence), et réciproquement de tels a et
b conviennent (d’ou 'existence).

o Montrer que FN G = {0g} (en général plus facile) et
F + G = E (en général moins facile).

+ En dimension finie, utiliser des bases (une conca-
ténation de bases de chaque sev donne une base
de l'espace entier, dite adaptée a la décomposi-
tion E = F& G) ou un argument de dimension
dim F + dim G = dim E et, au choix, soit FN G = {0g},
soit F+ G = E : voir plus loin.

» Reconnaitre les sous-espaces caractéristiques d’'une
symétrie ou d’une projection.

e Plus généralement, reconnaitre les sous-espaces
propres d’'un endomorphisme diagonalisable (voir
cours de réduction).

* Reconnaitre, si F est de dimension finie dans un es-
pace préhilbertien, une décomposition F & F- = E.

Exemples

E1— Dans RF les sous-espaces des fonctions paires et im-
paires sont supplémentaires.

E2— Les sous-espaces BIK[X] et Kgegp—1[X] sont supplé-
mentaires dans K[X].
Définition
Soient Fy,..., F;, des sous-espaces vectoriels de E.

On dit que Fi,..., F, sont supplémentaires dans E
lorsque F; @ --- & F,, = E c’est-a-dire

V)_EEE, 3!(.%1,...,.%n)€F1 X -oox Fy | fzfl+-~-+fn.

Il DImMENSION FINIE

1 Espace de dimension finie

Définition : Espace de dimension fi-
nie

Un IK-espace vectoriel est dit de dimension finie
s’il possede une famille génératrice finie.

Dans le cas contraire, il est dit de dimension infi-
nie.

Exemple
IK[X] n’est pas de dimension finie. Pourquoi ?

2 Dimension, bases extraites et in-
completes
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Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie,
E # {0}.
o E posséde des bases.
o Toutes les bases de E ont méme nombre d’élé-
ments.

Définition : Dimension
Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie.
Si E = {0}, on pose dimE = 0.
Sinon, on note dim E (ou dimy E) le nombre de vec-
teurs de toute base de E.

Exemple

Calculer dimK”, dimK,[X], dimgC, dim¢C,
dimp Cp[X].

On peut démontrer que si K est un sous-corps de
IL et que IL est de dimension finie en tant que K-
espace vectoriel, alors tout espace vectoriel de dimension
finie sur I est un espace de dimension finie sur K et
dim E = dim L x dimy, E.

Propriété

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie n.
Toute famille génératrice de E possede au moins n vec-
teurs, toute famille libre de E possede au plus n vec-
teurs.

Corollaire

Toute famille d’au moins n + 1 vecteurs en dimen-
sion n est liée.

Théoreme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie
n #0, % une famille finie de vecteurs de E.

B est une base de E si et seulement si elle contient
n=dimE vecteur et elle est libre ou génératrice.

Remarque

Dans la pratique, on montre que le famille est libre et
possede le bon nombre de vecteurs.

Théoréeme : de la base extraite

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie,
E # {0}. De toute famille génératrice de E, on peut ex-
traire une base de E.

Théoréme : de la base incompleéte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie
n # 0. On peut compléter toute famille libre de vecteurs
de E en une base de E.

De plus, les vecteurs pour compléter peuvent étre
choisis dans n’importe quelle famille génératrice de E.

Corollaire

Si E un K-espace vectoriel de dimension finie
n #0, 9 une famille génératrice de E et £ une sous-
famille libre de 4.

Alors on peut trouver une base 98 de E telle que £
soit une sous-famille de 9 et 98 soit une sous-famille
4.

3 Dimension d’un produit d’espaces
vectoriels

Si  E,...,.E, sont des espaces de di-
mension finie, E; x ... x E, [lest encore et
dimE; x...x E, =dimE; +...+dimE,,.

Si E est de dimension finie, E" I'est encore et
dimE" = ndimE.

4 Dimension des sous-espaces

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie, F
un sous-espace de E.

Alors F est de dimension finie et dimF < dimE
avec égalité si et seulement si F = E.

Lentier dim E — dim F est appelé codimension de
F dans E.

Définition : Droites, plans, hyper-
plan

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie 7.

Un sous-espace de dimension 1 est une droite vec-
torielle de E, un sous-espace de dimension 2 est un
plan vectoriel de E, un sous-espace de codimension
1, donc de dimension n —1 est un hyperplan de E.

5 Rang d’une famille de vecteurs

Définition : Rang d’une famille de
vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel, & une famille d’élé-
ments de E.
On appelle rang de & I'entier rg# = dim(Vect%).

Remarque
Si E est de dimension finie n, alors rg.% < n.

Soit E un IK-espace vectoriel, & une famille d’élé-
ments de E.
(i) SiF' estune sous-famille de &, rgF <rg%.
(i) Si & est finie, & est libre si et seulement si elle
contient rg & vecteurs.

Remarque

En dimension finie, la méthode du pivot de Gaul3 permet
de déterminer le rang d’'une famille de vecteurs.
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6 Somme directe et supplémentaire

Soit E un IK-espace vectoriel, Fy,...,F, des sous-
espaces de dimension finie, B, une base de F;, € la
famille obtenue en mettant bout a bout les %y, (conca-
ténation).

On a toujours que € engendre H = Fy +---+ F,, et

les F; sont en somme directe si et seulement si € est
libre donc une base de H.

On dit alors que la base €6 de H est adaptée a la
décomposition H=F, & --- & F,,.

n
On a alors dim(F; & ---® F,) = )_ dimF;.
i=1

Corollaire

Soient F,..., F;, des sous-espaces vectoriels de E

n
de dimension finie, alors Z F; est de dimension finie et
i=1
n n
dim| ) F;| <) dimF; avec égalité si et seulement si
i=1 i=1
la somme est directe.

Corollaire

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie,
F,...,F, des sous-espaces de E.

Fy,...,F, sont supplémentaires dans E (ie
E=F @&---&F,) si et seulement si deux des trois
propriétés suivantes sont vraies :

1. E=F1+---+ F.
2. La somme est directe.

n
3. dimE=)_ dimF;.
i=1

Remarque

En particulier, pour deux sous-espaces, F et G sont sup-
plémentaires dans E (ie E = F & G) si et seulement si deux
des trois propriétés suivantes sont vraies :

1. E=F+G.

2. FnG={0}
3. dimE =dimF +dimG.

Corollaire

Tout sous-espaces vectoriel F d’'un IK-espace vec-
toriel de dimension finie E admet un supplémentaire
dans E.

De plus, si p =dimF et n =dimE, tout supplémen-
taire de F est de codimension p, c’est-a-dire de dimen-
sion n—p.

7 Formule de Grassmann

Propriété : Formule de Grassmann

Soit E un IK-espace vectoriel et F, G des sous-
espaces de dimension finie.

dim(F + G) =dimF + dim G —dim(F n G).

Il APPLICATIONS LINEAIRES

1 Généralités
e Définition
Définition : Application linéaire
Soient E et F deux IK-espaces vectoriels et

u:E—F.
On dit que u est une application linéaire lorsque

VX JEE, u(X+y)=u®@+u@

VX€EE, VAeK, u(Ax) =Au(X)
ce qui s’écrit aussi
V% JeE, VAeK, u(X+1¥)=u®+Au@).

On note Z(E, F) I'ensemble des applications linéaires
de E vers F.
e Si u est bijective, on parle d'isomorphisme
(d’espaces vectoriels).
e Si E =F, on parle dendomorphisme et on note
L(E)=%(E,F).
e Si E = F et u est bijective, on parle
d’automorphisme.
e Si ue Z(E,X), on dit que f est une forme li-
néaire.
e On note Z(E,K) = E* appelé dual de E I'en-
semble des formes linéaires sur E.

Remarques

R1— Ne pas confondre E* et E\{0g}.

R2— Une application linéaire est en particulier un mor-
phisme de groupe de (E,+) sur (F +).

Exemples
E1— Dérivation, intégration.
E2— Homothéties vectorielles
E3— Morphisme d’évaluation de EP dans E.

E4 — Morphisme des fonctions polynomiales associées aux
polynémes.

E5 — Latrace sur .4, (K).
E6— La transposition sur .4y, (IK) vers 4y, n (K).
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Définition : Morphisme d’algébre

Soit (o, +,%,-), (B,+,x,-) et f:of — B.

On dit que f est un morphisme d’algébres lorsque
o f estlinéaire,
e Vx,yedl, flxxy =[f(x)xf(y)
* fly)=1g.

Q Propriétés

Soient E, F, G trois IK-espaces vectoriels et
ue £(EF).

(i) u(0g) =0
(II) VJ_él,...,)_Z'nEE, V/ll,...,/lnE]K,

n n
u (Z /l,ic'i) =) Aiu(E).
i=1 i=1
(iii) Si A est une partie de E, u (Vect A) = Vect(u(A)).

(iv) Si E' est un sous-espace vectoriel de E,
wp € L(E,F) (u induit une application linéaire

surE').
(v) Si u est biective (isomorphisme) alors
u'le L(EE).

(vi) (£(E,F),+,-) estun IK-espace vectoriel.
(vii) Siue £(E,F) etve £(F,G), voue Z(E,G).

(viii) Si E' est un sous-espace vectoriel de E et F'
est un sous-espace vectoriel de F, u(E') est un
sous-espace vectoriel de F et u~'(F') est un sous-
espace vectoriel de E.

e Noyau et image
Définition : Noyau et image

Soit ue Z(E,F).
¢ Le noyau de u est
Keru=u"' ({0r}) = {X€ E | u(X) =0r} € 2(E).

o Limage de u est

Imu=u(E) ={u(X) ; XcE} e 2(F).

Remarque

Limage de u est en fait 'image de u vu comme simple
fonction et le noyau de u est le noyau de u vu comme un
morphisme de groupes additifs.

Soitue #(E,F).

(i) Imu et Ker u sont des sous-espaces vectoriels de
F et E respectivement.

(ii) u est injective si et seulement si Ker u = {0g}.
(i) u est surjective si et seulement silmu = F.

(iv) Si E' est un sous-espace vectoriel de E, alors
Ker (ujp') = E'nKeru et Im (y ) = u(E").

0 Rang

Soitue ¥£(E,F) avec E ou F de dimension finie.
Alors Tmu est de dimension finie au plus
min(dimE,dim F).

Définition : Rang

Soit ue Z(E, F), E ou F de dimension finie.
On appelle rang de u I'entier rgu = dim(Im ).
Si % est une base de E, alors rgu =rg (u(%)).

Remarque
On a toujours rgu < min(dim E, dim F).

On ne change pas le rang en composant a gauche
ou a droite par un isomorphisme.

2 Endomorphismes

e Structure d’algébre

(ZL(E),+,0,-) est une K-algebre non commutative
et non intégre si dimE > 2.

Notation

Si u,ve L(E), on note uv=uov, u" =uo---ou
———

n fois
pour ne IN* et u® =idg.
A 7 gu g ~ a
Définition : Polynéme en un endo-
morphisme

SiP=ay+a X +---+a, X" € K[X], on peut définir
P(u)=apidg+aju+---+a,u”.

Lorsque P(u) = 0, on dit que P est un poly-
néme annulateur de u.

Si u € Z(E),
(K[X])J’-)Xr') - (g(E))+rO)')

I'application

est un mor-
P —  P(u)

phisme de K-algébres.
/\En particulier, (P x Q)(u) = P(u) o Q(u).

Remarque

Deux polynémes en u commutent.
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Propriété : Binbme

Siu,ve Z(E) tels que uov = vou, alors pour tout
nelN,

(w+v)" = i (n)ukv”_k
=) |, .
k=0

Q Groupe linéaire
-~
Définition : Groupe linéaire

Lensemble des automorphismes de E est noté
4 £ (E) appelé groupe linéaire de E.

(Y %£(E),o) estun groupe.

G‘ Projecteurs
Définition : Projection
Soit E un IK-espace vectoriel, et F, G deux sous-
espaces supplémentaires : Fe G=E.
Tout vecteur X de E se décompose de maniére
unique sous la forme X = Xg + Xg ou Xr € F et X € G.

On appelle projection (ou projecteur) sur F paral-
lelement a G 'application

On définit de méme la projection g sur G paralléle-
ment a F.
On dit que les projections p et g sont associées.

Avec les notations ci-dessus :

*pqeZL(E) ep+tq=idp e pog=qop=0gc

Propriété : Caractérisation

p est une projection (vectorielle) sur E si et seule-
ment si p € (E) et p> =pop = p.
Dans ce cas,
() ImpeKerp=E

(i) p est la projection sur
F=Imp=Invp=Ker(p—idg)
parallélement a G = Ker p
Remarques

R1— A savoir retrouver sur un dessin.

R2— On retiendra que

XeF=Imp < XeKer(p-idg) < p(X) =X.

Exemple

Projection sur &2 (fonctions paires) parallelement a .#
(fonctions impaires) ?

g Méthode : Etude d’une projection
Reconnaitre et étudier une projection, c’est
1. vérifier que p € Z(E) et pop = p pour un endomor-
phisme, ou P? = P pour une matrice.

2. Chercher F =Ker(p —idg) et G =Kerp.

° Symétries
Définition : Symétrie

Soit E un IK-espace vectoriel, et F, G deux sous-
espaces supplémentaires : F& G = E.

Tout vecteur X de E se décompose de maniére
unique sous la forme X = Xg + Xg ol Xp € F et Xg € G.

On appelle symétrie sur F parallélement a G 'ap-

B = g

plication s : ie s=p—q avec les

-

X = XF — 55(;
notations précédentes.

(i) s€ L(E)

(i) Si p projection sur F parallelement a G,
s=2p—idg.

Propriété : Caractérisation

s est une symétrie (vectorielle) sur E si et seule-
ment si s € (E) et s> = sos=idg.
Dans ce cas,
(i) Ker(s—idg) @ Ker(s+idg) = E
(i) s est la projection sur F = Ker(s —idg) paralléle-
ment a G =Ker(s +idg)

Remarque

Si F={0g}, alors G = E et s = —id : symétrie centrale.

g Méthode : Etude d’une symétrie
Reconnaitre et étudier une symétrie, c’est

1. vérifier que s € Z(E) et sos =idg pour un endomor-
phisme, ou S2 = I,, pour une matrice.

2. Chercher F =Ker(p —idg) et G =Ker(p +idp).

e ‘Affinités
Définition : Affinité
Soit E un IK-espace vectoriel, et F, G deux sous-
espaces supplémentaires : Fe G = E.

Tout vecteur X de E se décompose de maniére
unique sous la forme X = Xr + Xg ou Xr € F et X € G.
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On appelle affinité de base F de direction G et de

rapport k € K 'application f : ie

=

X — )?F + k}?G
fx = p+ kq avec les notations précédentes.

Remarque
On retrouve homothéties, projections, symétries.

Propriété : Caractérisation

f est une affinité si et seulement si f € £L(E)
et f = idg ou bien on a k € K tel que
Ker(f —idg) @ Ker(f — kidg) = E.

Il s’agit alors de l'affinité de base Ker(f —idg), de
direction Ker(f — kidg) et de rapport k.

3 Détermination d’une application li-

néaire

o Image d’une base

Soit E un K-espace vectoriel et B = (é;);c; une
base de E. Pour X € E, on note (x;);c; Ses coordonnées
dans 2.

Alors  pour tout i € I, [lapplication

E — K

Qi est une forme linéaire (i¢ co-
X — Xi

ordonnée).

Soient E,F deux espaces vectoriels, B = (&;);cr
une base de E et & = (fi)id une famille de vecteurs
deF.

Il existe une unique application linéaire u € £ (E, F)
tellequeViel, u(é;)=f;.

Corollaire

Soit %8 une base de E, u,ve £ (E,F).
Alors u = v si et seulement si u(%8) = v(%A).

Soit 2 une base de E, u€ £ (E, F).
e u estinjective si et seulement si u(98) est libre.
e u est surjective si et seulement si u(98) en-
gendre F.
e u est un isomorphisme si et seulement si u(98)
estune base de F.

Remarque

u e Z£(E,F) est un isomorphisme si et seulement si
'image d'une base de E par u est une base de F.

G Applications linéaires et dimensions

Soient E et F deux IK-espaces vectoriels de dimen-
sion finie.
Alors dimE = dim F < E et F sont isomorphes.

Remarque

Létude de I'espace vectoriel r IK? se reporte sur tout K-
espace vectoriel de dimension p.

Soient E,F deux IK-espaces vectoriels de dimen-
sion finie tels que dimE =dim F et u € £(E, F).

Alors u est injective <= u est surjective < u est
bijective.

Remarque

C’est en particulier le cas pour tout endomorphisme en
dimension finie.

Exemple
Kulx] — ]KnJrl .
u ou
P —  (P(x0), P(x1),..., P(xn))
Xo,-..,Xn sont deux a deux distincts est facilement injectif
(noyau reduit a O [x7) et dimIK,[X] = dimK"*1 donc c'est
un isomorphisme, ce qui redonne le résultat de l'interpolation
de Lagrange.

Soit E et F deux IK-espaces vectoriels de dimen-
sion finie tels que dimE = dimF = n et u € Z(E, F).
Les propriétés suivantes sont équivalents :

(i) u isomorphisme (iii) u est inversible a

(i) u est inversible a droite

gauche (iv) 1gu=n

G Dimension de #(E, F)

Soit E et F deux IK-espaces vectoriels de dimen-
sion finie.

Alors <%(E,F) est de dimension finie et
dim £ (E,F) =dimE x dimF.

Remarque

Af(E) est de dimension (dim E)2.

° Décomposition d’applications linéaires

Théoréeme

p
Si E = @E; et pour tout i, u; € £L(E;, F), alors il
i=1
existe une unique application linéaire u € £ (E, F) telle
que pour tout i, uig, = u;.
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4 Théoréeme du rang

Théoréme : du rang

ue Z(E, F) induit un isomorphisme de tout supplé-
mentaire H de Ker u surImu.

Si, de plus, E est de dimension finie,
dimE = dimKer u + rg u.

Remarque

AEn général, Keru et Imu ne sont pas supplémen-
taires.
Exemple

u:(x,y)— (0

Corollaire

Si E est de dimension finie, u est injective si et
seulement sitgu = dimE.

Si F est de dimension finie, u est surjective si et
seulement sitgu =dimF.

5 Formes linéaires et hyperplans
E désigne un IK-espace vectoriel de dimension finie non
nulle. - "
Définition
On rappelle que les formes linéaires sont les
¢ € Z(EK) et que E* = £(E,KK) est appelé espace
dual de E.

Remarque
dimE* =dimE.

Théoreme : Caractérisation des hy-

perplans

Soit H un sous-espace vectoriel de E. Les proprié-
tés suivantes sont équivalentes :
(i) H estun hyperplan.

(i) H est un supplémentaire de toute droite D ¢ H.
(iii) H est un supplémentaire d’'une droite D ¢ H.

(iv) H est le noyau d’'une forme linéaire non nulle :
dpe E*\{0p+}, H=XKerep.

Corollaire

Soient<p1,(p2 € E*\ {0p+}.

Kerg; =Kerg, <= I e K*, @1 = Agp,.

Remarque : Equation d’un hyperplan

Si B = (é1,...,én) est une base de E et H = Kerg un
hyperplan.
Pour tout X€ E, X=x1é; + -+ x, &y, donc

@(X) = x190@1) + -+ xp0(Ep).

Si on note a; = ¢(é;), on obtient
XeH=ajx;+-+apxy=0.

Réciproquement, toute équation de H donne une telle
forme linéaire ¢.

La propriété précédente nous dit que toutes les équa-
tions de H sont colinéaires.

Propriété : Systeme d’équations

d’un sous-espace

Si F est un sous-espace vectoriel de E avec
dimE = n et dimF = p tels que p < n, alors F est
lintersection de n— p hyperplans distincts.

Remarque

Cela traduit le fait que le sous-espace puisse étre décrit
par un systeme de n — p équations indépendantes.

IV SOLUTIONS DES PROBLEMES LI-

NEAIRES

Définition : Probléme linéaire

Un probléme linéaire est un probleme conduisant
a une équation du type u(x) =bouue £(E,F)etbe F
un vecteur fixé, 'inconnue x étant un vecteur de E.

L'ensemble des solution de cette équation est
e soitvide (sib¢Imu)

e soit un sous-espace affine de E de direction
Ker u, donc de la forme

X0 + Keru

ou xg est une solution particuliere et Keru est
I'espace vectoriel des solutions de I'équation ho-
mogene u(x) =0r.

Exemples

E1— Equations différentielles linéaires
E2— Suites arithmético-géométriques.
E3 — Systemes linéaires.

E4 — Interpolation de Lagrange

]K[X] . ]Kn+l
p —_ (P(xo)r“'rp(xn))

Connaissant une solution Py, 'ensemble des solutions
est Pg +Keru.
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