J. LAROCHETTE VERSION DU 27 SEPTEMBRE 2021

CHAPITRE

Structures algébriques + & gauche lorsaue

VYabeE, xxa=xxb=—a=D>b

» adroite lorsque

I GROUPES ET SOUS-GROUPES

YabeE, axx=bxx=a=Dhb

1 Structure de groupe
- - On dit que x est régulier lorsqu’il I'est a gauche et

Définition : Groupe a droite.

On appelle groupe tout couple (G,*) ou G est un
ensemble tel que

(G1) * est une loi de composition interne sur G

Propriété

Tout élément inversible de (E, x) est régulier.

(G2) « est associative
(G3) G admet un élément neutre pour *
(G4) Tout élément de G admet un symétrique dans
G pour *. Si (G, %) est un groupe, alors tout élément de G est
régulier.
Si, de plus, x est commutative, on dit que (G, x) est
un groupe commutatif ou groupe abélien. -
Si (G, %) est une groupe et a € G fixé.
2 Puissances ou itérées d’un élément G — G
- - Les applications ¢, : et
Définition : Itérées d’un élément X — a*xx
Soir E un ensemble muni d’'une loi de composition G — G o
interne x (notée multiplicativement) associative et pos- Va: sont bijectives.

sédant un élément neutre e. 2 > Xxa

Pour tout x € E et tout n € IN, on définit récursive-

ment
" {e sin=0 Corollaire

X =
x" 1% x sinon. Si (G, ) est une groupe et a € G fixé.
G={axx, xeGl={xxa, xeG}.

Soient x,y € E et n,me IN.

4 Groupe produit

Propriété : Groupe produit

Soit (G, %) et (H,A) des groupes.
Pour tout (g, h) et (g',h') dans G x H, on pose

(i) x™M = x"%x™ = x"Mxx". (iv) Si x est inver-
(ii) (x™™ = x"M = (x™". sible, x" est
inversible et

(iii) Si x*y = yxx, (x")_l _ (x_l)n.

(x%y)" =x"*y". @ WT (g, h)=(gxg hAk).

. a Alors (G x H, T) a une structure de groupe.
jlotatiof] Si, de plus, les lois x et A sont commutatives, alors
Si x € E inversible et n € IN, on note x~ " I'élément T lest.
—1\n
(x)"

5 Sous-groupes

3 Regma"te e Définition et caractérisation
Soit" E un ensemble muni d’une loi de composition in- — Définition : Sous-groupe —
terne associative x et possédant un élément neutre e.
’ Définition : Régularité ) Soit (G, %) groupe. On note *| 2 la restriction & H?
. ) L . . de la loi *.
. Soit x € E. On dit que x est régulier (ou simpli- On dit que H est un sous-groupe de (G,x) si
25 Hc G et (H, *|2) est un groupe.

On note parfois H < G.

1. On dit que (E, %) est un monoide.
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Propriété : Sous-groupes triviaux

Soit (G, %) groupe. G et {eg} sont des sous-groupes
de (G, x) appelés sous-groupes triviaux.

Soit H un sous-groupe de (G, ).

(i) (H,x) posséde le méme élément neutre que
(G, *).

(i) Si x € H, alors x a méme inverse dans (H, x) et
dans (G, x).

Propriété : caractérisation des

sous-groupes

Soit (G, %) un groupe (multiplicatif). Les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) H est un sous-groupe de (G, %)
HcG
| H#2 (egeH)
(i) <
H eststable parx : Yx,ye H, x*xy€H

H est stable par inverse : YVx€ H, x ‘e H

HcG
(i) § H#2@ (ege€ H)

Vx,yeH, xxy leH

Q Intersection et réunion

Soit (G, %) un groupe et (H;) e une famille de sous-
groupes de (G, x). Alors N;er H; estun sous-groupe de
(G, %).

G Sous-groupes de (7, +)
- Notation -

Pour tout a € Z, on note aZ = {ak, ke Z}.

Propriété : Sous-groupes de (7, +)

Les sous-groupes G de (Z,+) sont exactement les
aZ. pour a€ N.
De plus, si G # {0}, a=min(GNIN*).

6 Morphismes
e Définition
“ Définition

Soient (G, %) et (G, «) deux groupes.

f:(G,*) — (G’, -) est un morphisme de groupes
si et seulement si

(MG) V(x,9)eG? flxxy)=fx)ef(y)

Définition

Lorsque (G,*%x) = (G, on parle
d’endomorphisme de groupes.

Lorsque f est bijective, on parle d’'isomorphisme.

Lorsqu’il existe un isomorphisme entre G et G', on
dit que G et G’ sont isomorphes.

Lorsque f est bijective et G = G/, on parle
d’automorphisme.

Si f: (Gx) — (G,s) est un morphisme de
groupes, alors f(eg) = eg et pour tout x € G,

£ (sym() = sym(f (x)).

Propriété

En notation multiplicative, si f : (G, %) — (G, ) est
un morphisme de groupes, pour tout x € G et pour tout
keZ, f(x¥)=fk.

Si f:(G,*) — (G,e) et g: (G,+) — (G",A) sont
des morphismes de groupes, alors go f en est encore
un.

° Noyau et image
“ Définition
Soit f: (G, %) — (G',») un morphisme de groupes.
e On appelle noyau de f I'ensemble

Kerf = fTV (feg}) = {x€G | f(x) = eg} =G.

Ainsi, x eKer f < f(x) = eg.

* On appelle image de f 'ensemble
Imf=f(G={f(x), xeG =G

Ainsi, yeIm f < 3Jx€G, y=fx).

Soit f: (G,*) — (G, ) un morphisme de groupe.
 f estinjectif si et seulement siKer f = {eg}.
o f est surjectif si et seulement silm f = G'.
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Soit f: (G,*) — (G, ) un morphisme de groupes.

(i) Si H est un sous-groupe de (G, %), alors f(H)
est un sous-groupe de (G, o)

(ii) Si H' estun sous-groupe de (G',#), f"V(H') est
un sous-groupe de (G, %).

Soit f: (G,*) — (G, ) un morphisme de groupes.
Alors Ker f est un sous-groupe de (G, %) etIm f est
un sous-groupe de (G', ).

3 Isomorphismes

Soit f : (G,x) — (G',s) un isomorphisme de
groupes.

Alors f~! est un isomorphisme du groupe (G',s)
sur le groupe (G, x).

Il ANNEAUX ET CORPS

1 Anneaux
“  Définition : Distributivité
Soit E un ensemble et x et T deux lois de compo-
sition interne sur E, on dit que x est distributive sur T
lorsque V (x, y, z) € E3,

Xx (yTz)=(x*y)T(x*2),

(YT2)*kx=(y*xx)T(z* x).

Définition : Anneau
On dit que (A, +, x) est un anneau lorsque

(A1) (A,+) est un groupe abélien. Lélément
neutre est noté 0 4.

(A2) x est une loi de composition interne asso-
ciative admettant un élément neutre appelé
unité de A, noté 14.

(A3) x est distributive sur +.

Lorsque, de plus, x est commutative, on dit que
(A, +, x) est un anneau commutatif.

2 Groupe des inversibles
“  Définition

Soit (4, +, x) un anneau.

a € A est dit inversible si et seulement s'il est sy-
métrisable pour x.

Son symétrique est appelé inverse de a, noté a .

On note U ou U(A) ou A* I'ensemble des inver-
sibles de A.

Propriété : Groupe des inversibles

Si (A,+, x) anneau, alors (Uy, x) est un groupe ap-
pelé groupe des inversibles de A.

3 Calculs dans un anneau

Soit (A, +, x) un anneau. Soient a,be A et ne IN.

e Siaxb=bxa,
(ab)* =a"b".

e Formule du binéme de Newton : Si
axb=>bxa,

" n
(a+b)"=Y | |a*p" .
=0 \k
o Factorisation® de a" —b" :Siaxb=bxa
a"-b"=(a-b) (a”*1 +a" %b+...+ab" %+ b"il)

n-1

=(a—-Db) Z akp"1k,
k=0

o Somme géomeétrique : En particulier, pour tout
X€EA;

n—1
La—x"=0a-x)x Y xF
k=0

a. parfois appelée formule de Bernoulli

4 Corps
Définition
Soit IK un ensemble, +, x deux lois de composi-

tion internes sur K. On dit que (IK,+, x) est un corps
lorsque

o (KK, +, x) est un anneau commutatif.

e K\ {0k} est non vide et tous ses éléments
sont inversibles (c’est-a-dire K # {0k} et
Uk = K* =K\ {0k}.)

ou, de maniere équivalente,
e (KK, +) est un groupe abélien,
o (K\ {0k}, x) estun groupe,
» x est commutative et distributive sur +.

5 Intégrité
- Définition : Anneau intégre

Un anneau (A, +, x) est dit intégre si

e A est commutatif,

o A#{04} cest-a-dire 14#04,

o A nadmet aucun diviseur de zéro, c’est-a-dire

VYa,be A axb=04—=a=040ub=04.
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Propriété

Soit (A,+,x) un anneau intégre, n € IN* et
(ai,...,a,) € A".

Si pour tout k € [l,n], ar # 0a, alors
ay x---xap#0,.

Propriété

Soit (A, +, x) un anneau intégre.
Tout élément non nul de A est régulier (ie simpli-
fiable) pour x

Propriété

Tout corps est un anneau commutatif intégre.
La réciproque est fausse.

6 Anneau produit

Propriété : Groupe produit

Soit (A, +, x) et (B, ®,®) des anneaux.
Pour tout (a, b) et (a’,b’) dans A x B, on pose

(a,b)+(a',b') = (a+d,bo ')
(a,b) x (a',b') = (axa',be D)

Alors (A x B, +, x) a une structure d’anneau.
Si, de plus, les lois x et ® sont commutatives, alors
x l'est.

Propriété

Si (A, +,x) et (B,+,x) sont deux anneaux, alors
Uaxp=Up x Ug.
De plus, si(a,b) € Uaxg, alors (a,b)™' = (a1, b71).

7 Sous-anneau et sous-corp

Définition : Sous-anneau

Soit (A, +, x) un anneau. On dit que B est un sous-
anneau de (A, +, x) lorsque

° BCA
e 1,€B

* (B,+lp2, x|52) est un anneau.

Propriété : Caractérisation des
sous-anneaux
B est un sous-anneau de (A, +, x) si et seulement
Si

BcA

(B, +) est un sous-groupe de (A, +)

B eststable par x : Yx,yeB, xxy€eB

1,€B

ou, de maniere équivalente,

Bc A
140€B

Vx,y€B, x+yeB, —xeB et xxy€eB

ou encore
BcA
1,€B
Vx,yeB, x—yeB et xxy€eB

Définition : Sous-corps

Soit (IK, +, x) un corps. On dit que (I, +, x) est un
sous-corps de (K, +, x) lorsque IL ¢ K et (L, +y2, x|y2)
est un corps.

Propriété : Caractérisation des
SOus-corps

(IL, +, x) est un sous-corps de (IK, +, x) si et seule-
ment si

LcK

(IL, +) est un sous-groupe de (KK, +)

(L\ {0}, x) estun sous-groupe de (IK\ {0}, x)

ou, de maniere équivalente,

LcK

L\iok}#9 (gel)
Vx,yel, x—yel
Vx,yeL\{0k}, xy tel

8 Morphismes d’anneaux

-

Définition : Morphisme d’anneaux

Soient (4, +, x) et (A’,®,®) deux anneaux.
f:(A+,%x) — (A, @) est un morphisme d’an-
neaux si et seulement si
(MA1) Y (a,b) € A%, f(a+Db)=f(a)® f(b)
(ie f:(A+) — (A, ®) morphisme de
groupes)
(MA2) VY (a,b) € A?, f(axb)=f(a)® f(b)
(MA3) f(1a)=1u

On parle aussi, d’endomorphisme,
d'isomorphisme et dautomorphisme danneaux.

Kerf = fCV({04}) = {ac Al f(@ =0y} est le
noyau de f.

Im f = f(A) ={f(x), x€ A} est 'image de f.
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Soit f: (A, +, x) — (B,®,®) est un morphisme d’an-
neaux.

(i) Si a est inversible dans A, alors f(a) I'est dans
Betf(a)=(f@) "

(i Si f est un  isomorphisme  alors
f!:(Be® — (A+x) est aussi un iso-
morphisme d’anneau.

(iii) Si g (B,®,® — (C,+,%) est
aussi un  morphisme  danneau, alors
gof: (A +,x)— (C,+, %) l'est encore.

Définition : Morphisme de corps

Soient (K, +, x) et (K',®,®) deux corps.

f: K+ x) - (K &) est un morphisme de
corps si et seulement s’il s’agit d’'un morphisme d’an-
neaux.

i IDEAL D’UN ANNEAU COMMUTA-
TIF

1 Généralités
“ Définition : Idéal
Soit (A, +, x) un anneau commutatif et I < A. On dit
que I est un idéal de (A, +, x) lorsque
(11) I estun sous-groupe de (A4, +)

(2) Yae A, Vxel, axel.

Soit (A, +, x) un anneau commutatif. {04} et A sont
des idéaux (triviaux) de (A, +, x).

Ce sont les seuls idéaux si de plus (A,+, x) est un
corps.

Propriété

Soit f: (A,+,%x) — (A,®,®) un morphisme d'an-
neau. Alors Ker f est un idéal de (A, +, x).

2 Somme et intersection d’idéaux
Soit (A4, +, x) un anneau commutatif.

Soient 1, ] des idéaux de A. On note
I+]={x+y xel,ye]}

(i) I+ ] estun idéal.
Il s’agit du plus petit idéal de A (au sens de I'in-
clusion) contenant les idéaux I et J.

(i) InJ estun idéal.
Il s’agit du plus grand idéal de A (au sens de I'in-
clusion) contenu dans les idéaux I et J.

3 Idéal principal
Soit (4, +, x) un anneau commutatif.

Soit x € A. On note
(x)=xA={xa,ac A}.

C’est un idéal de A, appelé idéal engendreé par x.

Définition : Idéal et anneau principal
o Tout idéal de la forme (x) (donc engendré par un
seul élément) est dit principal.
« Un anneau commutatif est dit principal lorsque
(AP1) C’est un anneau integre
(AP2) Tous ses idéaux sont principaux.

Théoreme

Lanneau Z. est principal.

4 Divisibilité dans un anneau integre
Soit (A,+, x) un anneau commutatif intég‘re.
Définition : Divisibilité
Soient a, b € A.
On dit que b divise a ou que a est multiple de b

lorsqu’il existe g € A tel que a = bg. On note b|a.
a et b sont dit associés lorsque alb et b|a.

Propriété : Caractérisation avec les
idéaux

Soient a,b € A.
b divise a si et seulement si a € (b) si et seulement
si(a) < (b).

Soient a,b € A.

a et b sont associés si et seulement si (a) = (b) si
et seulement s’il existe q € Uy tel que b = qa.

IV LA STRUCTURE D’ALGEBRE

1 Algebre et sous-algebre

Définition : Structure d’algébre

On dit que (<, +, %, -) est une IK-algebre lorsque
o (of,+,-) est une IK-espace vectoriel,
e (af,+,x) est un anneau,

o Pseudo-associativité :
VAeK, Vx,yed, A-(xxy)=A-x)xy=xx(A-y).

On a aussi une notion de sous-algebre : c’est simulta-
nément un sous-espace vectoriel et un sous-anneau, donc
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stable par combinaisons linéaires et par produit et contenant
l'unité.
Propriété : Caractérisation des

sous-algebres

Soit (o, +, x,-) est une IK-algébre. % est une sous-
algebre de («,+, x,-) lorsque

(SAI1) Bcof
(SAI2) 1,€ %
(SAIB) Vx,ye B, VAeK, x+AyeRB
(SAl4) Vx,ye B, YAeK, xxyeRB

Lintérét principal des algébres est de pouvoir évaluer
un polynéme a ceefficients dans K en un élément d’'une K-
algebre : _ N
Définition
SiP=agy+my X+--+a,X"eK[X] et x€ <o, On
n
pose P(x) = Z akxk =aply+amx+---+a,x".
k=0
Attention a ne pas oublier 'unité de f !

2 Morphismes d’algebres

Définition : Morphisme d’algébre

Soit (&, +, x,+), (B, +,x,-) et f: o4 — ZB.Ondit que
f est un morphisme d’algébres lorsque

(MAI1) f est linéaire ie,
Vx,yed, YAeK, f(x+Ay)=fx)+Af(y)

(MAI2) Vx,yest, flxxy)=fx)xf(y)

(MAIB) f(1y)=1g.

Soit (of,+, x,-) une IK-algébre et x € <f .

o KiXx] — «
Alors l'application f : est un
P — P

morphisme de IK-algébres.

V COMPLEMENT : SOUS-GROUPES
DE (IR, +)

Soit G est un sous-groupe de (R, +).
Alors G est soit dense dans R, soit discret (de la
forme aZ.).
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