J. LAROCHETTE

VERSION DU 22 SEPTEMBRE 2021

CHAPITRE

Structures algébriques

Extrait du programme officiel :

L'étude des structures algébriques permet d’approfondir plusieurs points abordés en premiere année : arithmétique de Z. et de KK[X], congruences,

algebre linéaire, groupe symeétrique, groupes issus de l'algebre linéaire et de la géométrie des espaces euclidiens. Ce chapitre gagne a étre illustré par de

nombreux exemples.

Le paragraphe relatif aux polynémes permet de revenir sur I'étude menée en premiére année, dans un cadre étendu et dans un esprit plus algébrique,

mettant I'accent sur la notion d’idéal.

Sans soulever de difficulté, on signalera que les notions d’algébre linéaire étudiées en MPSI s’étendent au cas ou le corps de base est un sous-corps de

C.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Groupes et sous-groupes

Groupe. Produit fini de groupes.
Sous-groupe. Caractérisation.
Intersection de sous-groupes.

Sous-groupes du groupe (Z, +).

Exemples issus de 'algébre et de la géométrie.

b) Morphismes de groupes

Morphisme de groupes.

Image et image réciproque d’un sous-groupe par un morphisme. Image et
noyau d’un morphisme. Condition d’injectivité d'un morphisme.

Isomorphisme de groupes. Réciproque d’un isomorphisme.

Exemples : signature, déterminant.

Exemple : groupe spécial orthogonal d’'un espace euclidien.

e) Anneaux

Anneau. Produit fini d’anneaux.

Sous-anneaux. Morphisme d’anneaux. Image et noyau d’'un morphisme. Iso-
morphisme d’anneaux.

Anneau intégre. Corps. Sous-corps.

Les anneaux sont unitaires.

Les corps sont commutatifs.

f) Idéaux d’un anneau commutatif

Idéal d’'un anneau commutatif. Le noyau d’'un morphisme d’anneaux est un
idéal.

Idéaux de Z.

Interprétation de la divisibilité en termes d’'idéaux.

h) Anneaux de polynémes a une indéterminée

Dans ce paragraphe, K est un sous-corps de C.

Idéaux de K[X].
PGCD de deux polynémes.

Relation de Bézout. Lemme de Gauss.

Irréductible de K[X]. Existence et unicité de la décomposition en facteurs
irréductibles.

Par convention, le PGCD est unitaire.
Extension au cas d’'une famille finie.

< 1: algorithme d’Euclide étendu sur les polyndmes, recherche simultanée
du PGCD et des coefficients de Bézout.

Les étudiants doivent connaitre les irréductibles de C[X] et R[X].
L'étude des polynémes sur un corps fini est hors programme.

i) Algébres

Algebre.

Sous-algebre.

Morphisme d’algebres.

Les algébres sont unitaires.
Exemples : K[X], £(E), 4n(K), F(X,K).
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| GROUPES ET SOUS-GROUPES

CoOoONNOOOOaOPr~WONODN

1 Structure de groupe

Remarque : Quelques rappels :

o Elle est dite

* associative lorsque

ExE — E

« Loi de composition interne sur un ensemble E : toute application x :

(x,y) — xxy

Y (X, 1,2 €ES, (X)) *xz=x%(y*2)
¥ y

(que 'on peut alors noter x * y * z.)

* commutative lorsque

Exercice
S'il existe, I'élément neutre est unique.

V(x,y)EEz, XXy=y*xX.

« On dit que e est élément neutre pour % si pourtout xe E, x xe=e* x = x.

* Notation additive : 0x = e avec e souvent noté 0 ou 0z appelé élément nul.

* Notation multiplicative : x° = e avec e souvent noté 1 ou 15 appelé élément unité.

STRUCTURES ALGEBRIQUES - PAGE 2


https://mp1.prepa-carnot.fr

J. LAROCHETTE VERSION DU 22 SEPTEMBRE 2021

o Un élément x de E est dit symétrisable pour x siona ye Etelque xxy=yxx=e.

Exercice
S'il existe, y est unique.

* Notation additive : on parle d’'opposé, noté —x. Pour x + (—y), on note x—y.

* Notation multiplicative : on parle d’'inverse, noté x~ 1.

A’;‘ n’a pas de sens en général : cela désigne x x y~ L ou y L x x?

Exemple
L'élément neutre e (lorsqu’il existe) est toujours symétrisable, de symétrique lui-méme.

Etre symétrisable & gauche ou a droite ne suffit pas.

Exemple
Sur EE pour o, I'élément neutre est idg.
x (3geEE, fog=gof=idg) < f bijective (ie inversible pour o).
x (3geEE, fog=idg) < f surjective.
x (3geEE, gof=idg) < f injective.

« Soit x une loi de composition interne associative sur E notée multiplicativement.
Si x et y sont symétrisables, alors
* x* y lestaussi. De plus, (x-y) 1=y 1.x71.

1y P
* x !lestaussiet (x7!)7 =x.

Définition : Groupe

On appelle groupe tout couple (G, x) ou G est un ensemble tel que
G1) x est une loi de composition interne sur G
G2

) * est associative
G3) G admet un élément neutre pour *
)

(
(
(
(G4) Tout élément de G admet un symétrique dans G pour *.

Si, de plus, x est commutative, on dit que (G, x) est un groupe commutatif ou groupe abélien.

Remarque
En particulier, un groupe n’est jamais vide.

Exemples

E1— (Z,+), (Q,+), (R,+) et (C,+) sont des groupes commutatifs de neutre 0.

E2— Si D est un ensemble non vide, (R, +) et (CP, +) et en particulier (IRIN, +) et (CIN,+] sont des groupes commutatifs, de neutre
la fonction / suite nulle.

E3— (Q% %), (QF, %), (R*, x), (RY, x) et (C*, x) sont des groupes commutatifs de neutre 1.

E4— Si E est un ensemble non vide, on note G(E) I'ensemble des permutations de E (bijection de E sur E). Alors (G(E),o) est un
groupe d’élément neutre idg.
Si |E| > 3, ce groupe n’est pas commutatif.
SineIN\{0,1}, et E = [1,n], on note &, = & ([1, n]).
(&5,0) est appelé groupe symétrique d’ordre 7 (et contient n! éléments).
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2 Puissances ou itérées d’un élément
- Définition : Itérées d’un élément

Soir E un ensemble muni d’'une loi de composition interne x (notée multiplicativement) associative et possédant un
élément neutre e.
Pour tout x € E et tout n € IN, on définit récursivement

. e sin=0
X =
x"1xx sinon.

Remarques

n
R1— Autrementdit, x” = % x=x%--- % X.

k=1 -
n fois
R2— En notation additive,
0 sin=0
n-x= )
(n—1)-x+x sinon.
Propriétés
Soient x,y € E et n,me IN.
(i) X" = xM s x™ = x™ x x". (iv) Si x est inversible, x™ est inversible et
.. -1 _ (,—1\
(II) (xn)m:xnm:(xm)n_ (xn) _(x ) .

(iii) Sixxy=y*x, (xxy)" =x"*y".

Démonstration

(i
(i
(i

. s sz —1\n —1\n A —1\n
(iv) On calcule avec la propriété précédente x™ x (x~1)" = (xx x71)" = e et de méme (x~1)" x x" =e.

Par récurrence sur m (par exemple) a n fixé et par associativité.
Par récurrence sur m a n fixé.

Par récurrence sur n.

)
)
)
)

Notation

Si x € E inversible et n € IN, on note x~"* I'élément (x~1)".

Remarque
Les propriétés (i) a (iii) restent vraies pour n, m € Z lorsque x et y sont inversibles.

3 Régularité
Soit ! E un ensemble muni d’'une loi de com‘position interne associative x et possédant un élément neutre e.
Définition : Régularité
Soit x € E. On dit que x est régulier (ou simplifiable)
o agauchelorsque Va,beE, xxa=xxb=a=b
o adroite lorsque Va,be E, axx=bxx=a=b

On dit que x est régulier lorsqu’il 'est a gauche et a droite.

1. On dit que (E, %) est un monoide.
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Tout éléement inversible de (E, x) est régulier.

Démonstration
Si x est inversible et si x x a = x x b, alors

1

az(x‘ *x]*a:x_l*(x*a)=x_1*(x*b):(x_l*x)*b=b

par associativité. O

Corollaire

Si (G, %) est un groupe, alors tout élément de G est régulier.

Corollaire

Si (G, %) est une groupe et a € G fixé.

L G — G G — G -
Les applications ¢ : ety,: sont bijectives.
X — ax*xx X — Xx%a
Démonstration
On vérifie que pgo@ -1 =@ ~1090g=idg et ygoy -1 =y 10y 4 =idg. |

Corollaire

Si (G, %) est une groupe et a € G fixé.

G={axx, xeGl={xxa, xeG}.

Démonstration

Il s’agit de la surjectivité des deux applications précédentes. |

Remarque

Cela signifie que dans la table de la loi x du groupe G, chaque élément de G apparait une et une seule fois sur chaque ligne et sur
chaque colonne.

Exemple

Si on considére le groupe des racines cubique de 'unité : Uz = {1,j,j2} muni de la loi x, on a la table

4 Groupe produit

Propriété : Groupe produit

Soit (G, %) et (H,A) des groupes.
Pour tout (g, h) et (g',1') dans G x H, on pose

(& MWT (g h')=(gxg' haK).

Alors (G x H, T) a une structure de groupe.
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Si, de plus, les lois x et A sont commutatives, alors T l'est.

Démonstration

« Le fait que T soit une loi de composition interne sur G x H provient du fait que * et A le sont sur G et H respectivement.
Un calcul facile mais pénible a écrire permet de vérifier que les associativités de x et A donnent celle de T.

« Sieg et ey sont les éléments neutres de G et H, alors (eg, ey) est bien neutre sur G x H.
e SigeGethe Hdinverses g~! et h™!, alors (g1, h™!) est linverse de (g, h).

Remarque
Cela se généralise a un nombre de groupes quelconque (GI’T)""’(GP’;;) avec pour tout (xy,...,xp) et (y1,...,¥p) dans
Gl X oo X Gp7

(Xl,-~-,xp)—|—(y1v---yyp): (xl’fyl;--wxp’;;J’p)-

5 Sous-groupes

e Définition et caractérisation

Définition : Sous-groupe

Soit (G, *) groupe. On note x| ;2 la restriction & H? de la loi *.
On dit que H est un sous-groupe de (G, %) si H < G et (H, x|2) est un groupe.
On note parfois H < G.

Propriété : Sous-groupes triviaux

Soit (G, %) groupe. G et {eg} sont des sous-groupes de (G, *) appelés sous-groupes triviaux.

Soit H un sous-groupe de (G, ).
(i) (H,*) possede le méme élément neutre que (G, *).
(i) Si x € H, alors x a méme inverse dans (H, %) et dans (G, %).

Démonstration
(i) Soient ey et eg les éléments neutres respectifs. Alors e *x eg = ey = ey * ey car e € G et eg neutre sur G d’'une part, et ey
neutre sur H d’'autre part. Puis, par régularité a gauche de ey dans G, eg = ep.

(i) Sixe H,alors x aunsymétrique symp(x) € H c G tel que x*sym(x) = symp (x) x x = ey = e et donc par unicité, x inversible
dans G et symg(x) = sym(x). g

Propriété : caractérisation des sous-groupes

Soit (G, %) un groupe (multiplicatif). Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) H estun sous-groupe de (G, )

HcG

H#2 (ege H)

H eststable parx : Yx,ye H, x*xy€H

(i)

H est stable par inverse : Vxe H, x ‘e H
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HcG
(i) § H#2 (ege H)
Vx,yeH, xxy 'eH

Remarque

HcG

) . . ) H#2 (0geH) )
En notation additive, (ii) devient et (iii) devient
Heststablepar x : Vx,ye H, x+yeH

HcG, H#O (0geH)
Vx,yeH, x—-yeH
H est stable par opposé : Vxe H, —xe H

Démonstration

e ()= (ii):si H< G, Hc G, H# @, H stable par % (Ici) et, d'aprés la propriété précédente, H est bien stable par inverse.
o (i) = (iii) : facile.
e (iii)=> (i) :siona (iii), alors H c G. La loi x est associative sur G donc a fortiori, elle I'est aussi sur H.
Comme H est non vide, on a x€ H avec x x x ' = eg € H. Alors pour tout x € H, e * x_! = x~1 € H. e est neutre pour * sur
G donc I'est aussi sur H.
Linverse x~1 d’un élément de x € H dans G est dans H, donc tout élément de H est symétrisable dans H.
Donc (H, %) est bien un sous-groupe de (G, x). O

Remarque
Un sous-groupe d’un groupe abélien est facilement encore commutatif.

Exemples
E1— Z, Q, R sont des sous-groupes (additifs et abéliens) de (C, +).
e2—- RP ol D # & est un sous-groupe additif abélien de (CP, +).
E3— QF, QF, R*, R}, U, Uy pour ne IN* sont des sous-groupes multiplicatifs abéliens de (C*, x).

(On rappelle que U ={z€ C, |z| =1} et pour ne N*, U, ={z€C, z”zl}:{e%, ke[[O,n—l]}}.)

° Intersection et réunion

Soit (G, x) un groupe et (H;)je; une famille de sous-groupes de (G, x). Alors (;e; H; est un sous-groupe de (G, x).

Démonstration

e (Hy)jercGearViel, H;cG.
e (Hpjer#@carvViel, ege H;.
o Six,ye(Hj)cs, alorsViel, x+y leH;donc xxy ! e H;. |

Exercice
Soit (G, x) un groupe, H, K sont des sous groupes de (G, x), alors

HUK sous-groupe de G <= Hc KouKc H.

o —:0k
¢ — : Si HUK sous- groupe de G et H ¢ K, on va montrer que K c H.
Onahe H\K.

STRUCTURES ALGEBRIQUES - PAGE 7



LYycee CARNOT - DIJON HTTPS://MPl.PREPA—CARNOT.F

Soit k€ K. Alors kx he€ HUK par stabilité de x sur HUG.
SikxheK,alors h=k™1 % (k* h) € K, ce qui nest pas possible.
C'estdonc que k* he Hetdonc k= (kxh)xh™1 e H.
Finalement, on a bien K c H.

3 Sous-groupes de (7, +)
Notation

Pour tout a € Z, on note aZ = {ak, ke Zj}.

Remarque

On vérifie avec la caractérisation que aZ est un sous-groupe de (Z, +).
Avec aZ.={...,—-2a,—a,0,a,2a,...}, il sagit du plus petit sous-groupe (au sens de l'inclusion) contenant a. On dit qu’il est engendré
par a (sur le méme principe que les Vect en algebre linéaire.)

Propriété : Sous-groupes de (7, +)

Les sous-groupes G de (Z,+) sont exactement les aZ. pour a € IN.
De plus, si G # {0}, a = min(GNIN*).

Démonstration

e On adéjaque, si ac N, aZ est un sous-groupe de (Z, +) par la caractérisation.
« Réciproquement, considérons G un sous-groupe de (Z, +).
* Soit G ={0} et alors G=aZ avec a =0.

* Soit G # {0} et on peut trouver p € G\ {0}. Soit p>0etalors pe GNIN* # &, soit p<0 etalors —pe GNIN* # &.
On peut dong introduire a = min(G N IN*).
Montrons que G = aZ par double inclusion.

o a € G, puis par stabilité et récurrence, pour tout n € IN, na € G et par stabilité par passage a I'opposé, —an € G.
Finalement, aZ c G.

o Réciproquement, si x € G c Z, par division euclidienne, on a (q,r) € 72 tel que x=aqg+ret0<r<a.

Or x € G et aq € aZ < G donc, comme on a un sous-groupe r = x — aq € GNIN. Mais comme r < a = min(GNIN*),
r¢ IN* etdonc r =0.

Finalement, x = aq € aZ.
On a donc bien G = aZ.

6 Morphismes
e Définition
Définition
Soient (G, %) et (G, «) deux groupes.

f:(G,*x)— (G’, -) est un morphisme de groupes si et seulement si

(MG) V(x,y)eG? flx*xy)=fx)ef(y)

Définition
Lorsque (G, x) = (G, *), on parle d'endomorphisme de groupes.
Lorsque f est bijective, on parle d'isomorphisme.

Lorsqu'il existe un isomorphisme entre G et G', on dit que G et G’ sont isomorphes.
Lorsque f est bijective et G = G', on parle d’automorphisme.
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Exemples
E1— In: (R, x) — (IR, +) isomorphisme de groupes.
E2— exp: (R,+) — (R}, x) isomorphisme de groupes.
R,+) — (U,x) ) L
E3— 7 morphisme de groupes (non injectif).

0 — el

E4— SinelN*, o€ &y, e(o) sa signature 2, alors ¢ : (5,,0) — ({—1,1}, x) est un morphisme de groupes, ¢’est-a-dire
Yo,0' €&y, e(ogod’)=¢e(0)xe(0’).

E5— det: (YZL(E),0) — (R*, x) et det: (9L ,(K), x) — (R*, x) sont des morphismes de groupes.

a. Cest-a-dire (-1)'(@ ol I(0) est le nombre d'inversions de o ou encore (—~1)V si o s’écrit comme produit (composée) de N transpositions.

Si f:(G,*) — (G, ) est un morphisme de groupes, alors f(eg) = eg' et pour tout x € G, f(sym(x)) = sym(f(x)).

Remarque

En notation multiplicative : £ (x~1) = (f(x)) ™.
En notation additive : f(-x) = —f(x).
On peut avoir un mix des deux : par exemple, si c’est additif au départ et multiplicatif a l'arrivée, ¢a devient f(—x) = (f(x))‘l.

Démonstration

fleg) = feg xeg) = f(eg) * f(eg) donc comme f(eg) estinversible, f(eg) = eg .
fx) e fsym(x)) = f(x*sym(x)) = f(eg) = ey
et f(sym(x)) * f(x) = f (sym(x) x x) = f(eg) = e O

En notation multiplicative, si f : (G,*) — (G’ ,o) est un morphisme de groupes, pour tout x € G et pour tout k € Z,

f(xF) = faok.

Démonstration

Par récurrence pour k € IN, puis par passage a l'inverse et d’apres la propriété précédente pour k€ Z.~. (]

Sif:(G,*)— (G,e) etg:(G,+) — (G",A) sont des morphismes de groupes, alors go f en est encore un.

Q Noyau et image
Définition
Soit f: (G, %) — (G',») un morphisme de groupes.
e On appelle noyau de f I'ensemble

Kerf = fV (feg) = {x€ G| f(x) =eq} <G.

Ainsi, x eKer f < f(x) = eg.

« On appelle image de f 'ensemble
Imf=f(G)={fx), xeGlcG.

Ainsi, yeIm f <= 3x€G, y=f(x).

STRUCTURES ALGEBRIQUES - PAGE 9



LYycee CARNOT - DIJON

[

HTTPS://MPl.PREPA—CARNOT.FR #

Exemple

R,+) — @U,x)

:Ker f =2n7Z.
i0

0 — e

Soit f: (G, *) — (G', ») un morphisme de groupe.
o f estinjectif si et seulement siKer f = {eg}.
o f est surjectif si et seulement silm f = G'.

Remarque
Ainsi, f est injective si et seulement si f(x) = eg/ (= f(eg)) = x=eg!

Démonstration

* Remarquons qu’on a toujours eg € Ker f car f(eg) = eg-
Si f est injectif, alors x e Ker f <= f(x) = e = f(eg) < x = eg, donc Ker f = {eg}.
Si Ker f = {eg} et si f(x) = f(x), alors (en notation multiplicative)

e =F s (FN) = F e () = fxn Y

donc xx x'~! e Ker f donc xx x'~! = eg donc x = x'.
f est bien injectif.

o La caractérisation est valable pour les fonctions en général. Par définition,

f est surjective < Im f = {f(x), x€ G} =G’

Exemple
La fonction f de I'exemple précédent est donc non injective car Ker f = 27Z # {0}.

Soit f: (G,*) — (G, ) un morphisme de groupes.

(i) Si H est un sous-groupe de (G, x), alors f(H) est un sous-groupe de (G, )

(i) Si H' est un sous-groupe de (G', ), f=V(H") est un sous-groupe de (G, *).

Démonstration

e f(H) est un sous groupe de (G, ) :
* f(H)cG
*x f(H)#Dcar H#Q
* Siy,y'inf(H), ona x,x' € Htels que y = f(x) et y/ = f(x/). f étant un morphisme de groupes,
y-y'i1 :f(x)-f(x’Yl =f(x*x'71) € f(H).
-
€H
o fD(H") est un sous groupe de G :
* fCVH)cG
x fEDH") # @ car eginfV (H') car f(eg) = e € H'.

* Six,x'infCVD(H'), f étant un morphisme de groupes, f(x* x'~1) = f(x) e f(x') " € H', donc x x x' L e £V (&)
— ——

eH' eH
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Soit f: (G,*) — (G, ) un morphisme de groupes.
Alors Ker [ est un sous-groupe de (G, ) etIm [ est un sous-groupe de (G, s).

Démonstration

o Kerf=fCY ({eg}) avec {eq} sous-groupe de (G', )
o Im f = f(G) avec G sous-groupe de (G, %). O

Exemples

(Rv +) - (C*r X) , q

E1— f: . étant un morphisme de groupes, Im f = U est un sous-groupe de (C*, x) et Ker f = 277 est un
0 — e

sous-groupe de (IR, +).

U est aussi le noyau du morphisme |-|: C* — R*.
(C*,x) — (C%,x)

E2— f: \ étant un morphisme de groupes, Ker f = U, est un sous-groupe de (C*, x). C’est aussi I'image
z — V4

) 2k
du morphisme ke Z—e n .

E3— Si (E,|) est un espace euclidien, le noyau du morphisme det: (O(E),o) — ({£1}, x) est le groupe SO (E).

3 Isomorphismes

Soit f : (G, *) — (G', ) un isomorphisme de groupes.
Alors f~! est un isomorphisme du groupe (G, #) sur le groupe (G, %).

Démonstration

! est bijective, et si y,y’ € G, alors, comme f est un morphisme de groupes,

ooy = () r (7)) = (T ox 7)) = o o

Remarque

« Etre isomorphe & » est une relation d’équivalence sur I'ensemble des groupes.

Il ANNEAUX ET CORPS

1 Anneaux
Définition : Distributivité
Soit E un ensemble et x et T deux lois de composition interne sur E, on dit que % est distributive sur T lorsque

V(x,1,2) €ES, xx(yT2)=(x* ) T(xx2)et(yTz)*x=(y*x)T(z*x).

Définition : Anneau
On dit que (A4, +, x) est un anneau lorsque
(A1) (A, +) estun groupe abélien. Lélément neutre est noté 04.
(A2) x est une loi de composition interne associative admettant un élément neutre appelé unité de A, noté 1 4.
(A3) x est distributive sur +.
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Lorsque, de plus, x est commutative, on dit que (A, +, x) est un anneau commutatif.

Exemples
E1— (Z,+ %), (Q+,%), R,+, %), (C,+,x), (CP,+,x) et (RP, +,x) (avec D # @), ((D]N,+,><] et []R]N,+, x) sont des anneaux com-
mutatifs.
E2— (A, (R),+,x) et (M, (C),+, x) sont des anneaux non commutatifs si n > 2.

Remarques

R1— 04 est absorbant :
VaeA, ax0s4=04xa=04k.

Eneffet, 04 =ax(04+04)=ax04+ax04 doncax04=04.Idem a droite.
R2— Sily=04,alorspourtoutae A,a=axly=ax04=04,donc A={04}.
R3— Si A#{01}, alors 04 n'est pas inversible (pour x).

R4— Pourtouta,be A, —ab=(—a)xb=ax (=b).

2 Groupe des inversibles
Définition

Soit (4, +, x) un anneau.

a € A est dit inversible si et seulement s’il est symétrisable pour x.

Son symétrique est appelé inverse de a, noté a~'.

On note U4 ou U(A) ou A* 'ensemble des inversibles de A.

Remarque
On parle parfois d’unités de A, d’ou la notation...

Exemples
E1— U =R*
E2— Uz ={-1,1} £Z*
E3— Ugn = {suites jamais nulles}
E4— Ugp = {fonctions jamais nulles}
E5— Uy, =9<LnK)

Propriété : Groupe des inversibles

Si (A, +, x) anneau, alors (U4, x) est un groupe appelé groupe des inversibles de A.

Démonstration

On a déja 'associativité, I'élément neutre car A est un anneau. Comme de plus, tout élément inversible est lui méme inversible et
comme le produit de deux éléments inversibles I'est encore, on a bien une structure de groupe. O

3 Calculs dans un anneau
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Soit (A, +, x) un anneau. Soienta,be A et ne IN.

e Siaxb=bxa,
(ab)" = a" b".

e Formule du binéme de Newton : Siaxb=bx a,
" (n
(a+b)" =3 v akp" k.

e Factorisation® de a" —b" :Siaxb=bxa
a"-b"=(a-b)(a" ' +a"Pb+a" PP ...+ ab"?+ b

n-1
=(a-b) ), akp"17k,
k=0

o Somme géométrique : En particulier, pour tout x € A ;

n-1
1g—x"=(1Q4—x) % Zxk
k=0

a. parfois appelée formule de Bernoulli

Remarque
Si a et b ne commutent pas,

(ab)" = abab---ab
(a+b)2:a2+ab+ba+b2
(cl+b)3 a3 +a’b+aba+ba® + ab® + bab+ b*a+ b3

etc.

Démonstration

o Par récurrence sur n.
+ Formule du binéme :

* Preuve par dénombrement :
(a+b)"=(a+b)a+b)---(a+b)

n fois
En développant, on obtient des termes de la forme xjx»--- x5, avec x; = a ou b. Si on veut k termes a, on (Z) choix, et le
terme vaut a¥b" ¥ car a et b commutent.
* Preuve par récurrence sur n, c'est simple si 7 =0 ou 1. Si c’est vrai pour n—1,

n=1({,_
(a+bh)"=(@a+b)a+h)" 1 =@+b) Y (nk 1)akb”1k
k=0

n—-1 n-1
n-1 n-1
— Z ( )ak+1bn_k_l + Z ( )akbn—k
k=o\ k k=o\ k
(associativité, distributivité, a et b commutent,

dans la seconde somme)
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0
(changement d’indice k— k—1)

T (n-1 m(n-1
:Z( )akbn_k-kZ( )akbn—k
k=o\k—1 k=o\ k
(les termes ajoutés sont nuls)

B -1 -1
izo\\k—1 k
(associativité, distributivité,
S R "
Donc (a+b)" = Z ' a“b" ¥ d’aprés la formule de Pascal étendue au ccefficients avec k < 0.
k=0
« Factorisation de a” — b :

(a-Db) nf akp17k = nf (ak+1 e+ 1) _ akbn—k)
k=0 k=0

(a et b commutent, associativité, distributivité)
=anb0_a0bn —a' - p"

(somme télescopique)

4 Corps
Définition
Soit IK un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur IK. On dit que (IK, +, x) est un corps lorsque
o (KK, +, x) est un anneau commutatif.

o IK\ {0} est non vide et tous ses éléments sont inversibles (c’est-a-dire K # {0} et Ug = K* =K\ {01}.)
ou, de maniére équivalente,

o (K, +) est un groupe abélien,
o (K\ {0}, x) est un groupe,

o x est commutative et distributive sur +.

Exemple

R, @, C munis des lois + et x sont des corps, mais pas Z.

5 Intégrité

Définition : Anneau intégre
Un anneau (A4, +, x) est dit intégre si
o A est commutatif,
o A#{04} cest-a-dire 14#04,

e A nadmet aucun diviseur de zéro, c’est-a-dire
VYa,be A axb=04—=a=040ub=04.
Exemple

R,Z,C,Q sont des anneaux intégres. RN et plus généralement RP avec D contenant au moins deux éléments ne le sont pas.
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Soit (A, +, x) un anneau intégre, ne IN* et (ay,...,a,) € A".
Sipour tout k € [1,n], ax # 04, alors a; x -+ x a #04.

Démonstration

Par contraposée et récurrence. O

Soit (A, +, x) un anneau integre.
Tout éléement non nul de A est régulier (ie simplifiable) pour x

Démonstration

Sia,b,ce Aeta#04 telsque ab=ac, alors a(b—c) =04 etdonc b—c=04 soit b=c. g

Tout corps est un anneau commutatif integre.
La réciproque est fausse.

Démonstration

Si ab =05 etsi a# 0, alors a est inversible et b= a~lab = a~ 10k = 0 car O est un élément absorbant.
Pour la réciproque, (Z, +, x) est un anneau commutatif intégre qui n’est pas un corps. |

6 Anneau produit

Propriété : Groupe produit

Soit (A, +, x) et (B, ®,®) des anneausx.

Pour tout (a, b) et (a’,b') dans A x B, on pose
(a,b)+(d,b')=(a+d b D)
(a,b) x (a',b') = (axa',be D)

Alors (A x B, +, x) a une structure d’anneau.
Si, de plus, les lois x et ® sont commutatives, alors x I'est.

Démonstration

« On abien (A x B, +) groupe (produit) abélien.
« x est bien une loi de composition interne sur A x B.
Un calcul facile mais pénible a écrire permet de vérifier que les associativités de x et ® donnent celle de x.
Un calcul facile mais pénible a écrire permet de vérifier que les distributivités de x sur + et ® sur @ donnent celle de x sur +.

e Silyetlp sontles unités de A et B, alors (14,1p) est bien neutre sur A x B.

Remarque

Cela se généralise a un nombre d’anneaux quelconque (Al,a—), (>1<)) (Ap,(+),(x)) avec pour tout (x,...,xp) et (y1,...,yp) dans
p) p
Ap x -+ x Ap,

(x1)-.-,Xp) + (Y15, ¥p) =

X1+ V1,.-0 Xp +
ik PP

(xly---yxp)+(y1y---yJ/p) = (xl (T)J’lr--nxp X J/p)

(2]
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Si (A, +, x) et (B, +, x) sont deux anneaux, alors Uaxg = U x Ug.
De plus, si (a,b) € Uaxgp, alors (a,b)™' = (a™!,b71).

Démonstration

(a,b)eUyxg<3(c,d)e AxB, (a,b)x(c,d)=(c,d)x (a,b)=(14,1p)
< 3(c,d)e AxB, ac=ca=14etbd=db=1p
< (a,b)e Uy xUp

et on a bien alors (a,b) ™' = (a~!,b71). O

7 Sous-anneau et SOus-corps

Définition : Sous-anneau
Soit (A, +, x) un anneau. On dit que B est un sous-anneau de (A, +, x) lorsque
e BCc A
e 1,€B

o (B,+lp2, x|52) est un anneau.

Remarque

Une partie peut avoir une structure d’anneau pour les lois induites sans avoir la méme unité (ce n’est pas un sous-anneau au sens
de la définition précédente. ) C’est le cas trivialement de {0 4}.

Exemple

Soit, dans I'anneau des matrices 2 x 2, I'ensemble B des matrices (& 3) pour a € K. Alors (B,+, x) est un anneau d'unité
[1 0) £ 1
007 12

Propriété : Caractérisation des sous-anneaux

B est un sous-anneau de (A, +, x) si et seulement si

BcA

(B, +) est un sous-groupe de (A, +)

B est stable par x : Yx,y€B, xxy€B
14€B

ou, de maniéere équivalente,
BcA
§ 1,€B

Vx,y€B, x+y€B, —xeB et xxy€eB
ou encore
Bc A

1,€B

Vx,ye€B, x—yeB et xxy€eB

Démonstration

Méme principe que pour les sous-groupes, la présence de 14 n’étant automatique que si B posséde un élément inversible, d’'ou la
nécessité d'imposer 14 € B. O
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Exemples

E1— Anneau des entiers de Gauss & : Z[i] = Z +iZ est un sous-anneau de (C, +, x).
E2— I, (K) est un sous-anneau de (.#, (K),+, x)

E3— Lensemble 4(IR) des fonctions bornées est un sous-anneau de []RR, +, x).

Carl Friedrich Gauss (Brunswick 1777 - Géttingen 1855) est un mathématicien, astronome et physicien allemand.
Surnommé le prince des mathématiciens, il est considéré comme 'un des plus grands mathématiciens de tous les
temps. Gauss était un génie particulierement précoce : a 7 ans (ou 10 selon les sources), il donne la formule calculant
1+2+---+100. A 19 ans, il fut le premier & démontrer la loi de réciprocité quadratique. Parmi ses autres prouesses,
on peut citer la démonstration du théoréme fondamental de I'algébre, dans sa these en 1799, I'invention de la théorie
des congruences, la résolution de problémes de construction a la régle et au compas. .. Il est considéré comme le
fondateur de la géométrie différentielle.

Définition : Sous-corps

Soit (K, +, x) un corps. On dit que (IL,+, x) est un sous-corps de (K,+, x) lorsque L < K et (L, +|y2, x|y2) est un
corps.

Propriété : Caractérisation des sous-corps

(IL, +, x) est un sous-corps de (IK, +, x) si et seulement si

LcK
(IL, +) est un sous-groupe de (IK, +)

(L\ {0}, x) est un sous-groupe de (IK\ {0}, x)

ou, de maniéere équivalente,
LcK

L\{ok}#2 (Akel)
Vx,yel, x—yel
Vx,yeL\{0k}, xy lel

Démonstration

Le sens = ne pose pas de probleme. Pour le sens <=, on a bien un sous-anneau dont tous les éléments non nuls sont inversibles
carli = xxLel. O

8 Morphismes d’anneaux
- Définition : Morphisme d’anneaux

Soient (A, +, x) et (4, ®,®) deux anneaux.
f:(A+,x)— (A, @, ®) est un morphisme d’anneaux si et seulement si

(MA1) V (a,b)€ A%, f(a+Db)=f(a)e f(b)

(ie f:(A+) — (A, ®) morphisme de groupes)

(MA2) VY (a,b) € A%, f(axb)=f(a)® f(b)

(MA3) f(la) =1y
On parle aussi, dendomorphisme, d'isomorphisme et d’'automorphisme d’anneaux.
Kerf=fCY ({04} ={ac Al f(a) =04} estle noyau de f.
Im f = f(A) ={f(x), xe A} est 'image de f.
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Remarques
R1— Comme on a en particulier un morphisme de groupes additifs, on peut utiliser les propriétés de ceux-ci :
o f(04)=0yu,
e Pourtoutac A, f(—a)=-f(a),
o f estinjective si et seulement si Ker f = {04}.

R2— En général, Ker f n’est pas un sous-anneau de A. C’est un sous-groupe additif stable par multiplication.

Exemple

RiX] — C 9
_ ;Kerf=(X*+1)RI[X] n'est pas un sous-anneau de R[X].
P —  P()

Soit f: (A, +,x) — (B,®,®) est un morphisme d’anneaux.
(i) Sia est inversible dans A, alors f(a) l'est dans B et f (a™*) = (f(@) "
(i) Si f estun isomorphisme alors f~': (B, ®,®) — (A, +, x) est aussi un isomorphisme d’anneau.
(iii) Sig:(B,®,®) — (C,+, x) est aussi un morphisme d’anneau, alors go f: (A, +,x) — (C,+, x) 'est encore.

Démonstration

(i) f@f(at)=f(aa)=f04) =1y etde méme f(a~l)f(A)=1yu.
(i) Méme principe que pour les morphismes de groupes.

(iii) Simple vérification. |

Définition : Morphisme de corps

Soient (K, +, x) et (K',®,®) deux corps.
f: (K, +,x) — (K',®,®) est un morphisme de corps si et seulement s'il s'agit d'un morphisme d’anneaux.

Remarque

Avec (i) et (i), £ (1) = (f (1k))* et comme KK’ est integre, f (1) vaut 1 ou O:. S'il vaut O et si (ii) est vérifiée, alors f = 0.

Exemples

E1— idg, z— Z sont des automorphismes (involutifs) du corps C.

E2 — Tout morphisme de corps est injectif, car si x # O, x est inversible donc f(x) est inversible, donc f(x) # O donc x ¢ Ker f,
donc Ker f = {0 }.

Il |pEAL D’UN ANNEAU COMMUTATIF

1 Généralités
Définition : Idéal
Soit (A, +, x) un anneau commutatif et I = A. On dit que I est un idéal de (A, +, x) lorsque

(1) I estun sous-groupe de (A, +)
(2) Yae A, Vxel, axel.
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Remarque
Finalement, I est un idéal de (A, +, x) lorsque
e 0q€l
e Vx,yel, x—yel

e Yae A, Vxel, axel.

Exemples
E1— 2Z estunidéal de (Z, +, x).

E2— Lensemble des suites bornées est un idéal de 'anneau des suites bornées.

Remarque

Si un idéal contient 'unité 1 4 ou plus généralement un élément inversible, il est égal a A tout entier.

Soit (A, +, x) un anneau commutatif. {04} et A sont des idéaux (triviaux) de (A, +, x).
Ce sont les seuls idéaux si de plus (A, +, x) est un corps.

Démonstration

Simple vérification. Dans le cas d’un corps, comme tous les éléments non nuls sont inversibles, s'il y en a un dans I, en le multipliant
par son inverse on obtient 1 4 € I puis I = A. O

Soit f: (A, +,x) — (A, ®,®) un morphisme d’anneau. Alors Ker f est un idéal de (A, +, x).

Démonstration

e OpeKerf#£0
e Six,yeKerf, f(x—y)=f(x)—f(y) =04 donc x—y € Ker f.
e SixeKerfetacA, f(ax) = f(a) f(x) =04 donc ax € Ker f.

Remarque

Im f est un sous-anneau de (A, ®, ®).
En général, Ker A n'est pas un sous-anneau de (A, +, x).

Exercice
Montrer que si f: (A, +, x) — (A, ®,®) est un morphisme d’anneaux :
« Limage réciprogue d’'un sous-anneau de A’ est un sous-anneau de A.
« Limage directe d’un sous-anneau de A est un sous-anneau de A’.
« Limage réciproque d’'un idéal de A’ par f est un idéal de A.
« Limage directe d’'un idéal de A par f est un idéal de f(A).

2 Somme et intersection d’idéaux
Soit (A, +, x) un anneau commutatif.

Soient 1, ] des idéaux de A. On note
I+]={x+y, xel,ye]}
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(i) I+ ] estun idéeal.
Il s’agit du plus petit idéal de A (au sens de l'inclusion) contenant les idéaux I et J.

(i) InJ estun idéal.
Il s’agit du plus grand idéal de A (au sens de l'inclusion) contenu dans les idéaux I et J.

Remarque
Ce résultat s’étend facilement a une somme et une intersection d’'un nombre fini quelconque d’idéaux de A.

Démonstration

I+ ] estunidéal :

(i)
* 04=04+04€l+]
*x Six,yel+],ona(x;,xp),(y,ypelx]jtelsque x=xr+xyety=yr+yj.
Alors x+y=(xj+ypD+xy+ypnel+].
* Six=xr+xyel+JetacAalors ax=axy+ayrel+].
I+ ] contient I et J car ceux-ci contiennent 0 4.
Si K est un idéal de A contenant I et J, alors par stabilité par +, I+ J c K.

(ii) e InJestunidéal:
* 04€ln]
* Six,yeIn],x+yeln].
*x SixelnjJetacAalorsaxelIn].

InJ estcontenu dans I et J.

Si K est un idéal de A contenudans I et J,alors KcIn].

3 Idéal principal
Soit (4, +, x) un anneau commutatif.

Soit x € A. On note
(x)=xA={xa,ac A}.

C’est un idéal de A, appelé idéal engendreé par x.

Remarque

C’est aussi le plus petit idéal contenant x, et donc l'intersection de tous les idéaux contenant x par unicité du plus petit élément.

Cette notion se généralise a plus d’'un élément, un peu comme avec les Vect en algebre linéaire.

Ainsi, I'idéal engendré par un nombre quelconque d’élément est I'ensemble des combinaisons linéaires (finies) de ces éléments, a
ceefficients dans A.

Définition : Idéal et anneau principal

o Tout idéal de la forme (x) (donc engendré par un seul élément) est dit principal.
« Un anneau commutatif est dit principal lorsque

(AP1) C’est un anneau integre

(AP2) Tous ses idéaux sont principaux.

Théoréeme

L'anneau 7. est principal.

Démonstration

C’est un anneau intégre et ses idéaux qui sont aussi ses sous-groupes sont tous principaux. (]
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Remarque

Les idéaux de Z sont donc principaux, c’est-a-dire engendré par un élément. Tous les générateurs sont associés.
Donc, quitte a choisir un générateur positif (ou nul), on a de plus unicité de celui-ci.

4 Divisibilité dans un anneau integre
Soit (A4, +, x) un anneau commutatif intégrti.
Définition : Divisibilité
Soient a, b € A.

On dit que b divise a ou que a est multiple de b lorsqu’il existe g € A tel que a = bg. On note b|a.
a et b sont dit associés lorsque alb et bla.

Propriété : Caractérisation avec les idéaux

Soient a,b e A.
b divise a si et seulement si a € (b) si et seulement si (a) c (b).

Remarque
Soit encore ssi tous les multiples de a sont des multiples de b.

Soient a, b € A.
a et b sont associés si et seulement si (a) = (b) si et seulement s’il existe q € U, tel que b = qa.

Exemple

Dans Z, a, b sont associés si et seulement si a = +b.

Remarque
Dans un anneau (commutatif integre) principal, on définit les PGCD et PPCM de deux éléments a, b de la maniere suivante :
» on appelle PGCD de a et b tout d € A qui engendre l'idéal (a) + (b) = {au+ bv,u, v € A} ie tel que (a) + (b) = (d).
« on appelle PPCM de a et b tout m € A qui engendre I'idéal (a) N (b) = {multiples communes a a et & b} ie tel que (a) n (b) = (m).

On vérifie alors facilement, que ces sont des plus grand diviseur commun et plus petit multiple commun au sens de la division ce
qui permet aussi de retrouver la définition vu en MPSI dans Z.
Un avantage de cette définition du PGCD est de donner directement la relation de Bézout.

IV LA STRUCTURE D’ALGEBRE

1 Algebre et sous-algebre
- Définition : Structure d’algébre

On dit que («, +, x, ) est une IK-algébre lorsque
o (of,+,-) est une IK-espace vectoriel,
e (of,+,x) estun anneau,

o Pseudo-associativité : VA€, Vx,yeod, L-(xxy)=A-x)xy=xx(A-Y).

Exemples
E1— (C,+,x,-) est une RR-algebre et une C-algebre.
E2- (KX, +,x,-) est une K-algébre.
E3— (]K]N, +,%, ) est une K-algébre.
E4— (K[X],+,x,-) est une IK-algebre.
E5— (K(X),+,x,-) est une KK-algébre.
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E6 — Si E est un IK-espace vectoriel, (Z(E), +,0,-) est une IK-algebre.
E7— SineIN*, (4, (K),+, x,-) est une IK-algébre.

Propriété : Caractérisation des sous-algebres

Soit («/, +, x,-) est une IK-algébre. 98 est une sous-algebre de (4, +, x,-) lorsque
(SAI1) Bcof
(SAI2) 14€ B
(SAIB) Vx,ye B, VAecK, x+Ayec B
(SAI4) ¥V x,ye B, VAecK, xxyecaAB

Exemples
E1— IK[X] est une sous-algebre de IK(X).
E2— €F(1,K) est une sous-algébre de K!.
E3— Lensemble des suites convergentes est une sous-algebre de KN,
E4— Lensemble IK[x] des fonctions polynomiales est une sous-algebre de KK,

Définition

n
SiP=ay+ay X+---+a,X"€IK[X] et x€.of, 0n pose P(x) = Z akxk =aply+mx+---+a,x".
k=0
Attention a ne pas oublier 'unité de <f !

2 Morphismes d’algebres

Définition : Morphisme d’algébre
Soit (7, +, x,), (B,+, x,-) et f:of — 2B.Ondit que f est un morphisme d’algéebres lorsque
(MAI1) f estlinéaireie, Vx,yeof, VAeK, f(x+Ay)=f(x)+Af(y)

(MAI2) Vx,yeof, flxxy)=f(x)xf(y)
(MAIB) f(1y)=1g.

Exemples
gX  — o . . ,
E1— Si X # 3, o une K-algebre, a€ X, alors ug, : est un morphisme de IK-algébres. (morphisme d’évaluation).
o — fl@
KiX] — Kix _ _ . _ o KiX] — KX) _
E2— f: _ est un isomorphisme d’algébre si K est infini, et g : » est un morphisme d'al-
P — P P — =
I

gébres injectif.

K — /(K) . . 5
E3— f: est un isomorphisme de K-algébres.
X — (x)
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Soit (of,+, x,-) une IK-algébre et x € <f .

o KiX] — o . .
Alors l'application f : est un morphisme de KK-algebres.
P — P

Démonstration

SoitP= )" arxk,Q= Yy b X¥ € K[X] et 1 € K. Lassociativité et la distributivité des lois sur <7, toutes les sommes étant finies,
k>0 k>0
permettent d’écrire :

e PHAQW =Y (ar+Abp)x* = Y apxX+1 Y bpxF = P+ 1Qw.
k>0 k>0 k>0
« PQW =Y apbyxt= ( Yy akxk) x ( Y b[x[) =P(x) x Q(x).
k,¢>0 k>0 >0
L] f[].]K[X]):f(XO):xO:l.Qg. O

Remarque
En particulier, deux polyndmes en x € &/ commutent toujours.

\' COMPLEMENT : SOUS-GROUPES DE (IR, +)

Théoréme : Hors-Programme

Soit G est un sous-groupe de (R, +).
Alors G est soit dense dans R, soit discret (de la forme aZ.).

1. Traiter le cas ou G = {0}.
2. On suppose dorénavant que G # {0}.
(@) Montrer que Gn R} est non vide. En déduire que GN IR admet une borne inférieure.
On note a cette borne inférieure.

(b) On suppose dans cette question que a =0.
Montrer que pour tout § > 0, il existe x € G tel que 0 < x <. En déduire que G est dense dans R.

(c) On suppose dans cette question que a > 0.
i. Montrer qu'’il existe x € G tel que a < x < 2a. En déduire que x = a, puis que aZ c G.
ii. Soit réciproquement x € G. Montrer que I'on peut trouver g € Z tel que ga < x < (g + Da.
En déduire que x = ga.
iii. Conclure.

STRUCTURES ALGEBRIQUES - PAGE 23



	 Structures algébriques
	Groupes et sous-groupes
	Structure de groupe
	Puissances ou itérées d'un élément
	Régularité
	Groupe produit
	Sous-groupes
	Définition et caractérisation
	Intersection et réunion
	Sous-groupes de (Z,+)

	Morphismes
	Définition
	Noyau et image
	Isomorphismes


	Anneaux et Corps
	Anneaux
	Groupe des inversibles
	Calculs dans un anneau
	Corps
	Intégrité
	Anneau produit
	Sous-anneau et sous-corps
	Morphismes d'anneaux

	Idéal d'un anneau commutatif
	Généralités
	Somme et intersection d'idéaux
	Idéal principal
	Divisibilité dans un anneau intègre

	La structure d'algèbre
	Algèbre et sous-algèbre
	Morphismes d'algèbres

	Complément : sous-groupes de (R, +)


