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CHAPITRE

Séries numériques

Dans tout le chapitre, IK désigne R ou C.
| GENERALITES SUR LES SERIES

1 Sommes partielles, convergence,
divergence, somme
“  Définition
Soit (t4n) ney € KN une suite.
Etudier la série de terme général u,, no-
tée Y u,, Ccest étudier la suite (Sp)pew  OU
n
Sn=) up=up+u+---+u, ek
k=0
S, est appelée somme partielle d’ordre n de la
série Y u;.
Y u, est dite convergente lorsque (S;),, converge,
divergente sinon.

Lorsqu’elle est convergente, on appelle somme de
la série )_ u;, le nombre

+00 n

Y up= lim S,= lim ) u.
n—+oo n—+oo

n=0 k=0

Propriété : Séries géométriques

Si g € K, la série dite géométrique Y. q" converge

si et seulement si |g| < 1. Lorsque c'est le cas,
+00
1

2 Correspondance suite et séries

On a déja vu qu’étudier la série de terme général uy,
c’est étudier la suite (S;),ew des sommes partielles. On a
alors (avec S_; =0)

VnelN, u,=8,-Sn-1

Etudier la suite (vy),, c'est étudier la série
Y (v — vp—1) (en posant v—, = 0) appelée série téles-
copique.

Corollaire

Soit () € KN, La suite (v,) et la série
Y (vu+1 — vy) ONt méme nature et, si elles sont conver-
gentes,

+00
Y Wpr1—vp) = lim v, — v,
n=0 n—+oo

3 Espace vectoriel des séries conver-

gentes

Si les séries Y" u, et) v, convergent, etsi A €K,
alors Y (u, + Av,) converge et

+0oo +00 +0oo
Z (Up+Avy) = Z un+/12 Un
n=0 n=0 n=0

Si Y u, est une série a termes complexe, elle
converge si et seulement si les séries ) Reu, et
Y Jmuy, convergent, et on a alors

+oo +o0 +o0
Y up=) Reup,+i)_ Imu,
n=0 n=0 n=0

4 Condition nécessaire de convergence,

divergence grossiére

Propriété : Divergence grossiere

Si u, # 0, alors Y uy, diverge. On parle de diver-
gence grossiere.

/\ La réciproque est fausse !

Si u;, — 0, ON NE PEUT RIEN DIRE sur la conver-
gence de ) uy.

5 Reste d’une série convergente
°  Définition
+00
Soit Y" u,, une série convergente et S = Z Whipe
n=0
On appelle reste d’ordre n de la série Y} u, le
nombre R, = S-S, qui n'a un sens que si la série
converge.

Avec les mémes hypothéeses,
+00 N
Rp= ) up=lim ) u
k=n+1 N=oo -7

Soit Y. u, une série convergente et R,, son reste
d’ordre n, alors R,, — 0 lorsque n — oo.
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6 Un critere simple pour des séries
a termes positifs

n

Soit (up) suite réelle positive, S, = ) uy. Alors
k=0

(i) (Sy) est croissante
(i) (Sy) a une limite finie ou +oo.

(i) Y- u, converge si et seulement si (S,) est majorée.

7 Séries alternées

Théoréme : Critére Spécial sur des

Séries Alternées
Si u = (uy), estune suite réelle telle que
H1 u décroissante
H2 u,—0
alors ¥ (-1)"u,, est convergente.
De plus, si on note v, = (—1)"uy,
o Lasomme S a le méme signe que vy = uy.
e Pour tout n € IN, le reste dordre n, R,,

a le méme signe que v, et vérifie
IRyl < 1Vps1l = Upgr.

il CONVERGENCE ABSOLUE

Définition
Une série Y u, a valeur dans K est dite absolu-
ment convergente lorsque ) |u,| converge.

Théoréme : convergence absolue =
convergence

Si Y u, converge absolument (donc si Y |uyl
converge), alors ) u, converge.
La réciproque est fausse.

Si Yu, est  absolument  convergente,
+0o +00
W, B €0 e
n=0 n=0

Il SERiES A TERMES REELS POSI-
TIFS

Les résultats de cette partie sont valables pour des sé-
ries a terme général réel positif. Cependant, I'étude étant
asymptotique, ils s’appliquent plus généralement pour des
séries a terme général positif a partir d’'un certain rang.

Dans le cas ou le terme général, est de signe constant
(a partir d’un certain rang), on se ramene a un terme général
positif quitte a étudier Y_(—u,) si le signe est négatif.

1 Comparaisons de termes généraux
réels positifs

Théoréme : Comparaison des sé-
ries a termes réels po-

sitifs : cas de conver-
gence

Soient (u,,) et (v,) deux suites a termes réels po-
sitifs.

Si Y v, converge et que I'une des hypothéses sui-
vantes est verifiée :

e u,=0(,), eu, =0y,

* apcr u, < vy, ®lUn ~ Up

alors y_ u, converge.

Corollaire : Comparaison des séries
a termes positifs : cas

de divergence

Soient (u,) et (v,) deux suites a termes positifs.
Si Y uy diverge et que 'une des hypotheses sui-

vantes est vérifiée :

e U, =0(vy), *Up=0(Vy),

* 3pCr uy < Uy, *Up~ Un

alors Y v, diverge.

g Méthode : Utilisation pour des séries quel-
conques
On compare |uy| a une suite (v;,) a termes réels positifs
(au moins a partir d’'un certain rang), terme général d'une
série convergente.
Dire que u, = o(vy) ou que uy = O (vy), c'est dire que
[unl =o0(vy) ou que |upl =0 (vy).
Si |upl =0 (vy) ou O (vy) ou < vy, apcr, ou ~ vy, alors la
série ) uy est absolument convergente donc convergente.
Pas de cas de divergence car il y a des séries semi-
convergentes.

2 Critére de d’Alembert

Propriété : Critere de d’Alembert

Soit (u,,) suite a termes réels strictement positifs
tel que

e Sit¢>1,) u, diverge grossierement.

e Si¢<1,) uy, converge.

e Si ¢ =1, on ne peut rien dire en général (cas
douteux).

SERIES NUMERIQUES - PAGE 2


https://mp1.prepa-carnot.fr

J. LAROCHETTE

VERSION DU 20 SEPTEMBRE 2021

3 Comparaison série-intégrale

e Comparaison et caractérisation de conver-
gence

Propriété : Comparaison série-

intégrale d’'une fonction
décroissante

Si f:R* — R décroit et est continue par morceaux
alors

k+1
VkeN, flk+1)< fOde< fk)
k

On a alors

n

n n
VneN, f fode+fm < Y. fk) gf(0)+f f(nde
0 k=0 0

et

n
f(ndt
p-1

n+1 n
f fdr< Y fll)<
p k=p

si f est continue par morceaux sur [p — 1, n].

Si f:R* — R décroissante, positive et continue
par morceaux alors

n
(i) X f(n) converge si et seulement si ( f f (t)dt)
converge. 0 "

n
(i) Si wp =f f®dt— f(n), alors }_ w, converge.
n-1

° Séries de Riemann

Théoréme : Séries de Riemann

Soita € R.

1
Y — converge < a >1
na

Q Séries de Bertrand

fg Méthode : Séries de Bertrand

1
Il s’agit des séries de terme général Y ————— >
n>2 n%(In n)B

avec a, f € R. Hors programme, mais tres classique.

Intuitivement, le terme en In n’a pas une grande in-
fluence, donc le comportement correspond a celui d’'une sé-
rie de Riemann, sauf dans le cas limite ou a = 1, dans lequel
le terme en In peut permettre daccélérer la convergence du
terme général vers 0 et rendre la série convergente a condi-
tion que > 1.

On montre donc que
[Ia série converge si et seulementsia>1ou (a=1et > 1).]

e Sia<0ousia=0et <0,ilya divergence gros-
siere.

e Si a <1 (englobe le cas précédent), ou si a =1 et

1 1
B <O, m > . a partir d’'un certain rang et
n nn

Z% diverge donc Y

diverge.
n>2 n*(n n)P g

e Si a>1, avec y €]l,a[, ———— = o(—) et
v n%(nn)B nY
donc par comparaison de termes généraux positifs
1
et la série de Riemann Z— étant convergente,
nY
——— converge.
n>2 n*(n n)p

e Sia=1et >0, on obtient la nature de la série a
I'aide d’'une comparaison série-intégrale.

0 Evaluation des sommes partielles et des
restes

IV FormuLE DE STRILING

Théoreme : Formule de Stirling

n\n
n! ~ (—) 2nn
e

vV SOMMATION DES RELATIONS COM-
PARAISON

1 Cas de divergence

Théoréme

Soientu e KN, v une suite réelle positive. On sup-
pose que Y v, diverge.
n

n
Onnote S, =) uxetZ,=) v
k=0 k=0

(i) Siun,=0(vy),alors S, =0(Z,).
(i) Siu,=o0(vy), alors S, =0(%,).

(iii) Siup ~ vy, alors S, ~Z,,.

2 Cas de convergence

Théoréme

Soientu e KN, v une suite réelle positive. On sup-
pose que Y v, converge.

+00

On note, sous réserve d’existence, R, = Z U
k=n+1
+o00o
etp,= Z V.
k=n+1
(i) Si u, = O(vy,), alors Y u, converge et
Ry =0(pn).

(i) Siun=o0(vy), alors ¥ u, converge et R, =0(pn).

(iii) Si uy ~ vy, alors Y u, converge et R, ~ py,.
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Vi PRODUIT DE CAUCHY

Définition : Produit de Cauchy

Soient u,v € CN. On pose pour tout n € NN,
n

Wn=) UkUp-k= ). Uplg.
k=0 p+q=n
La série de terme général w,, est appelée produit

de Cauchy de Y u, ety v,.

Théoréeme

Si Y u, et Y v, sont absolument convergentes,

+00 +00 +00o
alors ¥ wy, l'est aussi. De plus, Y wy =) un ) vn.
n=0 n=0 n=0

VIl DEVELOPPEMENT DECIMAL ILLI-
MITE (RAPPELS DE MPSI)

Théoréme

Tout réel positif x s’écrit de maniére unique sous la
forme

+00 an

x=N+0,a1a,...=N+ =
n=1 10"

ouNeNN et (an)n>1 € [0, 9]]1N* dont les termes ne sont
pas constamment égaux a 9 a partir d’un certain rang.

On a en outre N = Lx] et
vneN, a,=110"x]-10[10""'x].

Définition

Une telle écriture est appelée développement dé-
cimal illimité propre de x.

SERIES NUMERIQUES - PAGE 4


https://mp1.prepa-carnot.fr

	 Séries numériques
	Généralités sur les séries
	Sommes partielles, convergence, divergence, somme
	Correspondance suite et séries
	Espace vectoriel des séries convergentes
	Condition nécessaire de convergence, divergence grossière
	Reste d'une série convergente
	Un critère simple pour des séries à termes positifs
	Séries alternées

	Convergence absolue
	Séries à termes réels positifs
	Comparaisons de termes généraux réels positifs
	Critère de d'Alembert
	Comparaison série-intégrale
	Comparaison et caractérisation de convergence
	Séries de Riemann
	Séries de Bertrand
	Évaluation des sommes partielles et des restes


	Formule de Striling
	Sommation des relations comparaison
	Cas de divergence
	Cas de convergence

	Produit de Cauchy
	Développement décimal illimité (rappels de MPSI)


