J. LAROCHETTE

VERSION DU 20 SEPTEMBRE 2021

CHAPITRE

Séries numériques

Extrait du programme officiel :

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Séries a-valeurs-dans-un-espace-normé-de-dimension-finie
Sommes partielles. Convergence, divergence.

Somme et restes d’une série convergente.

Linéarité de la somme.

Le terme général d’'une série convergente tend vers 0.
Lien suite-série.

Série absolument convergente.

Une série absolument convergente déléments-e'un-espace-veetorietnormé
de-dimension-finie est convergente.

La série de terme général uy, est notée Y uy,.
+00

En cas de convergence, notation Y uy.
n=0

Divergence grossiére.
La suite (uy) et la série Y- (uy,+1 — un) ont méme nature.

o L " .

Le critere de Cauchy est hors programme.

b) Compléments sur les séries numériques

Régle de d’Alembert.

Critere des séries alternées. Signe et encadrement des restes.

Comparaison série-intégrale :
Si f est une fonction continue par morceaux et décroissante de R* dans

n
R*, alors la série de terme général f f)dt— f(n) converge.
n-1

Sommation des relations de comparaison : domination, négligeabilité, équi-
valence.

Introduite principalement en vue de I'étude des séries entieres.

L'étude des séries semi-convergentes n’est pas un objectif du programme.
La transformation d’Abel est hors programme. Létude de la sommation par
tranches dans le cas semi-convergent est hors programme.

Les étudiants doivent savoir utiliser la comparaison série-intégrale pour es-
timer des sommes partielles de séries divergentes ou des restes de séries
convergentes dans le cas ou f est monotone.

Interprétation géométrique.

La suite de référence est positive a partir d’'un certain rang.
Cas des séries convergentes, des séries divergentes.
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Dans tout le chapitre, IK désigne R ou C.

I GENERALITES SUR LES SERIES

1 Sommes partielles, convergence, divergence, somme
®  Définition
Soit (t4n) nev € KN une suite.
n
Etudier la série de terme général u,,, notée Y u,,, c’est étudier la suite (S,,) nely OU Sy, = Z Up = Ug+ Uy +-+ Uy, €K
k=0
S, est appelée somme partielle d’ordre n de la série ) uy,.
Y uy est dite convergente lorsque (S;), converge, divergente sinon.
Lorsqu’elle est convergente, on appelle somme de la série Y u,, le nombre

+00 n
up= lim S,= lim ) uy.
n—+oo n—+oo

n=0 k=0

Remarques
R1— Enlever un nombre fini de termes a S;, ne change pas sa convergence. Autrement dit, si I est fini, Z uy et Z up sont de
nelN nelN\I
méme nature.
n
En effet, si Sy, = > up et £, = Y ug etsi n>maxl, S, = Z,+ ) uy. Lorsqu'elles sont convergentes, on a
k=0 keo,n]\ I nel
+00
Youn= Y un+y un.
n=0 nelN\T nel

R2— Une série peut n’étre définie que pour n > ng, et on note Z up la série dans ce cas.
n=ngy
R3 — Une série n'est rien d’autre qu’'une suite. Tous les résultats sur les suites s’appliquent donc. Cependant, en général, c’est en

étudiant son terme général u; qu’'on déduit des propriétés de la série.
+00

R4 — Ne pas confondre la série }_ u; (qui n’est pas une somme!) et le nombre (lorsqu’il existe) Z up € K (qui n’est pas une somme ).
n=0
+0o0
R5— A Z uy, n'est pas une somme, c’est une limite.
n=0
Propriété : Séries géométriques
+00 1
Si q € KK, la série dite géométrique Y. q" converge si et seulement si |q| < 1. Lorsque c’est le cas, Z q" = ﬁ
n=0 -
Exemple : Série harmonique alternée
(_l)n—l
est convergente de somme In2.
n=1_1\p n-1 1 1n-1 11_(_pnn 1 (_pn
1 1 t t
Su=). =i Y (—1)”[ Pde=| Y (—I)pdtzf #dt=1n2—f CO7 4
p=0 Pt1 520 0 0 p=0 o 1+t 0o 1+t

puis

1 1
|Sn—ln2|<f t"dt=———0.
0 n+1

Autre preuve possible : appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction ¢ — In(1 + ) sur [0, 1].
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2 Correspondance suite et séries

On a déja vu qu’étudier la série de terme général u,,, c'est étudier la suite (S,) ,ev des sommes partielles. On a alors (avec
S-1=0)

VneN, up=Sy-Sn1

Remarque

Inversement, une suite (v,) v peut-elle étre vue comme suite de sommes partielles d’'une série de terme général u;, ?

U = Up up ="vo

V1 =ug+uy uy=v1—-1
Vo =uUg+uy+up — Uy =12 — U1
UVp=upg+uy+---+up Up=Vp—Vp-1

Etudier la suite (v,),,, c’est étudier la série Y. (v, — Vp—1) (en posant v_; = 0) appelée série télescopique.

Démonstration

n
Sn=) Wr—Vk_1)=Vn—v_1=0Up. O
k=0

Corollaire

Soit (v,), € KN. La suite (vy,) et la série Y. (v,+1 — v,) ont méme nature et, si elles sont convergentes,

+00
Y Wpr1—vp) = lim vy~ vp.
n—+oo
n=0
Démonstration
n
Sn=) Wks1—Vk) = Vn+1— V0. o
k=0
Exemples

L. 1
E1— Nature de la série Z ——— et calcul de la somme.
7> nn+1)

1 1 1

nn+1l) n n+l

1 .
La série est télescopique, S, =1 - ] donc la série est convergente, de somme 1.
n

1
E2— Naturede ) ln(1+—).
n>1 2
1 1
ln(1+—):lni:ln(n+l)—lnn
n n

La série est télescopique, S;, =In(n+1) —0 — +oo donc la série diverge.

Remarque

Dans la pratique, il est trés rare qu’on prouve la convergence en calculant les sommes partielles et qu’on puisse calculer explicite-
ment la somme de la série. Les séries géométriques et télescopiques en sont de rares exemples.
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3 Espace vectoriel des séries convergentes

Si les séries Y u, ety v, convergent, etsi A€ K, alors ) (u,+ Av,) converge et

+oo +0oo +oo
Y Wn+Avp) =) un+A) vp
n=0 n=0

n=0

Démonstration

n n n
Sn=3 un,Zn=) vpalors Y (unp+Avy)=Sp+AZy. O
k=0 k=0 k=0
Remarques

R1— Si) uy converge et ). v, diverge, alors }_(uy, + vy) diverge.
R2— Si) uy et} vy, divergent, alors on ne peut rien dire de Y (uy + vy).

R3— Si) vy, diverge et A€ K, Y (Avy) diverge si et seulement si A =0.

Si Y uy est une série a termes complexe, elle converge si et seulement si les séries Y Reu, et IJmu, convergent,

eton a alors
+00 +00 +00
Y up=) Reu,+i) Jmu,
n=0 n=0 n=0

Remarque
+00 +00 +00 +00
Lorsqu'il y a convergence, Re ( y un) =) Re(un) et Jm( Y un) =) Jm(up).
n=0 n=0 n=0 n=0

4 Condition nécessaire de convergence, divergence grossiere

Propriété : Divergence grossiéere

Siu, /0, alors Y u,, diverge. On parle de divergence grossiere.
/\ La réciproque est fausse !

Si u, — 0, ON NE PEUT RIEN DIRE sur la convergence de Y u,,.

Démonstration

uy =Sy —Sp—1, donc si (Sy) converge, u; — 0.

o1
Contre-exemple : si uy = % Hy, = Z % : série harmonique.
k=1

1 1
Uy — 0 mais Hoy, — Hy > 5 donc ) — diverge.
n
On verra plus tard que Hy ~Inn. |

5 Reste d’une série convergente

Définition
+00

Soit ¥ u, une série convergente et S= Y _ u,,.
n=0
On appelle reste d’ordre n de la série ) u, le nombre R,, = S—S,, qui n’a un sens que si la série converge.
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+00

N
Avec les mémes hypothéses, R, = Y up= lim ) uy.
k=n+1 N=oo k271

Démonstration

N +00
SN—Sn—S-Su=Rplorsque N—+ocoet Y up— Y uplorsque N— +oo
k=n+1 k=n+1

Exemple : Série géométrique

n+1

Si|q| <1, Ry = ‘1’_q

Soit Y u;, une série convergente et R,, son reste d’ordre n, alors R, — 0 lorsque n — co.

Démonstration

Ry =S-Sp.

6 Un critere simple pour des séries a termes positifs

Soit (up,) suite réelle positive, S, = ) uy. Alors
k=0

(i) (S,) est croissante
(ii) (S;) a une limite finie ou +oo.

(i) Y- u, converge si et seulement si (S,,) est majorée.

Démonstration

Sp+1—Sn=up+1 20.

7 Séries alternées

Théoréme : Critére Spécial sur des Séries Alternées

Si u = (uy), estune suite réelle telle que
H1 u décroissante
H2 u,, —0
alors Y (—1)"u,, est convergente.

De plus, si on note v, = (—1)"uy,
e Lasomme S a le méme signe que vy = uy.
e Pour tout n € N, le reste d’ordre n, R, a le méme signe que v, et vérifie |R,| < V41l = Un+1-

Exemple

D"
D
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I CONVERGENCE ABSOLUE

Définition

Une série Y u, a valeur dans KK est dite absolument convergente lorsque Y |u,| converge.

Théoréme : convergence absolue = convergence

Si Yy u, converge absolument (donc siy |u,| converge), alors Y u, converge.
La réciproque est fausse.

Démonstration
o Cas ou K =1R : On écrit u, = u}, — uj, avec

+ Up Siup =0 _ —up Siuy <0
Uy, = et u, =

0 sinon. 0 sinon.

Comme 0 < ) <lupl et 0< u;, <lugl, ¥ u) et ¥ u;, convergent.
Donc, par linéarité, > uy, = Z(u; —uj,) converge.

« Cas complexe : Zi)%e un et ij uy convergent absolument car |Re uy| < lupl et [Imuyl < luyl donc convergent.

- (-n"
Pour la réciproque fausse, Z

est convergente mais elle ne converge pas absolument. (]

Remarque

Lorsqu’une série est convergente mais n’est pas absolument convergente, on dit qu’elle est semi-convergente.

Si Y u, est absolument convergente,

+00
2 tn

n=0

+00
< Z [l
n=0

Il SERIES A TERMES REELS POSITIES

Les résultats de cette partie sont valables pour des séries a terme général réel positif. Cependant, I'étude étant asympto-
tique, ils s’appliquent plus généralement pour des séries a terme général positif a partir d'un certain rang.

Dans le cas ou le terme général, est de signe constant (a partir d’'un certain rang), on se raméne a un terme général positif
quitte a étudier }_(—u;,) si le signe est négatif.

1 Comparaisons de termes généraux réels positifs

Théoréeme : Comparaison des séries a termes réels positifs : cas de convergence

Soient (u,) et (v,) deux suites a termes réels positifs.
Si Y v, converge et que l'une des hypotheses suivantes est vérifiée :

e uy,=0(vy), °uUp=0(Vy), ° apcr uy < Up, *Un~ Un

alors Y u, converge.

Démonstration

Dans le premier cas,ona nge N et Me R" tel que V> ng, un < Muvy,.

Si Sy, et X5 désignent respectivement les sommes partielles de Y uy, et Y vy, alors, tout étant positif, S, < Spy + M(Z, —2Zp,) &
partir du rang ng. Comme Y v, converge, (£,) est majorée donc (S;;) majorée donc }_ u; converge.

Les trois autres cas sont des cas particuliers du premier. O
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Corollaire : Comparaison des séries a termes positifs : cas de divergence

Soient (u,) et (v,) deux suites a termes positifs.
Si Y u, diverge et que I'une des hypotheses suivantes est vérifiée :

e U, =0(vy), *Up=0(Vy), ® apcr uy < Vp, *lp ~ Up

alors Y v, diverge.

Démonstration

Contraposée du théoréme. a

Exemples

1 1 1 . . s
E1-— Z —— converge car a termes positifs et pour tout n > 1, — < — terme général d’'une série (géométrique) convergente.
n2" n2h ~2n

1 1 1
E2— ) — converge car a termes positifs et pour tout n > 1, — ~ =—- terme général d’'une série (télescopique
23 9 P P A e S e g ( pique)
+00 1 7[2
convergente. (On peut montrer que Z =5 —.)
n=0 1 6
E3— ) ! diverge car a terme positif et si n> 1, 0 < L1
\/ﬁ g p =1, = n = \/ﬁ

Soient (u,) et (v,) deux suites a termes réels positifs telles que u;, ~ v;,. Alors ) u, ety v, sont de méme nature.

Démonstration

Symétrie de I'équivalence. O

Remarques

R1— Attention, pour les autres relations de comparaisons, ce n’est pas une équivalence! Si u,, = O (vy) et Y- u, converge, on ne peut
rien dire de }_ v, en général.

Exemple

- =0(1), ¥ -5 converge mais ¥ 1 diverge.

R2— Plus généralement, pour des séries réelles, il suffit que I'une des deux soit de signe constant a partir d’un certain rang, I'autre
aura alors le méme signe par équivalence et le résultat reste vrai.

Exemples

1 1 1
E1— Z — diverge car a termes positifs P ln(l + E) =In(n+1)—Inn terme général d’'une série (télescopique) divergente.
n

1 1 1 R e . . 1 L1
E2— Zsin — converge car sin — ~ —; donc a termes positifs a partir d’'un certain rang et Z —; convergente. Zsm— converge
I’lz n2 I’l2 n2 n3

1
et ) sin— diverge.
n

NG
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fg Méthode : Utilisation pour des séries quelconques

On compare |uy| a une suite (v;;) a termes réels positifs (au moins a partir d’'un certain rang), terme général d’une série conver-
gente.

Dire que uy; =o(vy) ou que u, =0 (vy), c'est dire que |uy,l =o(vy) ou que |uyl =0 (vy).

Si lupl=o0(vy) ou O(vy) ou < vy, aper, ou ~ vy, alors la série Y uy, est absolument convergente donc convergente.

Pas de cas de divergence car il y a des séries semi-convergentes.

2 Critere de d’Alembert

Propriété : Critere de d’Alembert

Soit (uy) suite a termes réels strictement positifs tel que

u
“ntl L pe 0, +00].
Un

e Sit¢>1,) u, diverge grossierement.
e Si¢<1,) uy, converge.
e Si¢ =1, on ne peut rien dire en général (cas douteux).

Démonstration
e Si ¢ >1, apartir d’'un certain rang, —ntl >1= % avec ) 1 divergente donc il y a divergence (grossiére). (En fait, u,; — +oo!)
Up
u
e Sif/<1let¥<kx<]1,apartir dun certain rang N, Zntl < k donc u, < k”‘NuN avec Y k" convergente. Donc, comme tout
u

n
est positif, par comparaison, Y u; converge.

1 1
e Si¢>1, o0n ne peut rien dire en général. Exemple : Z . et Z —- g
n

Exemple : CCINP 6

n!
Convergence de ZW de deux facons différentes. Autre justification possible : termes positifs et d’aprés la formule de Stirling,

n\n n! _ 1 . .
nl~ [—) V2mn, donc — ~e "2rn=o (—2) par croissances comparées.
e n n

3 Comparaison série-intégrale

e Comparaison et caractérisation de convergence

Propriété : Comparaison série-intégrale d’une fonction décroissante

Si f:R* — R décroit et est continue par morceaux alors

k+1
VkelN, f(k+1) < fode< f(k)
k

On a alors
n

Vnel, f f@de+ fm <Y flk) <f(0)+f f(nde
0 0

k=0

et
n

n+1 n
f fOde< ) flk) < f(ode
p k=p 1

p—

si f est continue par morceaux sur [p — 1, n].

Remarques
R1— Il estinterdit d’apprendre ces formules par coeur. Le plus important est de savoir les retrouver sur un dessin.

R2— On peut aussi faire une comparaison série-intégrale dans le cas d’une fonction croissante.
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Si f:R* — R décroissante, positive et continue par morceaux alors

n
(i) X f(n) converge si et seulement si ( f f (t)dt) converge.
0 n

n
(i) Si wp =f f®dt— f(n), alors }_ w, converge.
n-1

Démonstration

n
(i) (f f(t)dt) converge si et seulement si elle est majorée si et seulement si S;;, est majorée si et seulement si }_ f(n) converge
0 n
car ces suites sont croissantes.

n

(if) Par comparaison a série intégrale, f(n) < f@Oder<f(n-1) donc0< wy < f(n—-1)— f(n).
n-1

Or le théoreme de la limite monotone nous dit que (f(n)) converge, donc par comparaison a une série télescopique a termes
positifs, Y w;, converge.

O
Remarque
+00 n
En cas de convergence, si on note f fde= limf f(»)dt, on a en outre
0 0
+00 +00 +00
f FOAr< Y. fm < FO) +f fFad.
0 n=0 0
Q Séries de Riemann
Théoréme : Séries de Riemann
Soita e R. .
) — converge < a>1
na
Démonstration
Si a <0, il y a divergence grossiére.
Sia>0, a#l,
8 1l 1 1
[ el
1 @ 1-a({nel
1
a une limite finie si et seulement si @« > 1. Comme ¢ +— pro est positive, décroissante, et continue, on obtient le résultat.

ni

Pour @ =1, cela a déja été vu et se retrouve avec f p dt=Inn— +oo. O

Exemple : Equivalent de la somme partielle harmonique

1
Soit H, = Z % Les hypothéses de la comparaison séries-intégrales étant vérifiées Y w; converge avec
k=1

L] 1 1 o1
Wwn =f —dt—-—=Inn-In(n-1)— — soit —=Inn-In(n-1) — wy,.
n-11 n n n

n
En sommant, ona Hy =lnn- Wy, —In2 o0 -W, -In2= ) w;-In2—yeR.

k=1
Donc Hy, =Inn+y+o0(1). y est appelée constante d’Euler.

1
Cela permet de retrouver le fait que Y (_1zln+ converge vers In2.

Remarques

1
R1— On pose pour a>1, {(a) = Z —; - ¢ est appelée fonction ¢ de Riemann.
nelN*
R2— Reégle du n%u, : Soit ¥ u;,, une série a termes réels positifs.

o S'il existe a > 1 tel que (n%uy,) est bornée (par exemple n%u; — 0), alors u; =0 (n—la) donc }_ uy; converge.
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o S'il existe a < 1 tel que n%u, — +oo, alors # = o (up) donc Y. uy, diverge.

o Sil existe a, ¢ € R} tels que uy, ~ n—’a, alors Y uy converge si et seulement si a > 1.

Exemples
cosn
E1— Up= . E4— un:ln—ﬁ”pourﬁelR.
nd n
Y N
E2— up=e " ot felRR.
. ; Es Arctann
E3— U :nln(1+—)—cos—. - Un=—F—v
L2 n vn vn+1

e Séries de Bertrand

fg Méthode : Séries de Bertrand

Il s’agit des séries de terme général Z > 0 avec a, f € R. Hors programme, mais tres classique.

n>2 n*(n n)PB

Intuitivement, le terme en In n’a pas une grande influence, donc le comportement correspond a celui d’'une série de Riemann, sauf
dans le cas limite ou a = 1, dans lequel le terme en In peut permettre daccélérer la convergence du terme général vers 0 et rendre la
série convergente & condition que > 1.

On montre donc que [Ia série converge si et seulementsia>1ou(a=1et > 1).]

e Sia<Oousia=0et f<0,ilyadivergence grossiére.
1 1 1
e Si a@ <1 (englobe le cas précédent), ou si @ =1 et f <0, ———— > — a partir d'un certain rang et Z— diverge donc
n%(nn)p n n
——— diverge.
n>2 n*(n n)P

1
e Sia>1,avecye€ll,al, et donc par comparaison de termes généraux positifs et la série de Riemann Z e

n%(nn)b - O(W)

étant convergente, )

—— converge.
n>2 n%(n )P

e Sia=1et >0, on obtient la nature de la série a I'aide d’'une comparaison série-intégrale.

Exemple
CCINP 5

0 Evaluation des sommes partielles et des restes

Exemples : Cas de divergence

1
E1— Divergence et équivalent des sommes partielles de Z . [ t— —— est décroissante et positive sur [2, +ool. Soit avec
n>2 ninn tint

le wy, soit : pour tout n € IN,

g

fnldt+1<n 1<1+fnldt
2 tint nlnn klnk ~ 2In2 2 tint

k=2
donc "
B 1 1 1 1 no
—dt < < i
fz tint * nlnn \kgz klnk ~ 2In2 +f2 tint
donc
In(Inn) —In(n(2)) + ! < i L < ! +In(Inn) -1n(n(2)
ninn = /2, kInk ~ 2In2

1y 1
Donc ) —— — +oo.
=, klnk
n

—— ~In(Inn).
= klnk

En fait, on a obtenu mieux que cela :
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TS|
E2— Tres classique : Hy, = Z 7 Par comparaison série-intégrale,
k=1

1
Inn+—<H,<Inn
n

donc H;, ~Inn.
Puis, si v, = H, —1nn,

1
Up+l—Un=——-In|1+—
n+1 n n+l ( -

1 1 1 -1 1
- __+O(_):—+O(_)
n+l n n? nn+1) n2
terme général d’'une série convergente, donc v, = H, —Inn — y € R ou y est appelé constante d’Euler.

Hy=Inn+y+o(1)

n
E3— Equivalentde Y k% oua>0.
k=0

Remarque

Plus généralement avec les hypothéses précédentes, si }_ f(n) diverge et f(n) — 0, S, ~ F(n) ou F primitive de f.

Exemple : Cas de convergence

n 1 +00 1
Sn= Z —. On cherche une estimation de R, = Z — . Par comparaison a une intégrale,
k2 K2
k=1 k=n+1
1 1 N+1 N N 11
R - o PP
n+l N+1 Jp41 2 e k2 T dn 12 n N
puis en faisant N — +oo
1 1
<Rp<—
n+1 n
1 +00 1
et Ry ~ . (convergence lente.) Pour une précision de 1072 dans le calcul de S = Z —> il faut prendre n =100.
n=0"
Peut-on faire mieux ? Oui! On a aussi
1 1 1 1 1 1
S—|Sn+—||=|Rn-—|<—- = —.
(" n‘ " nlSn n+l n+D S n2

1 1
En considérant S, + g on obtient une convergence en —- Cette fois n = 10 suffit! On parle de technique d’accélération de convergence.
n

Remarque
(o.¢] n
Plus généralement avec les hypothéses précédentes, si }_ f(n) converge de reste Ry, I:f fdretIy :f fnde,
0 0

I-Ins1<Rp<I-1Iy

ce qui permet d’avoir une estimation asymptotique de R,.

IV FormULE DE STRILING

Théoreme : Formule de Stirling
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Démonstration
« Premiére étape : On montre que n! ~ K(n/e)™\/n avec K > 0.

n! L , - ‘. Un+1
—— . Lidée est de démontrer que (Inuy) converge, c’est-a-dire que la série Inu —lnuy) =) In——
ot T 9 n 9 q Yy —Inug) =) i
converge. Or

Soit u, =

Up+l _ €
up  (1+lYpnt2

ool ol

1
Comme Z — converge, Inuy, —-¢eRetu,— e’ = K d'ou le résultat.
n

donc

1
lnﬁzl—(n+—)ln
Un 2

/2
o Deuxieme étape : Pour déterminer K, on utilise le résultat classique des intégrales de Wallis : si I, = f sin” tdt, alors
0

3 2 A 5 . T . T /A
(n+2)Iy42 = (n+1)I,41, puis (I) décroit, puis I;;+1 ~ Ip, puis (n+ 1)1 1,41 = —, puis I, ~/ — donc Iz, ~ L et
2 V 2n 2vn

_@em!'n Kn@em?"e?"2n @
S 4npi2 2 2.4nK2p2ne=2np  K\/2p

2n

v n

dol — ~ uis K ~ v27 donc K = v27. O
2yn Kv2n =

\4 SOMMATION DES RELATIONS COMPARAISON

1 Cas de divergence

Théoréme

Soient u€ KN, v une suite réelle positive. On suppose que ¥ v,, diverge.
n n
Onnote Sp=) upetZ,=) v
k=0 k=0
(i) Siuy,=0(vy),alors S, =0(Z,).

(i) Siu,=o0(vy,), alors S, =0(Z,).

(iii) Siup ~ vy, alors Sy ~ % ;.

Remarque
C’est encore valable si v, > 0 seulement a partir d’un certain rang.

Démonstration

C’est le méme principe que pour le théoréme de Césaro. Comme X,, — 400, on a un rang Ny a partir duquel Z; > 0.
() OnaMeR* etunrang N tel que si n > N, |uy| < Muy,.
Sin=N, Syl <ISNyl+ME,-Zn) <ISyl+MZy,.
Or X, — +oo, donc onaunrang N’ tel que si n> N', |Sy| < 2.
Ainsi, pour > max(N, N'), [Sp| < (M+1)Z, et S, =0 ().
(i) Soite>0.0naunrang N a partir duquel |uy| < 5 vy,
Sin= N, Syl <ISyl+5En—ZN) <ISnl+ 525
Si n > max(N, Np), ‘g2l < 15l £,
Et enfin %{‘ — 0 donc on a un rang N’ & partir duquel % L&
Dong, si n > max(N, Ny, N'), ISyl <X, et S =0 (Zp).

n
(iii) Si tn ~ vy alors wy = tup— vy =0(n). Soit Tn=Sp—Zn= Y wi=0(Zy) par (i).
k=0
Donc Sy, ~ Z,. O
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Exemples

n

, 1

E1— Equivalentde ) —— enutilisant uy=vn+1-v/n.
= Vk

1 1 L L
= ——— ~ —— terme général positif d’'une série divergente, donc — ~2) up=2vn+1-0~2/n.
Y Wi kgﬁ k Icgo "

Se trouve aussi par comparaison série-intégrale.

E2— Redémontrer le théoréme de Césaro.

1 n
Siup,—/letv,= Z uj.. On veut montrer que vy, — ¢ soit v, — € =0(1).

=1

n n
Or up—¢ =o0(1) et 1 est un terme général positif de série divergente. Donc Y (up—¢)=o ( > 1) = o(n) soit encore, en divisant

k=1 k=1

par n, vy —¥¢=o0(1).

2 Cas de convergence

Théoréeme

Soient u€ KN, v une suite réelle positive. On suppose que Y v, converge.

+00 +00
On note, sous réserve d’existence, R, = ) urpetp,= ) U.
k=n+1 k=n+1

(i) Siu, =0 (vy), alors ¥ u, converge et R, =0 (pp).
(i) Siup=o0(vy), alors ¥ u, converge et R, =o(p,).

(iii) Si uy ~ vy, alors _ u, converge et R,, ~ py,.

Remarque
C’est encore valable si v, > 0 seulement a partir d’'un certain rang.

Démonstration

() Ona MeR* etunrang N tel que si n> N, |uy| < My, et ¥ u, est absolument convergente donc convergente.

p

> uk
k=n+1
(i) Soit e>0.0Onaunrang N a partir duquel |u,| < evy, et Y uy, est absolument convergente donc convergente.

P P
Sin,p>N, < Y |ug| <M Y vy Puis, en faisant p — +oo, [Rp| < Mpj, donc Ry, = O (pn).

k=n+1 k=n+1

Avec le méme calcul en remplagant M par ¢, si n > N, |Ry| < epy donc Ry =0 (pn).

(iii) Si uy ~ vy alors |luy| ~ vy, et Y uy, est absolument convergente donc convergente.
+00
Wn = up— vp =0 (vy) donc ¥ wy, converge et Y (uy—vg) =0(pn)-
k=n+1
p +00

p p
Onsip>n, Y (ug-vE)= Y wup— Y, vgdonc enfaisantp—+oo, Y (ux—vyk)=Rn—pn=0(pn)etdonc Ry~ pn.

k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

\4 PRoODUIT DE CAUCHY

O

-~ Y

Définition : Produit de Cauchy

n
Soient u, v e CN. On pose pourtout n€ N, wy = Y upvpy—k= Y. Upvg.
k=0 p+q=n
La série de terme général w, est appelée produit de Cauchy de )" u, et ) v;,.

Remarque
Il s’agit d’'une sommation par diagonales.
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Théoréeme
+00

+00 +00
SiY up ety v, sont absolument convergentes, alors Y. wy, l'est aussi. De plus, Y wn =)ty Y vp.
n=0 n=0 n=0

Exemple
Siz,z €C,exp(z+2z)=expzxexpz.
n Z/Vl
En effet, les séries de termes généraux — et —- convergent absolument et
n! n!

n zk zrn—k 1 2 (n B z+ 2"
LUn:ZF—k':—' kaZ’n kI%.
i=o k! (n—k)! nliz n!
Largument se transporte aux éléments d’une algébre de dimension finie (donc par exemple aux matrices) avec une hypothese de
commutation pour la formule du binébme (et une version admise du produit de Cauchy) : si ab = ba, exp(a+ b) =exp aexpb.

Démonstration

Casou u,ve RHN On pose Uy, Vi et Wiy les sommes partielles.
Dessin: IcJcKou
« I estle carré des couples (p, q) tels que p,g € [0,N]
« ] estle triangle des couples (p, g) tels que p+ g < 2N
o K estle carré des couples (p, ) tels que p,q € [0,2N]
Alors Y upvg=UnNVN< Y. upvg=Won< Y upvg=UsnVoy carles termes sont positifs.
(p.q)el (p.eT (K

+00 +00
Par encadrement, on en déduit que W,y converge vers »_ uy Y vp.

n=0 n=0
Mais comme (Wy,) est croissante, Wy < Won+1 < Wan 42 donc par encadrement, W 1 converge vers la méme limite.
+00 +00 +00
Finalement, ¥ wy, converge et Y wy= Y un Y. vn.
n=0 n=0 n=0

Cas général Le premier cas permet de voir que Y. ¢, converge avec ¢y = Z |up Uq|. On note Cy la somme partielle ainsi que Ay
ptqg=n
et By les sommes partielles des séries de terme général |uy| et |vyl.

Mais |wy,| < ¢y, par inégalité triangulaire, donc par comparaison des séries a termes positifs, Y w;, converge absolument.

2 upvq

(p,g)eL

Puis Uy Vy — Wyl = ou L est le triangle des p, g € [0, N] tels que p+ g > N.

Donc |[UNVN-WNIS Y |upl||vg| = ANBn —Cn — 0 d'aprés le premier cas.
(p.@)eL

Exemple

+oo ;
—_— = (n+1)a”.
(1-a)? nzz‘b

En effet, c’est le produit de Cauchy de la série géométrique absolument convergente de terme général a” avec elle-méme.

SiaeC tel que |al < 1, alors

Remarque

Lhypothése d’absolue convergence est indispensable, le résultat n’est pas assuré pour des séries semi-convergentes.

Exemple

_ll’l n 1 n 1
( )l,alorslwnlzz >y

Siup=vy=
! " k=0 \/(k+1)(n—k+1) k=0 \/(n+1)2

=1. Donc }_ wy, diverge grossiérement.
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VIl DEVELOPPEMENT DECIMAL ILLIMITE (RAPPELS DE MPSI)

Théoréme

Tout réel positif x s’écrit de maniére unique sous la forme

+00 an
x=N+0aay...= N+ —
12 Pk

ou NeNN et (ay),>1 €0, 9}]]N* dont les termes ne sont pas constamment égaux a 9 a partir d’'un certain rang.

Onaenoutre N=|x] etVYneN, a,=[10"x]-10[10"'x].

Définition

Une telle écriture est appelée développement décimal illimité propre de x.

Démonstration : Non exigible.

Remarquons qu’une telle série converge bien (O (10™")).

0"x
De plus, si on considére cette série, et si I'on note x;, = TnJ (approximation décimale par défaut de x), alors on sait déja que
Xp — X.
a Yo P .
Or 10—’; = X5 — Xp—1 donc la série est télescopique de somme x — xg = x — [ x].

De plus, la suite (ap), ne stationne pas sur 9 . Sinon, on considérant p tel que 10Px a une partie décimale ne contenant que des
9, on obtient que 10”7 x =1 donc x = 10" et ainsi, si n > p, a, = [10"x| —10[10""!x| = 0, ce qui est contradictoire.
Cela donne I'existence.

Lemme

+00

. b
Si 10—’; =1 avec pour tout n, by, € [[0,9], alors, pour tout n, by, =9.
n=1

Démonstration

+00

b
Soit x = 10—’; =0,b1b2b3---€10,1] tel que tous les by ne soient pas égaux a 9. Montrons que x < 1.
n=1

Soit ng le plus petit entier tel que by, #9 (donc x =0,99---9by,bpy+1---) €t

np—1
x0= Y bp-107¥+9.107™ =0,by - bp,_19=0,9---9.
Alors 1 —xp =107"0 >0 et comme by, #9, x < xp < L. 0
Pour l'unicité, si on a un telle écriture, alors
n n Ly n 2 n-k ag
10"x=10 N+k§1 = =10 N+k§1ak10 +k=n+1 okn

too gy . . .t g . o -k
avec ) —— <1 Parhypothése et d'aprés le lemme, onaenfait ) —"— <1, eton obtient [10"x] =10"N+ }_ a;10"
k=n+1 10877 k=n41 10577 k=1
ce qui redonne facilement a,, = [10"x| —10 10" 1x|.
N = |x] en utilisant le lemme également. O
Remarque

Les seuls nombres réels a avoir deux développements décimaux illimités sont les nombres décimaux (d’apres le lemme).
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