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CHAPITRE

Suites numériques
(MPSI)

Soit K=R ou C.

Une suite peut étre vue comme une famille (#,,) nelN € KN
ou comme une application n e IN — u,, € K, c’est équivalent.

N — K
On peut alors noter
n — Un

ou (u,) MAIS PAS u,, !

I CAS DES SUITES REELLES

oU (Up) pelN OU (Un)y

1 Limites

Définition : Limite

« Une suite (u,) € RN est dite convergente vers
¢ € R si et seulement si

Ve>0, ANeN, Vn>N, |u,—¥¢|<c.

« On dit que (u,), € RN diverge vers +oco
lorsque

VAeR, INeN, Vvn>N, u,>A
ou de maniére équivalente
VA>0, ANeN, Vu>N, u,>A

On note alors u; — +oo.
e On dit que (up), € RN diverge vers —oo
lorsque —u; — +o0o soit

VBeR, ANeN, Vn>N, u,<B
ou de maniere équivalente
VB<0, 3NelN, Vn>N, u,<B

On note alors u; — —oo.

2 Limites et ordre

Propriété : Passage des inégalités a
la limite

Siu,ve RN tellesque u — ¢eRetv— ¢ eR et
si a partir d’un certain rang u, < v, alors £ < ¢'.

Si on suppose a partir d’'un certain rang u, < vy,
I'inégalité devient large a la limite : ¢ < ¢'.

SiueRN tel que u, — ¢ R etacR, alors
o Si ¢ > a, apartir d'un certain rang u, > a.
e Sit¢ < a, apartir d'un certain rang u, < a.

Théoréme : Limite par encadrement

() Si u,v,w € RN et (i) Si u,ve RN telles
/e R tels que que
e V— 400
e apcru, = vy
alors u — +oo.

e v—/
e w—/
e apcrv, < Uy < Wy

alors u—¢.
“ (iii) Siu,weRN telles

que

o W — —00

e apcru, < wy
alors u — —oo.

3 Opérations sur les limites

Soient u,ve RN,
(i) SiteR etu,— €€, alors Au, — AL.

(i) Siu— 0 et v bornée, alors uv — 0.

Siu—t1eR etv— 0l eR, AeR, alors lorsque
ces opérations sont bien définies,

o Uu+v—Vl1+4, o uv— 010,

Remarque

Dans les cas douteu, il peut se passer tout et n'importe
quoi.

Par exemple, pour 0 x (+00) :

1 2 a
e — X n°— 400 ¢ —Xn—a
n n
-1, 1" ,
e — X N°— —00 ° Xxn na
n n
pas de limite.

o Siu,—>/le E*, alors a partir d’'un certain rang,
1
1 —  si /Y finie
U, 720et— —< ¢
Un 0  sinon
e Si u, — 0 et a partir d'un certain rang u; > 0,

alors — — +oo.
Un

o Si u, — 0 et a partir d’'un certain rang u; > 0,

alors — — —co.
Un
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Propriété : Convergence des suites
géométriques réelles

Soit g € R.

e Sig=1,q"—1.

 Silg| <1, g"—o0.

e Sig>1, q" — +oo.

e Sig< -1, (q") n’apas de limite. Si g < -1, la
suite n’est ni majorée, ni minorée.

Il LEs suITES MONOTONES

1 Théoréeme de la limite monotone

Théoréeme : Théoreme de la limite
monotone

Soit u € RN une suite croissante (respectivement
décroissante).

(i) Si u est majorée (respectivement minorée) alors

u converge vers sup u, (respectivement inf u,).
nelN nelN

(i) Si u nest pas majorée (resp. minorée), alors
u — +oo (respectivement u — —oo0).

Corollaire

Si u est une suite croissante majorée (respective-
ment décroissante minorée), alorsVne N, u, <limu
(respectivement u, > limu).

De plus, les inégalités sont strictes en cas de stricte
monotonie.

2 Suites adjacentes

Définition : Suites adjacentes

Soient u, v € RN. u et v sont adjacentes si
¢ |'une est croissante,
o 'autre est décroissante,

e v—u—0.
Exemples
-1 1 1 / 1
E1-— Snzkzlﬁ:1+z+--~+? et Sy =Sn++.

E2— Si x € R, les suites d’approximation décimale par dé-
faut et par exces (dy(x)) et (D, (x)) sont adjacentes.

Si u,v sont adjacentes avec u croissante, alors
u et v convergent vers une méme limite ¢ € R et
vnelN, u,</?< v, lesinégalités étant strictes si
u et v ont strictement monotones.

Remarque

On a alors pour tout n, luy—¥¢| < |lvy—unl = vy —up
ce qui donne des information intéressante sur la vitesse de

convergence : plus v — u converge rapidement vers 0, plus
u converge rapidement vers ¢.

Cela permet aussi de connaltre un rang a partir duquel
uy est une approximation de ¢ a une précision donnée.

Exemples

E1— Approximations décimales :

ldn(x) — x| < Dp(x) — dp(x) = 107"

Convergence tres rapide (au moins exponentielle).
Si on veut n décimales, on calcule d;(x) (évidem-

ment!).
n 1 +o00o 1 7.[2
E2— S, = — — — = —. Vu le calcul précédent,
72 1
pour tout n, Sn—g < —. La converge est (au
n

moins) en 1 donc plutét lente.
Si on veut n décimales, on calcule... Sygn !

E3 — Dichotomie : On construit des segments emboites en
divisant leur taille par 2 a chaque étape : Iy = [a, b],

0(In)
pour tout n, I+ < I, avec ¢(I4+1) = ——, avec
I = lan, bnl.
Alors (ap),(by) sont adjacentes, [ I = {¢} et la

nelN
convergence de (ay) et (by) vers ¢ est au moins en

b—a R .
> donc trés rapide.

Il CRiITERES SEQUENTIELS

1 Caractérisation séquentielle des
bornes inférieure et supérieure

Soit A partie non vide R, a, € R.

VxeA x<a
a=SupA<—
Iane AN, a,—a

finfA VxeA x=p
=i —
El(an)nEA]Nr anp— P

2 Caractérisation séquentielle
de la densité

Soit A une partie de R. A est dense dans R si et
seulement si tout réel est limite d’une suite d’éléments
de A.
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Corollaire

(i) Tout réel est limite d’une suite de rationnels et
d’une suite d'irrationnels.

(i) D est dense dans R.

IV EXTENSION AUX SUITES cOMm-
PLEXES

Notation

Soit z = (z,,) € CN. On note Re(z) = (Re(zy)) € RY,
Jm(z) = (Om(z,) € RN, z = (zn) € RN,
|z] = (Iz4]) € RN,

Définition
Une suite (z,) € C est dite convergente vers ¢ € C
si et seulement si |z, — ¢| — 0, c’est-a-dire

Ve>0, ANeN, Vn>N, |z,—¢|<e.

Remarque

Pas de limite infinie dans C. On peut au mieux avoir
|zp| — +00.

Soit (z,) e C" etV € C.

2y, — 0 <—=%Rez, —NRelet ITmz, —»Im/l

Définition

Une suite (z,,) € CN est dite bornée si et seulement
s'ilexiste MeR* telque VneNN, |z, <M.

Propriété : Suites géométriques
complexes

Soit g € C.
e Sig=1,q"—1.
« Silg| <1, g"—0.
« Si|q| > 1, (g™ n'est pas bornée et donc di-
verge.
« Silg|=1etqg#1, (g™ diverge en étant bornée.

Remarque

En particulier, si 0 ¢ nZ, les suites (cos(nf)), et
(sin(nh)),, divergent. En effet, si 'une convergeait, a I'aide de
cos((n+1)8) ou sin((n+1)6), on obtient que I'autre converge
aussi et alors (ei”") convergerait également.

\' SUITES RECURRENTES

1 Cas général
Le but est d’étudier les suites récurrentes réelles d’ordre

Siu, — ¢ eD etsif est continue en ¢, alors
f&)=1¢ (¢ est un point fixe de f).

fg Méthode

+ On commence en général par faire un dessin, et par
voir quelles propriétés vérifient directement la suite.

» Ensuite, les premiéres choses a cibler sont les inter-
valles stables par f : I tel que f(I)c I.
Alors, par récurrence, si a partir d’'un certain rang
un, €1, la suite est bien définie et Vn > ng, u,€l.
Vu la propriété précédente, bien souvent, I'une des
bornes de lintervalle sera un point fixe de f. (Il faut
donc chercher les points fixes!)
On pose en général g(x) = f(x) — x : les points fixes
de f sont les zéros de g.
Il faut aussi s’assurer que la suite est bien définie!

o Ensuite, on s’intéresse a la monotonie de f.

+x La monotonie de la suite peut se trou-
ver  directement en remarquant que
Up+1 — Un = flup) —un = gluy) il est
donc primordial de connaitre le signe de g.

* Si f est croissante sur I stable par f et uy, €1,
alors (un) > p, €St monotone.
(Si uny < ttpy+1, i€ g (uny) =0, pour tout ne N,

Up = fﬂ—n() (uﬂ()) < fﬂ—}’l() (un0+1) = Up+1
etsi upy = tng+1, i€ g (uny) <0, pour tout n € IN,
Up= fn—no (uno) = fn—ng (un0+1) =Up+1.)

* Si f est décroissante sur I stable par f et

un, €1, alors (MZ”)HZ%" et (ugnﬂ)n)m sont
monotones, de monotonie contraire. Elles sont
en fait solution de vy,4+1 = fo f(vy) avec fo f
croissante.
Lorsqu’elles convergent vers une méme limite
(c’est-a-dire qu’elles sont adjacentes), alors (uy)
converge vers cette limite. Notons que les points
fixes de f sont des points fixes de fo f (mais la
réciproque est fausse en général.)

Exemple

2
u;, +8
upeRetVnelN, uyy = n6 .

2 Cas d’une fonction contractante

Définition
Une fonction f est dite contractante sur un seg-
ment [a,b] si et seulement si on a k < 1 tel que
Vx,x' €la,bl, |f(x)-fx)|<k|x-x|.

Cela se traduit graphiquement par le fait que les pentes

1générales:VnelN, u,y = f(u,) avec f:D—R. des cordes ne sont « pas trop élevées ».
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fg Méthode

Cela est interessant si I = [a, b] est stable par f. Si c’est
le cas, si ¢ € [a, b] point fixe de f (on peut montrer qu'il existe
et est nécessairement unique), si ug € [a,b] stable par f,
alorsVnelN, uy€la,b)etVnelN,

lun— 01 =|f(up-1) - fO)| <klup—1 -0l < < k" lug— €1 -0

Donc directement u; — ¢, on a méme une convergence ex-
ponentielle.

On peut parfois conclure rapidement grace a l'inégalité

des accroissements finis :

Théoréeme : Inégalité des accroisse-
ments finis

Soit f:I— R, avec a < b. On suppose que
H1 f est continue sur I

H2 f est dérivable sur I

H3 OnakeR* tel queVxel, |f'(o| < k.

Alors f est k-lipschitzienne :

Vx,x' €la,bl, |fx)-f&"|<k|x-x|.

Remarque

On peut démontrer que si ¢ est un point fixe de f de
classe ¢!, alors
* si|f'(0)] <1, le point fixe est attractif, en particulier
si f/(¢) =0 (point superattractif), la convergence est
quadratique, comme pour la méthode de Newton,
* si|f'(0)] > 1, le point fixe est répulsif,
o si|f/(£)] =1, c’est le cas douteux. Tout peut arriver.

Exemple

1
weR* etVnelN, upp1=2+—.
Un

VI RELATIONS DE COMPARAISON

1 Définition
Définition
Si u,v e KN et si v, n'est jamais nul a partir d’'un
certain rang, on dit que
e u est dominée par v et on note u = O(v)
ﬂ) est bornée.

Unln
o u est négligeable devant v et on note u = o0 (v)

lorsque

Un
ou u, < v, lorsque — — 0.
v

n
o u est équivalente a v et on note u ~ v lorsque

Remarques

R1— La définition se généralise au cas ou (vy);, est quel-
conque en écrivant u, = v, x wy avec (wy)y, bornée
(respectivement — 0, 1).

R2— Au =o0(v) et u = O(v) traduisent une apparte-
nance.
Exemple

n=o(n3) et n? =o(n3) mais n# n?!

R3— u=0(v) signifie qu'il existe K € R et un rang a partir
duquel |uyl < Klvyl.
u = o (v) signifie que pour tout € > 0, il existe un rang
a partir duquel |uy| < elvyl.

R4 — Il n'y a pas unicité de I'équivalent d’'une suite. En gé-
néral, on choisit le plus simple.

R5— Cela ne donne que des informations asymptotiques

sur les suites : au voisinage de +oo, donc a partir d’'un
certain rang.

Propriété : Croissances comparées

des suites usuelles
Sia>0,6>0,qg>1,

Inn<«n®<q"<nl<n"

1 1 1 1
KK — .
n* nl q" n® 1nfnp

Exemple

Inn < n<nlnn< n?.

Uu~v<=u=v+o(v)

2 Propriétés

Propriété : Propriétés de o et O

Soient u, v, w,a,b € KN, v,w, b ne s’annulant pas
a partir d’'un certain rang, et a, € K.

(i) Si o« # 0, u = o(av) = u = o(v) et
u=0(av) = u=0().

(i) u=o0(1) <= u—0etu=0(1) < u bornée.

(iii) Si u=o0(v) ou u~ v, alors u=0(v) et la réci-
proque est fausse.

(iv) Transitivité

u=o( etv=o(w) = u=o0(w)
u=0w) etv=0w) =>u=0(w)
(v) Combinaison linéaire

u=o(w)etv=o(w) = au+pv=ow)
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u=0w)etv=0(w)=au+pr=0w)
(vi) Produit

u=o(v)eta=o(b) = ua=o(vb)

u=0(w)eta=0(b) = ua=0(vb)

Propriété : Propriétés de ~

Soient u, v, w,a,be KN, v, w, b ne sannulant pas a
partir d’un certain rang.

(i) ~ est une relation d’équivalence.
(i) Siu~vetv—CleR ouC, alors u— .

(iii) u—0[#0] = u~2.
(iv) Si u~ v, alors a partir d’'un certain rang, u, et v,
sont de méme signe.
u v
(v) Siu~veta~b, alors ua~ vb et; =
(vi) Siu~vetaeR fixé, (u,>0etv,>0sia¢N,
nonnuls sia € Z~), u® ~ v?.

(vii) Siuy ~ vy et extractrice, Upm) ~ Vp(n)-

Remarques

R1— Aun~vn¢’:,éun—vn—>0

n

1
R2— ASian‘estpasfixe:1+;~1mais 1+; ~e

1 n
donc 1+—) A1 =1.
n

R3— AOn n’ajoute pas les équivalents.

R4 — ASi on trouve une suite équivalente a 0, on s’est
trompé! (En général, on a ajouté/soustrait des équiva-
lents...)

Cela n'a pas de sens avec la définition du pro-
gramme, et méme avec la généralisation, cela vou-
drait dire qu’on peut écrire a partir d’un certain rang
up = 0x wy =0 donc que la suite est nulle a partir
d’un certain rang.

En particulier, si u;; — 0, on ne peut pas donner facile-
ment un équivalent en général.

R5— AOn ne compose pas des équivalents par la
gauche avec des fonctions, méme continues.

Exemple : Trés classique!
Détermination d’'un équivalent de l'intégrale de Wallis

/2
= f sin” tdt
0

« Relation de récurrence,
o Expression de I,

« Décroissance,

o In~1Ip-1,

e nl,I,—1 constant,

« Equivalent de I,,.

3 Equivalents usuels

Propriété : Formule de Stirling

n\n
n'~vV2rnn"e ™" = 27m(—)
e

Exemple

2n| @2n)! 4"
Up = = ~ .
"“\n n2  an

Propriété : Equivalents usuels

Soita € R* fixé et h,, — 0.

h2
e cosh,—1~ —7"

o sinh, ~ hy,

e tanh, ~ h,

In(1+ hy) ~ hy

o efn—1~ h, e Arcsinh, ~ hy,
° @1 ~

(1+h,))%-1~ah, o s~
e Arctanh, ~ hy o thh, ~h,

Remarque

Lorsque I'on est au voisinage de a, on se ramene en gé-
néral au voisinage de 0 en posant x = a+ h si a est fini et
x= % si a est infini.

Exemple

1 n
Limite de u, = n((l —sin —2) - 1).
n

4 Exemples de développements asymp-
totiques

-~ -

o eln eV =y, —v,—0
e Si u, ~ v, avec pour tout n, u, > 0 et
v, > 0, a partir d’'un certain rang v, # 1 et

si v, — ¢ € RT U{+o0} avec alors

Inu, ~Inv,.

Définition
On appelle développement asymptotique de
(un), toute expression de la forme

up=vP +v@ +---+ v +0(v)

ou vW,..., v sont des suites telles que
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1P > 0@ > oo» 0, cestadire telles que

Vke[l,r-1], v¥*V=0 (vﬁlk)).
On dit que le développement asymptotique est a la

précision v{.

Remarques

R1— On a toujours que u; — vﬁll) =aco= yﬁlr) ~ 1/5,’”1]. Cest
un des moyen de former un développement asympto-
tique : par la recherche d’équivalents successifs.

R2— On peut adapter la définition précédente pour des
fonctions au voisinage d’un point : c’est une généra-
lisation du développement limité.

5 Méthode

Chercher un développement asymptotique d’'une suite
est souvent délicat. On peut par exemple essayer de :

1. reconnaitre un développement limité « déguisé » ;

2. chercher un équivalent u, ~ v, qui donne
Up = vy +0(vy), puis un équivalent de la diffé-
rence u, — vy ~ wy quidonne uy = vy + wy + 0 (wy)
et ainsi de suite;

3. réinjecter le développement partiel dans une expres-

sion du terme général de la suite pour obtenir le terme
suivant.

Exemples

E1— Développement

asymptotigue en +oo de
Vn2+2n+4 "

e

fin—e a la précision — -

E2— Développement asymptotique en +oo de
f:x—In(chx) a la précision e~%*_ Asymptote ?

1
E3 — Développement asymptotique a trois termes de At x

en +oo. Asymptote ?

ex

E4— On s'intéresse a uy,, unique zéro de f(x) =1+ x+ —.
n

1. Vérifier que la suite (u;) est bien définie, majo-
rée par —1 et croissante.
2. Déterminer la limite de (uy,).

3. Déterminer un développement asymptotique a 3
termes de (up).

Vil SUITES EXTRAITES, VALEURS
D’ADHERENCE

Définition : Suite extraite

Soit u € KN, On appelle suite extraite ou
sous-suite de u toute suite v € KN telle qu'il
existe ¢ : N — IN strictement croissante telle que
Vne]N, Un = Up(n)-

¢ est appelée extractrice.

Lemme

Si ¢ est une extractrice, alorsVnelN, ¢(n) > n.

Si u — ¢, toute suite extraite de u converge vers
/.

Définition : Valeur d’adhérence

On appelle valeur d’adhérence de u € KN toute
limite (dans IK) de suite extraite de u.

Exemple
Valeurs d’adhérence de (-1)".

Une suite convergente a une unique valeur d’adhé-
rence.

Remarque
Réciproque fausse.

Exemple
up = n si n est pair et 0 sinon.

Corollaire

Si une suite a plusieurs valeurs d’adhérence, elle
diverge.

Si (uyy) et (u2n+1) convergent vers une méme li-
mite, alors u converge vers cette limite.

Théoréeme : de Bolzano-WeierstraBB

dans R ou C

Toute suite réelle ou complexe bornée a au moins
une valeur d’adhérence.

VIl Exercices CCINP

Exercice
CCINP 1 et 43.
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